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Abstract

For the calculation of the work in an irreversible pressure-volume change, we propose approxima-
tions, which in contrast to the usual representation in the literature reflect the work performed dur-
ing expansion and compression symmetrically. The calculations are based on the Reversible-Share-
Theorem: Is used the force to overcome for calculating the work, so it captures only the configura-
tional reversible work share.
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Einfiihrung

Expansion und Kompression sind Prozesse, die mit mechanischer Arbeit verkniipft sind. Die Arbeit,
welche bei Expansion zum Anheben eines Gewichts genutzt werden kénnte, wird als Volumenarbeit
bezeichnet.

Das einfachste Modell, um eine Gleichung fiir die Volumenarbeit abzuleiten, ist ein mit idealem Gas
geflllter Zylinder, verschlossen mit einem reibungsfrei beweglichen Kolben. Bei manchen Autoren
sind im GefaR Stoppvorrichtungen (catches) angebracht, um eine beliebige Volumenanderung reali-
sieren bzw. beschreiben zu kdnnen. In diesem Modell wird meist das Gas als System definiert. Kolben
und GefdR sowie eventuelle Stopper gehoren zur Umgebung. Wahrend die Volumenarbeit bei rever-
sibler Prozessfiihrung (Druck und Gegendruck differieren infinitesimal und der Prozess ist durch eine
infinitesimale Anderung der Bedingungen umkehrbar) einfach zu berechnen ist [1], sind Berechnun-
gen fir irreversible Prozesse (Druck und Gegendruck unterscheiden sich merklich) nur ndherungswei-
se moglich.

In Atkins [2] und anderen wichtigen Lehrbilichern der Physikalischen Chemie [3] wird gefordert, dass
die Volumenarbeit sowohl fiir Expansion als auch flir Kompression stets mit dem AuRendruck pey:,
der auf dem Gas lastet, berechnet wird:

OW = - Pyt - dV (1)

Begriindet wird die Verwendung von pe,: mit dem Umstand, dass die Volumenarbeit dquivalent zum
Anheben (bei Expansion) beziehungsweise Senken (bei Kompression) eines Gewichtes ist, also mit
der Verrichtung von Arbeit in der Umgebung gemessen werden kann.

Es wird gefordert, dass der Prozess quasistatisch ablduft, also so langsam, dass im System keine gro-
Reren Temperatur- beziehungsweise Druckunterschiede auftreten. Einschrankungen hinsichtlich der
Reversibilitdt und der GréRe der Volumendnderung Av werden nicht gemacht.

Die Forderung der Verwendung von p.,; wird im Allgemeinen von allen Autoren akzeptiert. In [4], [5]
und [6] haben wir diese Definition Glbernommen. In [1] haben wir jedoch angemerkt, dass die Ver-
wendung von pe,: - bei Expansion also des zu Gberwindenden Drucks und bei Kompression des wir-
kenden Druckes - unsymmetrisch ist. Wir sind inzwischen zu der Auffassung gelangt, dass die Defini-
tion und die Berechnung der Volumenarbeit fir beliebige Volumenanderungen mit pe. und Glei-
chung (1) nur fiir die Expansion passt, und dass diese Definition fiir den Fall einer irreversiblen Kom-
pression nicht ohne weiteres libernommen werden kann. Dies mdchten wir unter anderem im Fol-
genden diskutieren.
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Basis unserer Uberlegungen

Wir gehen von folgenden grundlegenden Voraussetzungen aus:

1. In der Thermodynamik ist es sinnvoll, die physikalischen oder physikalisch-chemischen Eigenschaf-
ten in einem raumlich abgegrenzten Bereich der realen Welt zu untersuchen, welchen man als Sys-
tem bezeichnet. Die Festlegung der Systemgrenzen ist im Prinzip willkirlich, kann also fir den glei-
chen Prozess je nach Anliegen unterschiedlich erfolgen. AuRerhalb des Systems liegt die Umgebung.
In geschlossenen Systemen, die unseren Betrachtungen zugrunde liegen, ist Energieaustausch in
Form von Arbeit und Warme aber kein Stoffaustausch mit der Umgebung moglich. Die Prozessgrofien
Arbeit und Warme werden zwischen Umgebung und System Uber die Systemgrenzen hinweg ausge-
tauscht. Der Verlust an Energie auf der einen Seite ist gleich dem Gewinn auf der anderen Seite.

2. In der Physik und Physikalischen Chemie gilt die Konvention: Von der Umgebung am System ver-
richtete Arbeit bzw. dem System zugefiihrte Warme werden positiv gewertet, die vom System an der
Umgebung verrichtete Arbeit bzw. der Umgebung vom System zugefiihrte Warme hat ein negatives
Vorzeichen. Beziiglich des Zugewinns beziehungsweise des Verlustes der Energie betrachtet man die
Anderung vom Standpunkt des Systems aus.

3. Die Ursache von Volumendnderungen sind Druckdifferenzen zwischen System und Umgebung.
Wenn grolRere Druckdifferenzen bereits im Ausgangszustand bestehen, kommt es zu einer irreversib-
len Volumendnderung. Wenn infinitesimal kleine Druckdifferenzen wdhrend des Prozesses immer
wieder neu erzeugt werden, indem der Aullendruck oder der Innendruck stetig verandert wird und
der Prozess durch eine infinitesimale Anderung der Bedingungen umgekehrt werden kann, kommt es
zu reversiblen Volumenanderungen. Letzteres nimmt man naherungsweise flr Phasenilibergange an,
bei denen sich die Stoffmenge des Dampfes mit nicht zu hoher Geschwindigkeit andert.

Wenn eine Verdampfung oder eine chemische Reaktion in einem verschlossenem Gefal} stattfindet
und der Druck beispielsweise durch entstehendes Gas steigt, verrichten die Reaktionspartner zwar
Technische Arbeit [7, S. 242], jedoch keine Verschiebungsarbeit und nur mit letzterer befasst sich die
klassische Thermodynamik.

4. Die Volumenanderung kann isotherm oder adiabatisch erfolgen. Viele Autoren diskutieren die
adiabatische Volumenanderung, also den Fall, dass keine Warme zwischen Umgebung und System
ausgetauscht wird und die verrichtete Arbeit gleich der Anderung der Inneren Energie des Systems
ist. Obwohl durch Reibung zwischen GefaBwand und Kolben erzeugte Warme nach der von den Au-
toren vorgenommenen Definition - von System und Umgebung - in der Umgebung stattfindet, und
die adiabatische Grenze eigentlich mit der Systemgrenze identisch sein sollte, wird dariiber disku-
tiert, dass sich die Reibungswarme zwischen Umgebung und System aufteilen kann. Um solche Kom-
plikationen zu vermeiden, besprechen wir nur die isotherme Volumenanderung, bei der die verrich-
tete Arbeit gleich der ausgetauschten Warme ist und die Innere Energie des Systems konstant bleibt.

5. Die Verschiebungsarbeit wird in der Physik durch das Skalarprodukt von Kraft und Weg (Verschie-
bung) definiert [8], [9] (Gleichung (1)):

OW = Fey: - ds -cos o (1)

In dieser Gleichung ist dw eine infinitesimal kleine Arbeitsmenge. F.,; ist der Betrag der Kraft, welche
von aullen auf einen Korper einwirkt. Das Differential ds ist der Weg (Betrag der Verschiebung), den
ein Massepunkt infolge der einwirkenden Kraft zurilicklegt, und o ist der Winkel zwischen den Vekto-
ren Kraft und Verschiebung. In [1] haben wir nachgewiesen, dass bei Verwendung einer systemim-
manenten Kraft des Betrages F, anstelle von F,; in Gleichung (1) ein negatives Vorzeichen verwendet
werden muss, um der Vorzeichenkonvention (Punkt 2) Rechnung zu tragen.

6. In [1] haben wir empfohlen, bei der Berechnung der mechanischen Arbeit stets vom Skalarprodukt
auszugehen, um deutlich zu machen, dass die Vektoren Kraft und Verschiebung sowie deren Betrage
von Natur aus positive GroRen sind. Gegensinnigkeit der Richtungen von Kraft und Verschiebung
wird durch cos a erfasst. Eine Aussage F< 0 wiirden wir vermeiden. Negative Operatoren kdnnen erst
durch die Beziehung zwischen Vektoren entstehen.

7. Folgendes Theorem ist Grundlage unserer Analyse: Wird die Arbeit bei irreversibler Prozessfiih-
rung mit der zu liberwindenden Kraft berechnet, erfasst die Rechnung nur den reversiblen konfigura-



tiven Teil der Arbeit. In den Lehrbiichern der Physik [10]-[20], die wir durchgesehen haben, und in
den Artikeln zur Volumenarbeit beziehungsweise Thermodynamik [21]-[40], die wir gelesen haben,
war zu dem hier formulierten Theorem keine explizite Bemerkung zu finden. Falls dieses Theorem
kein Irrtum ist (denn es wirbelt bisherige Auffassungen ziemlich durcheinander) ist anzunehmen,
dass es in anderem Zusammenhang bereits publiziert ist. Da ein kurzes Keywort fiir das Theorem
gebraucht wird und uns bisher keine Autorenschaft bekannt ist, haben wir uns erlaubt, als Keywort
,Reversible-Share-Theorem” zu verwenden.

8. Weil die meisten Autoren die Volumenarbeit anhand einer Expansion durch die Gleichung

OW = - pey + dv definieren, also durch die zu berwindende Kraft, haben wir uns entschlossen, den
Begriff Volumenarbeit auch bei irreversibler Volumenanderung auf den reversiblen Teil der Arbeit zu
beschranken. Die bei der Expansion so berechnete Volumenarbeit ist dquivalent zur Verschiebungs-
arbeit, die bei der reversiblen Anhebung einer Masse verrichtet wird.

Berechne ich die Arbeit mit der groReren wirkenden Kraft, so werden neben dem reversiblen konfi-
gurativen Arbeitsanteil auch die charakteristischen irreversiblen Anteile wie Beschleunigungsarbeit,
Reibungsarbeit, Deformationsarbeit, Verwirbelungsarbeit usw. erfasst.

Die Differenz zwischen beiden so berechneten Arbeiten liefert die irreversiblen Arbeitsanteile.

Die Varianten der Berechnung von Arbeiten bei irreversibler isothermer Volumenanderung
und konstantem AuBendruck
Folgenden Entscheidungen miissen zunachst getroffen werden:
Wird eine Expansion oder eine Kompression untersucht?
Wird die Arbeit mit der wirkenden oder mit der zu Gberwindenden Kraft berechnet?
Ist die zur Berechnung herangezogene Kraft die vom Gas ausgehende systemimmanente
Kraft oder die von der Umgebung ausgehende Kraft. Danach ist das Vorzeichen des Skalar-
produkts zu wahlen.

Expansion

Berechnung des reversiblen Anteils der Arbeit wie,, share

Nach dem Theorem Punkt 7 berechnen wir bei einer Expansion den reversiblen Arbeitsanteil, also die
Volumenarbeit, mit der zu Gberwindenden Kraft, verkorpert durch pey; .

Bei der Expansion geht die zu (iberwindende Kraft von der Umgebung aus. Das Skalarprodukt ist des-
halb mit positivem Vorzeichen anzusetzen. Die weitere Schrittfolge entspricht dem in [1] vorgestell-
ten Algorithmus und fiihrt nach Integration zu der Gleichung

Wrev. share(EXpansion) = - peq Av (2)

Wir betonen, dass wir eine irreversible Expansion untersuchen, also den Fall, dass der Gasdruck
merklich groRer als der auf dem Gas lastendende externe Druck ist, und es nicht um die Naherung
einer quasistatischen Volumenanderung - wie in [2] gefordert - geht.

Dies zeigt, dass zwischen der Art des Prozesses und Art der Berechnung unterschieden werden muss.

Berechnung der Arbeit unter Einbeziehung der irreversiblen Anteile Wiy total

Im Gegensatz zur Berechnung des reversiblen Arbeitsanteils, den wir mit der zu Gberwindenden Kraft
bzw. den bei der Expansion zu Uberwindenden externen Drucks berechnet haben, missen wir zur
Berechnung der vom Gas verrichteten Gesamtarbeit W jrev.total , Welche also die irreversiblen Arbei-
ten einbezieht, die wirkende Kraft des Gases zugrunde legen. Weil die Ableitung der angestrebten
Arbeitsgleichung unter Verwendung der systemimmanenten Kraft des Gases in der Literatur wenig
beschrieben wird, halten wir uns an den in [1] vorgestellten Algorithmus und beginnen mit dem Ska-
larprodukt von Kraft und Verschiebung (siehe Punkt 5)

Wegen der Verwendung der systemimmanenten Kraft F;, miissen wir vom Skalarprodukt mit negati-
vem Vorzeichen ausgehen:



8Wirrev.total = -Fs ds -cos a

Die Vektoren Weg und Kraft haben im Falle der betrachteten Expansion die gleiche Richtung. Der
Winkel a betrdagt 0 Grad, und cos a ist gleich 1. Damit bleibt das Vorzeichen der Arbeitsgleichung
negativ.

6Wirrev.total =- Fs -ds

Beim Ersatz des Weges ds durch die Hohendanderung dh muss das Vorzeichen nicht gewechselt wer-
den:

6Wirrev.total = -F: dh

Durch Erweitern mit der Kolbenflache A und Einfiihrung des Gasdruckes p = F,/A sowie der Volu-
mendnderung dv = Adh ergibt sich die Gleichung :

dw irrev.total = ~ P * dv (3)

Um die Arbeit fir eine merkliche Volumenanderung zu berechnen, missen wir beachten, dass bei
der betrachteten Expansion wahrend der Volumenzunahme der Gasdruck und die wirkende Kraft
abnehmen, aber die Kraft so lange Arbeit verrichten kann, bis Kraft und Gegenkraft sich kompensie-
ren. Lasst man den Kolben sich frei bewegen, das heildt, stoppt man seine Bewegung nicht bei einem
bestimmten Endvolumen ab und ist das GefalR grol genug, dann wird die Volumendnderung erst
beendet sein, wenn der Gasdruck den Wert des AuRendrucks erreicht hat. Die Volumenanderung
jedoch so lange laufen zu lassen, bis Gasdruck und AuBendruck gleich sind, ist ein Spezialfall. Wir
mochten den allgemeinen Fall behandeln und jede beliebige Volumenanderung zulassen. Im Modell
wird man das Gefall mit Stoppvorrichtungen ausstatten, an denen Arbeit verrichtet wird, bis wieder
Kraft und Gegenkraft sich kompensieren. Welcher Art die Arbeit an den Stoppern ist, hangt von de-
ren Material ab. Wir nehmen deformierbares Material an und bezeichnen die Arbeit an den Stoppern
als Deformationsarbeit.

Wie wird nun der Gasdruck wahrend der irreversiblen Expansion abnehmen?

Einer der Griinde fiir die Forderung, die Volumenarbeit mit p.,: zu berechnen, soll die Schwierigkeit
sein, den wahrend der Expansion dynamisch abnehmenden Gasdruck erfassen zu kénnen. Als Ndhe-
rung nehmen wir deshalb an, dass sich Gasdruck und AuBendruck nicht stark unterscheiden. Wir
beschranken uns auf den Fall eines mittleren Reversibilitdtsgrades. Dann kdnnen wir davon ausge-
hen, dass der Prozess annahernd quasistatisch verlauft und der dynamische Druck durch den mo-
mentanen Gasdruck reprasentiert wird .

Bei idealen Gasen wird der Gasdruck mit Zunahme des Volumens entsprechend dem Gasgesetz ab-
nehmen. Letztlich ergibt sich, dass der Gasdruck nicht anders abnimmt, als wir es von der reversiblen
Expansion kennen, bei der AuRendruck und Gasdruck stetig gleichbleibend verringert werden. Die
Berechnung dieser Arbeit ergibt sich durch Einsetzen der Gleichung idealer Gase p-v = n-R-T in Glei-
chung (3) und anschlieRende Integration.

In unserem Falle haben wir auf diese Weise unter Nutzung der wirkenden Kraft die gesamte Arbeit
berechnet, die das expandierende Gas bei der Ausdehnung vom v(1) zu v(2) verrichtet:

pdv =—nRT fv(z)

_ 2
Wirrev total(EXpansion) = — IV( ) v(1)

() dv/v =-nRT:[Inv(2)—Inv(1)] (4)



Expansion

Berechnung der irreversiblen Arbeitsanteile Wiy ey share

Die irreversiblen Arbeitsanteile ergeben sich entsprechend aus der Differenz der Gleichungen (4)
minus (2):

Wirrev.share(EXpansion) = - nRT - [Inv(2) = Inv(1)] + pey Av (5)

Die irreversiblen Arbeitsanteile verteilen sich je nach Modell und angenommenen Bedingungen auf
die Beschleunigung eines Kolbens, Reibung zwischen GefdBwand und Kolben, Deformation der Stop-
per und Verwirbelung.

Kompression

Berechnung der reversiblen Arbeitsanteile w,c, share(Kompression)

Die Berechnungen der Arbeiten erfolgen symmetrisch zu den obigen Berechnungen fiir die Expan-
sion.

Nach dem Reversible-Share-Theorem ergeben sich die reversiblen Arbeitsanteile durch die Arbeit,
welche zur Uberwindung der Gegenkraft nétig ist. Die Gegenkraft bei der Kompression ist die vom
Gas ausgehende systemimmanente Kraft, verkérpert durch den Gasdruck. Mit der Beschrankung auf
mittlere Irreversibilitdt und der Naherung quasistatischer Bedingungen wird der reversible Arbeits-
anteil durch die rechte Seite der Gleichung (4) wiedergegeben.

pdv =—nRT fv(z) dv/v =-nRT: [Inv(2) - Inv(1)] (6)

Wrevshae(Kompression) = — [2 o)

v(1)
Kompression

Berechnung der Arbeit unter Einbeziehung der irreversiblen Anteile w ¢, 1ota(Kompression)

Die Arbeit unter Einschluss der irreversiblen Anteile wird wieder unter Verwendung der wirksamen
Kraft beziehungsweise des AulRendrucks vorgenommen und entspricht der rechten Seite von Glei-
chung (2).

W irrev.totaI(KompreSSion) = - Pext Av (7)
Kompression

Berechnung der irreversiblen Arbeitsanteile Wi, cy.share(Kompression)
Die Summe der irreversiblen Anteile ergibt sich aus der Differenz der Gleichungen (7) minus (6):

Wirrev.share(KompreSSion) = - Pext Av + nRT - (Inv(2) - |nv(1)) (8)
Beispiel
Um einen Eindruck von den Relationen der einzelnen Arbeiten zu erhalten, rechnen wir mit ange-

nommenen Zustandsvaraiablen den Fall einer Kompression durch:

T=298K n=0,1 mol v(1)=3-10° m® v(2) =1-10% m?
R = 8,3144-10” bar mol™*K'm? pl) = 0,826 bar p(2) = 2,48 bar

Diese Bedingungen entsprechen dem Zustand eines idealen Gases
Als konstanten AuBBendruck pe: nehmen wir 5 bar an.

Durch Einsetzen obiger Werte in die entsprechenden Gleichungen lassen sich fiir die Kompression
berechnen:

Wievshare (KOompession) = 272 Joule
Wirrev.total (KOmpression) = 1000 Joule Wirrev.share (Kompression) = 728 Joule



Zusammenfassung

Unter Zugrundelegung des Theorems, dass bei Verwendung der zu Gberwindenden Kraft zur Berech-
nung der Arbeit nur der konfigurative reversible Arbeitsanteil erfasst wird, haben wir Gleichungen
abgeleitet, die im Gegensatz zu den bisher in der Literatur tblichen Darstellungen die verrichteten
Arbeiten bei Expansion und Kompression véllig symmetrisch widerspiegeln. Wir haben dabei Ndhe-
rungen vorgenommen, doch ohne Ndherungen kommt kein Modell aus. Die obigen Darstellungen
sind theoretischer Natur. Sie lassen grob abschatzen, wie sich die reversiblen zu den irreversiblen
Arbeitsanteilen verhalten.

Die Praxis wird sich vom Modell immer dadurch unterscheiden, dass viele im Modell vernachlassigte
Krafte wirken kdnnen. In der Technik wird man bestrebt sein, irreversible Arbeitsanteile so gering wie
moglich zu halten, und man wird dies praktisch Gberprifen, indem man den Energieaufwand und die
erzielte Arbeit experimentell ermittelt und einander gegeniiberstellt.
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