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Zusammenfassung

Assemblierung von Proteinkomplexen in vitro und in vivo

Proteine sind an praktisch allen Prozessen in lebenden Zellen maßgeblich betei-
ligt. Auch in der Biotechnologie werden Proteine in vielfältiger Weise eingesetzt.
Ein Protein besteht aus einer Kette von Aminosäuren. Häufig lagern sich mehrere
dieser Ketten zu größeren Strukturen und Funktionseinheiten, sogenannten Protein-
komplexen, zusammen. Kürzlich wurde gezeigt, dass eine Proteinkomplexbildung
bereits während der Biosynthese der Proteine (co-translational) stattfinden kann
und nicht stets erst danach (post-translational) erfolgt. Da Fehlassemblierungen
von Proteinen zu Funktionsverlusten und adversen Effekten führen, ist eine präzise
und verlässliche Proteinkomplexbildung sowohl für zelluläre Prozesse als auch für
biotechnologische Anwendungen essenziell. Mit experimentellen Methoden lassen
sich zwar u.a. die Stöchiometrie und die Struktur von Proteinkomplexen bestimmen,
jedoch bisher nicht die Dynamik der Komplexbildung auf unterschiedlichen Zeits-
kalen. Daher sind grundlegende Mechanismen der Proteinkomplexbildung noch
nicht vollständig verstanden. Die hier vorgestellte, auf experimentellen Erkennt-
nissen aufbauende, computergestützte Modellierung der Proteinkomplexbildung er-
laubt eine umfassende Analyse des Einflusses physikalisch-chemischer Parameter
auf den Assemblierungsprozess. Die Modelle bilden möglichst realistisch die expe-
rimentellen Systeme der Kooperationspartner (Bar-Ziv, Weizmann-Institut, Israel;
Bukau und Kramer, Universität Heidelberg) ab, um damit die Assemblierung von
Proteinkomplexen einerseits in einem quasi-zweidimensionalen synthetischen Ex-
pressionssystem (in vitro) und andererseits im Bakterium Escherichia coli (in vivo)
untersuchen zu können. Mit Hilfe eines vereinfachten Expressionssystems, in dem
die Proteine nur an die Chip-Oberfläche, aber nicht aneinander binden können, wird
das theoretische Modell parametrisiert. In diesem vereinfachten in-vitro-System
durchläuft die Effizienz der Komplexbildung drei Regime – ein bindedominiertes
Regime, ein Mischregime und ein produktionsdominiertes Regime. Ihr Maximum
erreicht die Effizienz dabei kurz nach dem Übergang vom bindedominierten ins
Mischregime und fällt anschließend monoton ab. Sowohl im nicht-vereinfachten
in-vitro- als auch im in-vivo-System koexistieren je zwei konkurrierende Assemb-
lierungspfade: Im in-vitro-System erfolgt die Komplexbildung entweder spontan in
wässriger Lösung (Lösungsassemblierung) oder aber in einer definierten Schrittfol-
ge an der Chip-Oberfläche (Oberflächenassemblierung); Im in-vivo-System kon-
kurrieren hingegen die co- und die post-translationale Komplexbildung. Es zeigt
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sich, dass die Dominanz der Assemblierungspfade im in-vitro-System zeitabhän-
gig ist und u.a. durch die Limitierung und Stärke der Bindestellen auf der Chip-
Oberfläche beeinflusst werden kann. Im in-vivo-System hat der räumliche Abstand
zwischen den Syntheseorten der beiden Proteinkomponenten nur dann einen Ein-
fluss auf die Komplexbildung, wenn die Untereinheiten schnell degradieren. In die-
sem Fall dominiert die co-translationale Assemblierung auch auf kurzen Zeitska-
len deutlich, wohingegen es bei stabilen Untereinheiten zu einem Wechsel von der
Dominanz der post- hin zu einer geringen Dominanz der co-translationalen As-
semblierung kommt. Mit den in-silico-Modellen lässt sich neben der Dynamik u.a.
auch die Lokalisierung der Komplexbildung und -bindung darstellen, was einen
Vergleich der theoretischen Vorhersagen mit experimentellen Daten und somit eine
Validierung der Modelle ermöglicht. Der hier präsentierte in-silico Ansatz ergänzt
die experimentellen Methoden, und erlaubt so, deren Ergebnisse zu interpretieren
und neue Erkenntnisse davon abzuleiten.
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Symbolverzeichnis

——————————— Allgemein ———————————

Symbol Einheit Bezeichnung
b µm Tiefe des Biochips in y-Richtung
const. Konstante
D µm2 s�1 Diffusionskonstante
Erf Fehlerfunktion

1F1(d; g; z) konfluente hypergeometrische Kummer Funkti-
on [1]

h µm Höhe des Biochips in z-Richtung
i Box-Index
iprod Box-Index des Erzeugungsortes der Moleküle
[i = iprod] Iverson-Klammer (engl. Iverson bracket), wenn

i = iprod ist 1 andernfalls 0
j Bin-Index
k Zeitschritt-Index
L µm Länge des Biochips in x-Richtung
Q Anzahl der Quellen
N maximale Anzahl an Boxen
�t s infinitesimal kleiner Zeitschritt
�x, l µm Länge einer einzelnen Box in x-Richtung
X verallgemeinerte Namensbezeichnung der je-

weiligen Population

Populationen X

A Population der frei diffundierenden Proteine A
AB Population des Proteinkomplexes AB
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Symbolverzeichnis

ABco Population des Proteinkomplexes nach Freilas-
sung von AnascB und dessen Faltung – co-
translational entstandener Proteinkomplex, der
frei in Lösung diffundiert

ABpost Population des frei in Lösung entstandenen Pro-
teinkomplexes aus frei diffundieren Proteinen A
und B

AnascB Population des Proteinkomplex aus naszieren-
der nascB Kette und Protein A – Bereich wo
bereits Komplexbildung stattfindet

b Population gebundener Proteine
B Population der frei diffundierenden Proteine B
F Population der Fallen (Proteine)
FA Population der an Fallen gebundenen A-

Proteine FA
F(AB) Population des an Fallen gebundenen AB-

Proteinkomplexes F(AB)
(FA)B Population der an Fallen (FA)B
nascA Population der naszierenden Kette des Prote-

ins A
nascB Population der naszierenden Kette des Prote-

ins B
u Population ungebundener Proteine

——————————— Konzentrationen ———————————

Symbol Einheit Bezeichnung
M mol dm�3

CX (t) µM Konzentration der Moleküle X
Ci,X µM Konzentration der Moleküle der X in Box i

Cmax
i,b µM Fallenkonzentration in Box i: maximal mögli-

che Konzentration an gebundenen Molekülen in
Box i

Cmax
b µM Maximale Fallenkonzentration über alle Boxen;

Cmax
b = max

�
Cmax

i,b

�

Cges(t) µM Gesamtkonzentration der Moleküle
CComp,possible(t) µM größt mögliche Konzentration gebildeten Kom-

plexen
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Symbol Einheit Bezeichnung
Csol(t) µM Die Konzentrationen der lösungsassemblierten

Komplexe
Csurf(t) µM Die Konzentrationen der oberflächenassemb-

lierten Komplexe
Cb,Comp(t) µM Konzentration der an der oberfläche gebundenen

Komplexe – Summe aus oberflächen- Csurf(t)
und lösungsassemblierten Csol(t) Komplexe

Cmax,mix
b,Comp µM maximale Konzentration der an der oberfläche

gebundenen Komplexe für den Fall der gemisch-
ten DNA-Bürsten

——————————— Effizienzen ———————————

Symbol Einheit Bezeichnung
fb(t) - Fallen-Effizienz der gebundenen Moleküle an

der Oberfläche; Kapitel 4
fb,Comp - Effizienz der an der Oberfläche gebundenen

Komplexe; Kapitel 5
fb,A+Comp(t) - Effizienz der Bindung der an der Oberfläche:

beinhaltet an der Oberfläche gebundene Mole-
küle A und gebundene Komplexe; Kapitel 5

———————————— Raten ———————————

Symbol Einheit Bezeichnung
↵A µM s�1 Produktionsrate der Proteine A; Kapitel 5
↵B µM s�1 Produktionsrate der Proteine B; Kapitel 5
↵nascA
ini µM s�1 Erzeugung der naszierenden Kette nascA; Ka-

pitel 6
↵nascB
ini µM s�1 Erzeugung der naszierenden Kette nascB; Ka-

pitel 6
↵prod µM s�1 Produktionsrate von Molekülen; Kapitel 4
�A
deg s�1 Degradationsrate der Population A ; Kapitel 6

�B
deg s�1 Degradationsrate der Population B ; Kapitel 6
eD s�1 Diffusionsrate eD = D

�x2

eDX s�1 Diffusionsrate der Population X
bin s�1 µM�1 Binderate mit der Moleküle an Fallen gebunden

werden; Kapitel 4
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Symbolverzeichnis

Symbol Einheit Bezeichnung
co s�1 µM�1 Binderate eines frei diffundierenden Proteins A

mit einer noch am Ribosom befindlichen naszie-
renden Kette nascB

F ,A s�1 µM�1 Binderate der in Lösung diffundierenden A an
Fallen

F ,AB s�1 µM�1 Binderate der in Lösung diffundierenden Kom-
plexe AB an die Fallen

l s�1 µM�1 Binderate der frei in Lösung diffundieren A
und B zu einem frei in Lösung diffundierenden
Komplex AB

o s�1 µM�1 Binderate der in Lösung diffundierenden B an
bereits an der Oberfläche gebundene Proteine A

post s�1 µM�1 Binderate der diffundieren Porteinuntereinhei-
ten in Lösung

!nascA
term s�1 Freilassungsrate der naszierenden Kette nascA

zu einem fertigen Protein A ; Kapitel 6
!nascB
term s�1 Freilassungsrate der naszierenden Kette nascB

zu einem fertigen Protein B ; Kapitel 6
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Kapitel 1

Einleitung

Proteine sind die Hauptbestandteile jedes lebenden Organismus und werden zur 
Steuerung und Umsetzung verschiedenster Prozesse in der Zelle benötigt [2]. Einige 
dieser Prozesse – wie z. B. Zellbewegung [3], [4], Zellteilung [5], [6], Zellzyklusre-
gulierung [7], Stofftransport [8], [9] oder Metabolismus [10, Kapitel 3, S. 128], [11] 
– sind essentiell für das Überleben der Zelle. Biomoleküle wie Peptide [12]–[20], 
Nukleinsäuren [21]–[26], Polysacchariden [14], [27], [28] inspirieren und werden 
genutzt für den Bau von künstlichen Nanogeräten, die interessante Eigenschaften 
wie Biokompatibilität, Reiz-Reaktionsfähigkeit [29] und Selbstmontage [30] besit-
zen, was zu vielseitigen Anwendungsmöglichkeiten im Biotechnologiebereich führt 
[31]. So können Proteine potentiell als Nanomaschinen, Nanosensoren oder als Ab-
gabesystem für Medikamente dienen.

Proteine sind aus Aminosäuren aufgebaut, wobei die Information für ihre Synthe-
se in den Genen eines jeden Organismus codiert sind [32]. Durch die Verknüpfung 
von Aminosäuren entstehen lineare Ketten, die nach ihrer Faltung zu funktiona-
len Proteinen werden. Um ihre Aufgaben in der Zelle oder in biotechnologischen 
Anwendungen übernehmen zu können, müssen sich oftmals einzelne Proteine zu 
Proteinkomplexen zusammenfinden. Diese einzelnen Proteine werden in der fol-
genden Arbeit als Proteinuntereinheiten bezeichnet, um zu verdeutlichen, dass es 
sich um einen Teil des Proteinkomplexes handelt. Die Komplexbildung ist ein be-
merkenswert effizienter Prozess [33], der im dicht gepackten (engl. crowded) Ze -
inner n stattfindet. Ein bekanntes Beispiel für die Proteinkomplexbildung ist der 
präzise und effiziente Aufbau des T4-Phagen (Abbildung 1.1). Dieses Bakterien-
virus besitzt einen Kopf und einen Schwanz, wobei allein der Schwanz aus 500 
Polypeptidketten besteht, die wiederum das Produkt 22 verschiedener Gene sind
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1. Einleitung

[34]. Trotz dieser Komplexität existieren schon 25 Minuten nach der Infektion ei-
nes Escherichia-coli-Bakteriums (E. coli) mit einem T4-Phagen bereits 300 neue
Kopien dieses Virus [35]. Die Gründe für die hohe Effizienz der Proteinkomplex-
bildung sind bisher nicht gut verstanden und Gegenstand aktueller Forschung [36]–
[38].

WIREs Nanomedicine and Nanobiotechnology Protein nanomachines assembly modes

(a)

(b)

FIGURE 1 | Segmental assembly of large multimeric complexes. (a) A schematic depiction of the assembly of 30S (top) and 50S (bottom) E. coli
ribosomal subunits. For both complexes, ribosomal proteins bind to an RNA core in a sequential manner, with some proteins binding directly to the
RNA, and more proteins joining the complex in two later steps. The two complexes then coalesce to one large structure, usually in the presence of
mRNA (not shown for clarity). (b) The assembly of T4 bacteriophage occurs in two major steps, (i) binding of the capsid (brown particle) to a tail
assembly and (ii) tail fibers are added to the capsid-tail particle. Each of the segments is preassembled in a sequential manner. Sequential tail
assembly is depicted (left) starting from assembly of wedges (turquoise) around a hub (brown) to form the baseplate, from which tail inner tube and
tail sheath (yellow) grow and are then capped (blue).

T4 bacteriophage and the ribosome are both an
inspiration and a paradigm for bioassembly processes,
yet these systems differ in one important respect. The
protein and nucleic acid components of T4 bacterio-
phage are foreign to the bacterial host cell. Assembly
takes place with minimal interaction with bacterial
components, thus competing interactions are not
anticipated to complicate the assembly process. The
ribosome, on the other hand, is the central machine
of the bacterial cell, responsible for the synthesis of
all bacterial proteins. In that respect it is interacting
nonspecifically with all cellular proteins, including

its own subunits. The ribosome is unique among
all cellular machines as being the one to synthesize
its own parts. Challenging both conceptually and
experimentally, ribosome assembly presents a higher
level of complexity in that building blocks’ synthesis
cannot be uncoupled from their assembly.

Breaking Down the Assembly Process to
Segments
In order for the entire T4 bacteriophage to assemble,
about 2000 properly folded polypeptide chains,

Volume 5, November/December 2013  2013 Wiley Per iodica ls, Inc. 615

Abbildung 1.1.: Schematische Darstellung des T4-Phagen [39]. Der T4-Phage besteht grob aus einem
Kopf (braun) und einem Schwanz. Der Schwanz wird eingeteilt in Schwanzstück (gelb),
Grundplatte (keilförmige cyanblaue, orange Bereiche) und Schwanzfasern (grau).

Die Assemblierung zu einem Multiproteinkomplex wird in Lehrbüchern oft so dar-
gestellt, dass sie erst nach der Proteinsynthese (post-translational) stattfindet [40].
Aufgrund der dicht gepackten Zellumgebung befinden sich die nach der Synthese
frei beweglichen Proteinuntereinheiten im ständigen Kontakt mit anderen Makro-
molekülen, wodurch ein Wettbewerb um Bindepartner entsteht, welcher die post-
translationale Komplexbildung ineffizient erscheinen lässt. Bereits 1960 wurden
biochemisch bei Enzymen in Prokaryoten erste Hinweise darauf gefunden, dass
die Assemblierung von Proteinen ebenfalls während der Proteinsynthese (co-trans-
lational) stattfinden kann [36], [41], [42]. Diese Beobachtungen bezogen sich im
speziellen auf Proteinkomplexe, die sich aus identischen Proteinuntereinheiten (Ho-
momere) zusammensetzten. Neuste Erkenntnisse zeigen die Möglichkeit co-trans-
lationaler Komplexbildung zwischen unterschiedlichen Proteinuntereinheiten (He-
teromere) [36], [43]–[47]. Obwohl es verschiedene Techniken gibt, die Interakti-
on von Proteinen zu untersuchen [48], ist die detaillierte Analyse der Komplexbil-
dung experimentell schwierig, insbesondere in Bezug auf Effizienz und Wirksam-
keit [36]. 2015 gelang es unseren Kooperationspartner Günter Kramer und seinen
Mitarbeiter*innen (Universität Heidelberg) erstmals mit Hilfe einer kombinierten
Methode aus Selective Ribosome Profiling (SeRP) und Immunopurifikation (IP)
die co-translationale Assemblierung des bakteriellen Luciferasekomplexes direkt
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zu beobachten [49]. Durch die Trennung der codierenden Operone gewannen Shieh 
u. a. [49] erste Erkenntnisse über die Effizienz der Komplexbildung in Abhängigkeit
vom Abstand der Syntheseorte. Sie konnten durch Fluoreszenzmessungen heraus-
finden, dass sich die Luciferaseaktivität mit der Erhöhung des Abstands um 40%
verringert. Experimentelle Untersuchungen mittels Förster-Resonanzenergietrans-
fer (FRET) zeigten, dass sich die gebildeten Komplexe in der Nähe der entspre-
chenden Proteinsyntheseorte aufhielten. Deshalb erscheint es naheliegend zu ver-
muten, dass die Komplexbildung co-translational erfolgt und dadurch effizienter ist.
Eine Bestimmung der Anzahl der co-translational assemblierten Komplexe in Ab-
hängigkeit vom Abstand der Syntheseorte konnte bislang noch nicht experimentell
erfolgen. Ein direkter Beweis, dass die co-translationale Komplexbildung bei dicht
beieinanderliegenden Syntheseorten für eine höhere Effizienz der Komplexbildung
verantwortlich ist, steht somit noch aus.

Um die Proteinkomplexbildung besser verstehen zu können, bietet es sich an, den 
Prozess möglichst weit zu vereinfachen und diesen außerhalb der Zelle in vitro (in 
vitro) zu untersuchen. Experimente mit zellfreien Proteinsynthesen in Eintopfre-
aktionslösungen [50]–[53] geben Aufschluss über die Assemblierungsreihenfolge 
und die Stöchiometrie der Proteinuntereinheiten [54]. Für stark exprimierte Proteine 
können zudem mögliche Assemblierungspfade aus der bekannten dreidimensiona-
len Struktur der Komplexe vorhergesagt werden [37], [55], [56]. Diese Methoden 
geben jedoch keinen Aufschluss darüber, welche Faktoren die Assemblierung effizi-
ent machen oder wo sich die meisten Komplexe in der Zelle bilden. Der Einsatz neu-
er experimenteller Methoden wie Hochgeschwindigkeits-Rasterkraftmikroskopie in 
Kombination mit maschinellem Lernen erlaubt ein tiefes Verständnis der Assemb-
lierung von Proteinen zu einem Proteinkomplex an der Oberfläche oder in Lösung 
[preprint 57, 58]. Dieses Verfahren erlaubt eine dynamische Betrachtung des Sys-
tems. Es ist allerdings sehr zeitaufwendig, da nur wenige Proteinkomplexe beob-
achtet werden können. Zeitgleich haben unsere Kooperationspartner Roy Bar-Ziv 
und seine Mitarbeiter*innen vom Weizmann-Institut in Rehovot (Israel) ein in-vitro-
Setup entwickelt, das sich durch eine lokalisierte Proteinsynthese und die anschlie-
ßende Beobachtung der Verteilung der assemblierten Proteinkomplexe von anderen 
Experimenten unterscheidet. Zudem können zeitgleich mehrere Experimente in ei-
nem einzigen Setup stattfinden. Die Messung der Verteilung der Proteinkomplexe 
erfolgt hierbei jedoch nur zu einem festen Zeitpunkt. Die Dynamik und die Pfa-
de der Assemblierung sind mit diesen Experimenten nicht beobachtbar. Hier setzt
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1. Einleitung

die vorliegende Arbeit an: Die Experimente unserer Kooperationspartner werden in
silico modelliert, um aufklären zu können, welche Assemblierungspfade die Prote-
inkomplexbildung in vivo und in vitro dominieren. Außerdem wird in dieser Arbeit
der Einfluss verschiedener physikalische Parameter auf die Komplexbildung unter-
sucht.

1.1. Biologie der Proteinsynthese

Die Informationen des Bauplans für die Bildung von Proteinen in der Zelle sind auf
Abschnitten (Genen) der Desoxyribonukleinsäure (DNA) gespeichert. Dabei dienen
die Gene als Vorlage funktioneller Genprodukte (gp), wie Proteinen und Ribonukle-
insäuren (RNA). Laut dem Zentralen Dogma der Biologie erfolgt die Neubildung
eines Proteins mittels der sequentiellen Übertragungsprozesse Transkription und
Translation: Bei der Transkription werden unter Verwendung der DNA als Matri-
ze RNA-Moleküle synthetisiert. Die zelluläre DNA besteht aus vier verschiedenen
Arten von Nukleotiden, deren sequentielle Abfolge die genetische Information co-
diert. Der erste Schritt der Transkription beginnt mit der Bindung des Enzyms RNA-
Polymerase (RNAP) an die als Promotor bezeichnete Region des entsprechenden
DNA-Abschnittes. Die RNA-Polymerase verbindet schrittweise einzelne Nukleo-
tide, die zum gelesenen DNA-Strang komplementär sind, wodurch die so entstan-
dene messenger RNA (mRNA) eine Kopie der Informationen des DNA-Stranges
darstellt.

Proteine sind Molekülketten, die aus 20 verschiedenen Arten von Aminosäuren auf-
gebaut sind. Die Übertragung der Nukleotidsequenz einer mRNA in eine Kette von
Aminosäuren wird als Translation bezeichnet. Hierbei codiert jedes Triplett von
Nukleotiden (Codon) genau eine Aminosäure. Das Auslesen der Codons erfolgt
durch Ribosomen – makromolekulare Komplexe aus ribosomale RNA (rRNA) und
ribosomalen Proteinen – und den Aminosäuretragenden transfer-RNAs (tRNA).
Das Ribosom liest die mRNA Codon für Codon und katalysiert die schrittwei-
se Bindung der entsprechenden Aminosäuren zu einer Polypeptidkette. Das An-
wachsen der Polypeptidkette führt zu deren Herauswinden aus einem spezifischen
Ausgangstunnels des Ribosomes (ribosomaler Exittunnel). Diese naszierende Kette
wächst weiter an, bis das Ribosom das sogenannte Stopcodon (auch Terminations-
codon) erreicht und das Freilassen der Polypeptidkette erfolgt. Bereits während der
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1.1. Biologie der Proteinsynthese

Translation kann sich die Polypeptidkette beginnen zu falten, bevor sie nach ihrer
Freilassung ihre definierte dreidimensionale Struktur annimmt, und als Protein ihre
Funktion in der Zelle erfüllt.

Abbildung 1.2.: Translation der mRNA durch ein Ribosom. Das Ribosom bewegt sich Codon für Co-
don (dreifarbig: rot, blau, gelb) entlang der mRNA (bunte Linie). Mit jedem Schritt wird
eine neue Aminosäure (cyanblau) an die naszierende Polypeptidkette (blaue Kugelket-
te) gebunden. Der Transport der neuen Aminosäuren an das Ribosom geschieht mittels
einer tRNA (orange), die ein zum Codon passendes Anticodon besitzt.

Proteinassemblierung

Das Funktionsspektrum von Proteinen kann erweitert werden durch den Zusam-
menschluss zweier oder mehrerer assoziierten Polypeptidketten, zu sogenannten
Proteinkomplexen [10, S. 115]. Durch diesen Zusammenschluss können supramo-
lekulare Strukturen wie z.B. Proteinfilamente oder Komponenten von Viren entste-
hen. Proteinkomplexe werden nicht durch ein einzelnes langes Gen codiert, sondern
durch mehrere kürzere Gene [59]. Speziell bei Prokaryoten wird eine Gruppe von
kurzen Genen, die molekulare Komplexe bilden oder auf einem biochemischen Weg
zusammenwirken, oft zu sogenannten Operonen zusammengefasst [60]. Die daraus
durch Transkription entstandene mRNA wird als polycistronische mRNA bezeich-
net, wohingegen mRNA, die ein einzelnes Protein codiert als monocistronische mR-
NA bezeichnet wird. Die Verwendung von kurzen Genen bringt viele Vorteile mit
sich:

5



1. Einleitung

• Die für die Proteinsynthese benötigte Zeit wird verkürzt im Vergleich zu lan-
gen Genen.

• Transkriptions- und Translationsfehler werden dadurch minimiert [10, S. 118],
[61].

• Die Aufteilung der Informationen auf mehrere Gene ermöglicht eine größere
Kombinationsvielfalt, was dazu führt, dass in der Zelle weniger Gene benötigt
werden um unterschiedliche Proteinkomplexe zu erzeugen [10, S. 115].

• Bei einer Fehlfaltung muss nicht der gesamte Proteinkomplex neu syntheti-
siert werden, sondern lediglich die fehlgefaltete Proteinuntereinheit.

1.2. Reaktionsdiffusionssysteme

Reaktionsdiffusionssysteme beschreiben die lokale Reaktion von Stoffen und deren
Verteilungen im Raum mittels Diffusion. Diese Systeme lassen sich auf verschie-
denste Phänomene in der Biologie anwenden. Reaktions-Diffusions-Gleichungssys-
teme bestehen aus einem reaktiven und einem diffusiven Anteil. Im Folgenden wer-
den beide Anteile getrennt voneinander betrachtet. Die Zusammenführung zu einem
Reaktionsdiffusionssystem erfolgt durch die Addition der diffusiven und reaktiven
Terme (Gleichungen (2.2) bis (2.4)). Die Erweiterung und Anwendung eines Reak-
tionsdiffusionssystems erfolgt in den Abschnitten 4.2, 4.3, 5.1 und 6.1.

1.2.1. Diffusion

Diffusion ist ein physikalischer Prozess, der zur vollständigen Vermischung von
zwei oder mehreren Stoffen führt [62]. Der Ursprung dieses Prozesses kann be-
schrieben werden durch die Brownsche Molekularbewegung. In dieser mikrosko-
pischen Betrachtungsweise des Systems werden in einer Flüssigkeit suspendierte
Teilchen beschrieben, die eine Zufallsbewegung vollführen. Diese Zufallsbewegung
entsteht durch Kollisionen der Flüssigkeitsmoleküle mit den suspendierten Teilchen
[63], [64]. Die suspendierten Partikel können z.B. Atome, Ladungsträger oder Mo-
leküle sein. Bei einer räumlich inhomogenen Verteilung dieser Partikel entsteht ein
Konzentrationsgradient. Durch diesen entsteht eine effektive Bewegung der Teil-
chen aus den Bereichen mit hoher Konzentration in Bereiche geringer Konzentra-
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1.2. Reaktionsdiffusionssysteme

tion. Dies wird in der makroskopischen Betrachtungsweise als Stofftransport inter-
pretiert. Der Stofftransport wird in dieser Arbeit durch die eindimensionale Diffu-
sionsgleichung ausgedrückt:

@C(x, t)

@t
= D

@2C(x, t)

@x2
, (1.1)

wobei die Konzentration C(x, t) der suspendierten Teilchen am Ort x zur Zeit t ist
und D die Diffusionskonstante der Teilchen bezeichnet. Für eine stark lokalisierte
Anfangskonzentration hat die Diffusionsgleichung folgende Lösung [32, S. 497]:

C(x, t) =
C0p
4⇡Dt

e�x2/(4Dt) , (1.2)

wobei C0 die Konzentration zum Zeitpunkt t = 0 in einer infinitesimal kleinen
Region um x = 0 darstellt. Gleichung (1.2) beschreibt, wie sich die lokalisierte An-
fangskonzentration mit der Zeit und in Abhängigkeit vom Ort entwickelt, nämlich
zeitabhängige Gaußverteilung.

1.2.2. Bimolekulare Elementarreaktion

Die grundlegendsten Reaktionen sind unimolekulare (A ! P ) und bimolekulare
Elementarreaktionen (A+B ! P ) [62]. Hierbei entsteht aus einem (unimolekular)
oder zwei (bimolekular) Reaktanten ein Produkt (P ) in einem einzelnen Reaktions-
schritt. Das Produkt kann über eine Rückreaktion in die Ausgangsstoffe zerfallen.
Das System ist im chemischen Gleichgewicht, wenn die Raten für Rückreaktion
und Produktbildung gleich sind.

Im Folgenden wird die zeitliche Änderung der Konzentrationen, der an einer bi-
molekularen Elementarreaktion mit Rückreaktion beteiligten Reaktanten und deren
Erzeugung untersucht, die dem folgenden Reaktionsschema entsprechen:

; ↵A�! A (1.3)

; ↵B�! B (1.4)

A+ B on��*)��
off

C (1.5)
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1. Einleitung

Hierbei werden die Reaktanten A und B mit einer konstanten Rate ↵A bzw. ↵B er-
zeugt. Sowohl die Binderatenkonstante on als auch die Konzentration von A und
B bestimmen die Schnelligkeit der Bildung des Produktes C. Die konstante Dis-
soziationsrate off und die Konzentration von C hingegen sind maßgebend für die
Geschwindigkeit der Rückreaktion zu den Ausgangsstoffen. Die Konzentrationen
sind nur von t abhängig und ihr Zeitentwicklung lässt sich mit folgenden Differen-
tialgleichungen erster Ordnung

@CA

@t
= �onCACB + offCC + ↵A , (1.6)

@CB

@t
= �onCACB + offCC + ↵B , (1.7)

@CC

@t
= onCACB � offCC , (1.8)

und den Anfangsbedingungen

CA (t = 0) = CA0 (1.9)

CB (t = 0) = CB0 (1.10)

CC (t = 0) = CC0 (1.11)

beschreiben. Mit Hilfe der Anfangsbedingungen lässt sich das Differentialgleichungs-
system (1.6) bis (1.8) zu einer Gleichung vereinfachen:

@CA

@t
= �onCA ( CB0 � CA0 + CA � ↵A · t+ ↵B · t)

+off(CA0 + CC0 � CA + ↵A · t) + ↵A .
(1.12)

Aus Gleichung (1.12) ergibt sich die zeitliche Abhängigkeit der Konzentration von
Reaktant A. Die Berechnung der Konzentrationen der Population B und C erfolgt
über folgende Gleichungen:

CB = CB0 � CA0 + CA � ↵At+ ↵Bt (1.13)

CC = CA0 + CC0 � CA + ↵At . (1.14)

Das Differentialgleichungssystem wurde analytisch mittels Mathematica R� gelöst.
Auf Grund der Komplexität der allgemeinen Lösung werden die Lösungen für zwei
Spezialfälle – mit und ohne Reaktantenerzeugung – betrachtet:
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1.2. Reaktionsdiffusionssysteme

1. Ein in der Literatur bekanntes Beispiel ist der Fall, wenn keine Reaktanten
erzeugt werden, d. h. ↵A = ↵B = 0, und von einer Anfangskonzentration der
Reaktanten ausgegangen wird [65]. Mit CB0 = 1

2CA0 , off ! 0 ergibt sich
folgende Lösung für CA (t):

CA(t) =
CA0e

CA0
on

2 t

�1 + 2e
CA0

on
2 t

, (1.15)

die für CA0 = 5 µM, CC0 = 0 µM in Abbildung 1.3 b dargestellt ist. Zu Beginn
(von 0 bis 440 s) ist eine transiente Phase zu beobachten. Für lange Zeiten
entsteht ein stationärer Zustand.

2. Unter Einbezug der Reaktantenerzeugung ohne Anfangskonzentration der Re-
aktanten CA0 = CB0 = CC0 = 0, off ! 0 ergibt sich für das System folgende
Lösung CA (t)

CA(t) = ↵At ·
1F1(1 +

↵A
2↵A�2↵B

; 32 ;
1
2(↵A � ↵B)ont2)

1F1(
↵A

2↵A�2↵B
; 12 ;

1
2(↵A � ↵B)ont2)

(1.16)

Die Funktion 1F1(d; g; z) ist die konfluente hypergeometrische Kummer Funk-
tion [1]. Dieser Fall ist für die Werte ↵A = 1 · 10�1 µM s�1,↵B = 1

2↵A,on =

1 · 10�3 s�1 µM�1 in Abbildung 1.3 a dargestellt. Im Bereich kurzer Zeiten
(0 bis 200) s befindet sich dieses System in einer Transientenphase für länge-
re Zeiten geht es in einen quasistationären Zustand über. Die Lösung solcher
Systeme ist bereits für dieses vereinfachte System komplex.
Dieser Fall ist für das Thema dieser Arbeit interessant, weil wir uns mit der
Erzeugung von Proteinen (Reaktanten) und dessen Bildung zu einem Kom-
plex (Produkt) beschäftigen werden.

Die numerische Lösung eines solchen vereinfachten Systems wird unter Einbezug
der Diffusion in Kapitel 2, Gleichungen (2.2) bis (2.4) betrachtet.
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1. Einleitung
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Abbildung 1.3.: Reaktion der Reaktanten A und B zu Produkt C. (a) Konstante Produktion von Reak-
tanten A und B, wobei ↵A = 0.1 µM s�1, ↵B = 1

2↵A und die Anfangskonzentrationen
CA0 = CB0 = CC0 = 0 µM , (b) keine Produktion der Reaktanten (↵B = ↵A = 0 µM s�1)
mit Anfangskonzentrationen CA0 = 5 µM und CB0 = 1/2 ·CA0 . Weitere Parameter siehe
Anhang Tabelle A.5.
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Kapitel 2

Numerische Methoden

Zur Lösung von Differentialgleichungen existiert eine Vielzahl numerischer Verfah-
ren. Hierbei unterscheidet man zwischen expliziten und impliziten Zeitschrittver-
fahren sowie Ein- bzw. Mehrschrittverfahren [66]. Zu den bekanntesten Einschritt-
verfahren zählen die Euler-, Heun- und Runge-Kutta-Verfahren, und zu den Mehr-
schrittverfahren die Adams- und BDF-Verfahren (Rückwärts-Differentiationsfor-
meln, engl. backward differentiation formulas) [67]. Im Folgenden stelle ich zwei
verschiedene Einschrittverfahren vor, das explizite Eulervorwärtsverfahren und die
für diese Arbeit entwickelte Methode (Reaktion-verlangsamt-Diffusion (RvD)).

Zunächst werden beide Verfahren erläutert und anschließend miteinander vergli-
chen. Für den Vergleich dient das Beispielsystem, welches in Abschnitt 1.2.2 bereits
analytisch mit Mathematica R� gelöst wurde, hier durch eine Diffusion der Moleküle
erweitert wird und somit einen Reaktionsdiffusionsprozess beschreibt.

In einem bimolekularen Reaktionsdiffusionssystem reagieren die Moleküle A und
B durch Bindung zu Komplexen C. Im Gegensatz zu dem Reaktionssystem in Ab-
schnitt 1.2.2 sind hier die Moleküle A und B nicht mehr homogen im Ort verteilt.
Die Ungleichverteilung entsteht durch eine lokalisierte Erzeugung der Moleküle A
und B mit einer konstanten Rate ↵prodA und ↵prodB. Die erzeugten Moleküle A, B
und C diffundieren frei in der Lösung mit den Diffusionskonstante DA, DB und DC .
Sobald sich die Konzentrationen von A und B räumlich überlappen, entstehen Kom-
plexe C mit der Binderatenkonstante bin. Die Assoziation der Reaktanten soll als
sehr stark angenommen werden im Vergleich zur Dissoziation, sodass die Dissozia-
tion hier vernachlässigt wird. Die Bindung ist somit irreversibel.

A+ B bin��! C (2.1)
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2. Numerische Methoden

Dieses System lässt sich in einer Dimension x mit kontinuierlicher Zeit t als durch
das Differentialgleichungssystem

@a(x, t)

@t
= DA

@2a(x, t)

@x2
� bina(x, t)b(x, t) + ↵A(x) (2.2)

@b(x, t)

@t
= DB

@2b(x, t)

@x2
� bina(x, t)b(x, t) + ↵B(x) (2.3)

@c(x, t)

@t
= DC

@2c(x, t)

@x2
+ bina(x, t)b(x, t) (2.4)

beschreiben, wobei die Konzentrationen a(x, t), b(x, t), c(x, t) von A, B, C jetzt
von der Zeit und vom Ort abängen.

2.1. Explizites Eulervorwärtsverfahren

Das Differentialgleichungssystem (2.2) bis (2.4) soll für gegebene Anfangsbedin-
gungen mit Hilfe des expliziten Eulervorwärtsverfahrens gelöst werden. Dafür wer-
den Ort und Zeit in Bins j = 1, 2, . . . N respektive Zeitschritte k = 1, 2, . . . ,M

diskretisiert. Ein Zeitschritt entspricht einer zeitlichen Änderung von �t. Der Ort
wird in Ortsinkremente �x eingeteilt. Bei einem fest vorgegebenen Ortsinkrement,
muss der Zeitschritt �t klein genug gewählt werden, damit das Verfahren nume-
risch stabil bleibt. Die Approximation aller Ableitungen erfolgt durch die Finite-
Differenzen-Methode (FDM) und wird mittels Taylorentwicklung bis zu Termen 1.
Ordnung für die Zeit und zu Termen 3. Ordnung für den Ort hergeleitet [68], [66,
S. 101-106].

Der Übergang vom kontinuierlichen System (2.2) bis (2.4) zu einem orts- und
zeitdiskreten System erlaubt eine effektive numerische Lösung dieses Beispielpro-
blems. Die Konzentration der Population X in Bin j zum Zeitpunkt k ist xk

j . Die
Erzeugung solcher Moleküle X findet lokal begrenzt nur in den Quellen in den
Bins j = jprodX

1 statt. Nur hier kommt es zu einer Produktion der Moleküle mit
einer Rate ↵prodX . Der Bereich der Quellen lässt sich symbolisch durch die Iverson-
Klammer (engl. Iverson bracket) [j = jprodX ] kennzeichnen. Befindet sich in Bin j

1jprodX = {Bins mit Erzeugung von Molekülen}

12



2.1. Explizites Eulervorwärtsverfahren

1 j-1 j j+1 N

1 j-1 j j+1 N

k

k+1

�t

Abbildung 2.1.: Schematische Darstellung der Diskretisierung im Ort und in der Zeit. Änderung der
Konzentration einer Population vom Zeitschritt k zum Zeitschritt k+1 unter der Annahme
einer Ungleichverteilung der Moleküle nach k Zeitschritten. Die Graustufen beschreiben
die Konzentration in den entsprechenden Bereichen, je dunkler das Grau desto höher ist
die Konzentration der Moleküle. Eine Diffusion ist nur in benachbarte Bins möglich (ge-
schwungene Pfeile). Zwischen den Zeitschritten vergeht eine kleine Zeitdifferenz �t. Die
Berechnung der neuen Konzentrationen zum Zeitpunkt k + 1 erfolgt durch ein explizi-
tes Verfahren und somit über die bekannte Konzentration zum Zeitpunkt k (Richtung des
geraden Pfeils).

eine Quelle für die Erzeugung neuer Proteine ergibt sich für [j = jprodX ] = 1 und
andernfalls 0. Somit ergibt sich für die Zeitentwicklung der Konzentration a:

ak+1
j � akj
�t

= DA
akj�1 � 2akj + akj+1

(�x)2
� bina

k
j b

k
j + ↵prodA[j = jprodA ] (2.5)

) ak+1
j = �tDA

akj�1 � 2akj + akj+1

(�x)2
��tbina

k
j b

k
j

+�t↵prodA[j = jprodA ] + akj . (2.6)

Durch Zusammenfassen der konstanten Terme zu

s =
DA�t

(�x)2
,

z = bin�t ,

p = ↵prodA�t ,

p
⇥
j = jprodA

⇤
= pj=jprodA

(2.7)

vereinfacht sich der Zusammenhang für alle Bins j = 2, . . . N � 1 zu:

ak+1
j =

�
1� 2s� zbkj

�
akj + sakj�1 + sakj+1 + pj=jprodA

. (2.8)
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2. Numerische Methoden

Die Konzentration der Moleküle A nach k + 1 Zeitschritten in jedem Bin kann in
ihrer Gesamtheit durch eine Matrix ausgedrückt werden:

0

BBBBBBB@

ak+1
1
...

ak+1
j
...

ak+1
N

1

CCCCCCCA

= ⇤A

0

BBBBBBB@

ak1
...
akj
...
akN

1

CCCCCCCA

+

0

BBBBBBB@

p1=jprodA...
pj=jprodA...
pN=jprodA

1

CCCCCCCA

, wobei (2.9)

⇤A =

1� s� z · bk1 s 0
s

s 1� 2s� z · bkj s

0 s

s 1� s� z · bkN

3

77777777775

2

66666666664

. (2.10)

Analog lassen sich die Konzentrationen der Moleküle B und C bestimmen (im An-
hang B.1). Hierbei ist zu beachten, dass sich die Werte von s und p je nach Diffusi-
onskonstante D und Produktionsrate ↵prod unterscheiden können.

2.2. Reaktion-verlangsamt-Diffusion-Methode

Die Reaktion-verlangsamt-Diffusion-Methode (RvD) löst, wie das Euler-Verfahren,
ein Reaktionsdiffusionssystems mit bekannten Anfangsbedingungen numerisch mit
Hilfe einer Diskretisierung in Ort und Zeit. Der Ort wird in Bins2 von j = 1, 2, . . . , N

und die Zeit in Zeitschritte von k = 1, 2, . . . ,M eingeteilt. Die Konzentrationen der
A und B Moleküle zum Zeitpunkt k und in Bin j werden mit akj und bkj bezeich-
net. Für Moleküle der Population A in Bin j gibt es drei mögliche Prozesse: (1)
Diffusion in die Nachbarbins j � 1 und j + 1, (2) Bindung mit den B-Molekülen
in Bin j und (3) in Bin j zu verweilen, ohne dass eine Reaktion passiert. Innerhalb
des Zeitschritts von k nach k+1 werden die in j vorhandenen A -Moleküle anteilig
diese drei Möglichkeiten ausführen, mit Anteilen fk

j,A.

2Ab Abschnitt 4.2 wird der Begriff Bins durch Boxen ersetzt.
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2.2. Reaktion-verlangsamt-Diffusion-Methode

1 j-1 j j+1 Na)

1 j-1 j j+1 Nb)

1 j-1 j j+1 Nc)

Abbildung 2.2.: Schematische Darstellung der möglichen Änderung der Konzentration der Popu-
lation A in Bin j. (a) Eine Diffusion ist nur aus Bin j in benachbarte Bins möglich (b)
Verweilen in Bin j, ohne dass eine Aktion passiert. (c) Anteiliger Verlust fk

j,reacA durch
Reaktion mit B-Molekülen.

(1) Die Diffusion nach j � 1 oder j + 1 erzeugt einen Verlustanteil von fk
j,diffA

(Abbildung 2.2 a).

(2) Sobald sich in Bin j auch B-Moleküle befinden, können diese mit A-Mo-
lekülen reagieren. Der Anteil, der dadurch von akj entfällt, wird mit fk

j,reacA

beschrieben.

(3) Der Anteil der im Bin j verbleibenden A-Moleküle ergibt sich somit zu 1 �
2fk

j,diffA � fk
j,reacA.

Auf Grund der Massenerhaltung gilt (1 � 2fk
j,diffA � fk

j,reacA) � 0. Um zudem ab-
zubilden, dass Moleküle, die sich bereits in Bin j befunden haben, während eines
Zeitschritts weiter in j verweilen ohne eine Aktion auszuführen, wird ein dimensi-
onsloser Faktor wstay eingeführt, und der Anteil verweilender A-Moleküle definiert
als fk

j,stayA = wstayfk
j,diffA. Aufgrund der Massenerhaltung gilt somit:

1� 2fk
j,diffA � fk

j,reacA = wstayf
k
j,diffA (2.11)

, fk
j,diffA =

1� fk
j,reacA

wstay + 2
(2.12)

für den Diffusionsanteil fk
j,diffA in Bin j zum Zeitpunkt k. Der Unterschied zum Eu-

lerverfahren (Abschnitt 2.1) besteht hier in der Abhängigkeit des diffusiven Anteils
vom Anteil der miteinander reagierenden Moleküle. Neben den Verlusten für akj
müssen auch die Gewinne durch Diffusion aus den Nachbarbins j � 1 und j + 1

einbezogen werden. Diese werden durch die anteilige Diffusion von den Molekülen
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2. Numerische Methoden

1 j-1 j j+1 Nk

Abbildung 2.3.: Schematische Darstellung des Gewinns für die Population A in Bin j. Diffusion aus
den Nachbarbins j � 1 und j + 1 mit Diffusionsanteilen fk

j�1,diffA (Pfeil nach rechts) und
fk
j+1,diffA (Pfeil nach links).

aus Bin j � 1 mit fk
j�1,diffAa

k
j�1 und aus Bin j + 1 mit fk

j+1,diffAa
k
j+1 beschrieben.

Daraus ergibt sich folgende Konzentration der Moleküle A zum Zeitpunkt k + 1:

ak+1
j =

�
1� 2fk

j,diffA � fk
j,reacA

�
| {z }

wstayfk
j,diffA

akj + fk
j�1,diffAa

k
j�1 + fk

j+1,diffAa
k
j+1 , (2.13)

wobei fk
j,reacA = binb

k
j ·�t (2.14)

durch die Binderatenkonstante bin und die Konzentration bkj der in Bin j vorhan-
denen B-Moleküle definiert ist.

Für den ersten (j = 1) und den letzten Bin (j = N ) müssen die Gleichungen an-
gepasst werden, da es nur je einen benachbarten Bin gibt, in den Moleküle diffun-
dieren können. Der Anteil, der am Ort j = 1, N verbleibt, wird durch fk

1/N,stayA =

1 � fk
1/N,diffA � fk

1/N,reacA beschrieben. Dieser soll einem dimensionslosen Faktor
wR

stay mal dem diffusiven Anteil fk
1/N,diffA entsprechen. Mit wR

stay := wstay + 1 ersetzt
ergeben sich folgende Anteile für die Ränder.

�
1� fk

1/N,diffA � fk
1/N,reacA

�
= wR

stayf
k
1/N,diffA (2.15)

, fk
1/N,diffA =

1� fk
1/N,reacA

wR
stay + 1

(2.16)

=
1� fk

1/N,reacA

wstay + 2
. (2.17)

Bei fehlender Reaktion ist der Diffusionsanteil fk
j,diffA aus jedem Bin j = 1, . . . , N

in die Nachbarbins somit gleich. Unabhängig von der Diffusion und Reaktion er-
folgt der Zuwachs der Moleküle A in den Quellbereichen3 mit den Bins j = jprodA ,
was wie in Abschnitt 2.1 durch die Iverson-Klammer [j = jprodA ] und durch den

3jprodA = {Bins mit Erzeugung von Molekülen A}
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2.2. Reaktion-verlangsamt-Diffusion-Methode

Ratenparameter pj=jprodA
ausgedrückt wird. Insgesamt ergibt sich folgendes Glei-

chungssystem
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TA =

(wstay + 1)fk
1,diffA fk

2,diffA 0
fk
1,diffA

fk
j�1,diffA wstayf

k
j,diffA fk

j+1,diffA

0 fk
N,diffA

fk
N�1,diffA (wstay + 1)fk

N,diffA

3

77777777777775

2

66666666666664

.

Aufgrund der Massenerhaltung nimmt die Summe über jede Spalte der Matrix den
Wert 1 an. Analog lassen sich die Konzentrationen für B und C berechnen (im
Anhang B.2). Eine Umrechnung der Simulationszeit in Realzeit kann wie in Glei-
chung (2.7) erfolgen. Die Matrizen aus dem Eulerverfahren (Glg. 2.9) und aus der
RvD-Methode (Glg. 2.18) sind sehr ähnlich und unterscheiden sich hauptsächlich in
der Limitierung der Diffusion: Unter Vernachlässigung der Reaktion wird der An-
teil der Diffusion fk

j,diffA durch die effektive Diffusionskonstante DA der Moleküle
A mit fk

j,diffA = DA�t
(�x)2 beschrieben. Dieser Anteil kann bei einer ausschließlichen

Diffusion in die Nachbarbins (wstay = 0) in Gleichung (2.12) einen maximalen Wert
von 1/2 annehmen. Somit ist die effektive Diffusionskonstante nach oben begrenzt
durch

Dmax
A =

�x2

�t · 2 . (2.19)

Die effektive Diffusionskonstante kann also lediglich durch die Verringerung des
Zeitschrittes oder die Verbreiterung der Ortsdiskretisierung �x erhöht werden. Die
in Gleichungen (2.12) und (2.17) ausgedrückte Massenerhaltung bedingt eine effek-
tive Diffusion, die durch den Reaktionsanteil begrenzt ist: Ein höherer Reaktionsan-
teil führt zu einer reduzierten Diffusion. Die effektive Diffusionskonstante im Sys-
tem ohne Reaktion (fk

j,reacA = 0) entspricht derjenigen im Eulerverfahren, wenn für
die dimensionslose Größe wstay der Wert (�x2

�t
1

DA
�2) gewählt wird. Der Zeitschritt

17



2. Numerische Methoden

�t muss dementsprechend hinreichend klein gewählt werden, damit wstay � 0 und
somit die Massenerhaltung erfüllt werden kann.

2.3. Die RvD-Methode im Vergleich zum expliziten
Eulerverfahren

Das explizite Eulerverfahren ist eines der einfachsten Verfahren zur numerischen
Lösung von Differentialgleichungen und dient hier auf Grund seiner Ähnlichkeit
als Vergleich zur RvD-Methode. Hierbei wird für beide Verfahren die gleiche Dis-
kretisierung in der Zeit �t = 10�2 s und im Ort �x = 10 µm verwendet. Als
Referenz für die Genauigkeit der Verfahren wird das explizite Eulerverfahren, mit
einem sehr viel kleineren Zeitschritt von �t = 10�6 s herangezogen. Analysiert
wird das in Gleichungen 2.2 bis 2.4 definierte Beispielsystem nach t = 10 s zeigt
die Verteilungen der Konzentrationen der Moleküle A, B und C entlang des Ortes.
Die Lösung mit dem expliziten Eulerverfahren für �t = 10�2 s führt für die gewähl-
ten Parameter zu unphysikalische Werten, da der Term

�
1� 2s� zbkj

�
stellenweise

negativ werden kann4. Hingegen stimmt die durch die RvD-Methode berechnete
Lösung gut mit der Referenzkurve überein. Der Grund hierfür liegt an der im vor-
herigen Abschnitt erläuterten impliziten Regulierung der effektiven Diffusionskon-
stante (Gleichung (2.19)). Diese Regulierung hat zur Folge, dass die RvD-Methode
größere Zeitschritte �t erlaubt als das explizite Eulerverfahren.

4Stabilität des expliziten Eulerverfahrens bei der Lösung der Diffusionsgleichung - Dmax
A = �x2

�t·4 [69, Kapi-
tel 4.1, S. 273]
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Abbildung 2.4.: Die RvD-Methode liefert für große Zeitschritte �t eine präzisere Lösung als das
explizite Euler-Verfahren. Verteilungen der A-, B- und C-Moleküle nach t = 10 s. An-
fangskonzentration a(x, 0) = b(x, 0) = c(x, 0) = 0, Diffusionskonstanten DA = DB =
5000 µm2 s�1, DC = 0 µm2 s�1; �x = 10µm; Produktion der A-Moleküle in Bin 3 und
4 mit der Produktionsrate ↵A = 10 µM s�1 und Produktion der B-Moleküle in Bin 5 und 6
mit ↵B = 10 µM s�1. Referenzverteilungen wurden mit dem expliziten Eulerverfahren mit
Zeitschritten von �t = 10�6 s berechnet und sind als graue Linien dargestellt. Weitere
Parameter siehe Anhang Tabelle A.6.
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Kapitel 3

Experimentelle Methoden

Alle in dieser Arbeit verwendeten in-vitro Daten sind von unseren Kooperations-
partnern1 der Arbeitsgruppe von Roy Bar-Ziv erhoben worden [54].

Die Arbeitsgruppe von Roy Bar-Ziv vom Weizmann Institut in Israel hat eine Me-
thode entwickelt, die es ermöglicht die Bildung von Proteinkomplexen in-vitro zu
untersuchen [70]. Trotz dessen vereinfachten experimentellen Aufbaus sind die ex-
perimentellen Daten ohne ein theoretisches Modell schwer zu interpretieren. In die-
ser Arbeit wird ein theoretisches Modell entwickelt, was die Experimente unserer
Kooperationspartner nachbildet. Für das Aufstellen eines geeigneten Modells, muss
nicht nur das Experiment verstanden werden, sondern auch dessen Einschränkun-
gen. Daher wird in diesem Abschnitt das Experiment und das Messverfahren grob
beschrieben.

Die Besonderheit des Experiments ist, dass Proteine, ähnlich wie in der Zelle, loka-
lisiert erzeugt werden. Durch das Einbringen zweier DNA-Typen, die jeweils einen
anderen Proteintyp codieren, und aller für die Proteinsynthese notwendigen mole-
kularen Maschinen, erfolgt die Proteinkomplexbildung autonom in einer zellfreien,
künstlichen Umgebung. Im Gegensatz zur Synthese in der Zelle hat das den Vorteil,
dass nur die wichtigsten Komponenten für die Erzeugung der Proteine ins System
eingebracht werden. Dadurch bleibt die Anzahl der zu berücksichtigenden Reak-
tionen überschaubar. Zudem lässt sich das System besser steuern, da keine Hinter-
grundreaktionen stattfinden. Ein weiterer Vorteil ist, dass die Experimente auf ei-
nem Siliziumwafer (Si-Wafer) in einem Multi-Well-Array (Lochgitter) stattfinden
[54]. Dadurch lässt sich eine Vielzahl von Experimenten zeitgleich durchführen.

1Die in diesem Kapitel beschriebenen Experimente sind durch die Gruppe von Roy Bar-Ziv, im speziellen von
Ohad Vonshak, geplant und durchgeführt worden.
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3. Experimentelle Methoden

3.1. Chip-Design

Von unseren Kooperationspartnern wurde ein Biochip entworfen, in dem sich so-
wohl die Proteinsynthese als auch die Proteinerfassung sowie deren Komplexbil-
dung realisieren lässt [70]. Hierfür wurde ein Si-Wafer verwendet, auf dem ein
200 nm dickes Siliziumnitrid-Netz aufgespannt wurde. Das Netz wird mit einer
lichtempfindlichen Monoschicht auf der Basis von Polyethylenglycol (PEG) be-
schichtet, um eine unspezifische Adsorption von Biomolekülen zu verhindern. Durch
UV-Lithografie, d.h. lokale Belichtung der Monoschicht, mit einer Wellenlänge von
365 nm, kommt es zur Musterbildung. Die Belichtung mit UV-Licht bewirkt ein
Aufbrechen der kovalenten Bindung und somit eine Aktivierung der belichteten Be-
reiche. In den aktivierten Bereichen kann Biotin binden [71]. Aus der Biologie ist
bekannt, dass Streptavidin eine sehr starke Bindung mit Biotin eingeht. Durch die
Verbindung von Biomolekülen, z. B. Antikörper mit Streptavidin lassen sich diese
gezielt an dem Oberflächenmuster immobilisieren.

Die in diesem Versuchsaufbau immobilisierten Biomoleküle sind DNA-Moleküle
und Antikörper. Die synthetisch hergestellte DNA codiert alle Informationen, die
für die Herstellung eines Proteins nötig sind. Die DNA wird mittels Spotting loka-
lisiert auf den Chip aufgebracht [54]. Die mit der Oberfläche verbundenen DNA-
Moleküle werden als DNA-Bürsten (engl. brushes) bezeichnet. Danach werden die
Antikörper homogen auf dem Chip verteilt und binden in den Bereichen, wo noch
keine DNA gebunden hat. Mit Hilfe eines Zellextraktes vom Bakterium Escherichia
coli (E. coli) werden anschliessend alle wichtigen molekularen Maschinen einge-
bracht, die für die Genexpression notwendig sind (Polymerase, tRNA, EF-Tu, Ri-
bosomen, Aminosäuren).

Mit dem Einbringen des Zellextraktes beginnt die Proteinbiosynthese (Abschnitt 1.1).
Die so entstandenen Proteine können an die Oberfläche binden. In dem Experiment
werden zwei unterschiedliche Verfahren für die Bindung der Proteine an die Ober-
fläche verwendet. Das erste Verfahren nutzt die direkte Bindung der synthetisierten
Proteine an die an der Oberfläche gebundenen Antikörper mittels HA-Tag2. Das
zweite Verfahren kommt ohne HA-Tag an den zu synthetisierenden Proteinen aus.
Dies gelingt durch die Verwendung eines zweiten Proteintyps, der vor der Synthe-
se des eigentlich interessierenden Proteins an die Antikörper mittels eines HA-Tag

2HA-Tag ist ein Protein-Tag, der aus einem Teilbereich des Hämagglutinins besteht und die Aminosäure-
sequenz YPYDVPDYA hat [54], [72].
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Cell-free protein synthesis and assembly
on a biochip
Yael Heyman1, Amnon Buxboim1†, Sharon G. Wolf2, Shirley S. Daube1 and Roy H. Bar-Ziv1*

Biologically active complexes such as ribosomes and bacterio-
phages are formed through the self-assembly of proteins and
nucleic acids1,2. Recapitulating these biological self-assembly
processes in a cell-free environment offers a way to develop
synthetic biodevices3–6. To visualize and understand the assem-
bly process, a platform is required that enables simultaneous
synthesis, assembly and imaging at the nanoscale. Here, we
show that a silicon dioxide grid, used to support samples in
transmission electron microscopy, can be modified into a
biochip to combine in situ protein synthesis, assembly and
imaging. Light is used to pattern the biochip surface with
genes that encode specific proteins, and antibody traps that
bind and assemble the nascent proteins. Using transmission
electron microscopy imaging we show that protein nanotubes
synthesized on the biochip surface in the presence of antibody
traps efficiently assembled on these traps, but pre-assembled
nanotubes were not effectively captured. Moreover, synthesis
of green fluorescent protein from its immobilized gene
generated a gradient of captured proteins decreasing in
concentration away from the gene source. This biochip could
be used to create spatial patterns of proteins assembled
on surfaces.

In vitro protein synthesis can be carried out in cell extracts7–9 or
in a reaction mixture containing purified enzymes10; the RNA
polymerase enzyme transcribes DNA into messenger RNA
(mRNA), which is in turn translated into proteins by ribosomes.
Unlike a living cell, in vitro protein synthesis has no background
reactions, and this allows the design and construction of synthetic
protein complexes11. Transmission electron microscopy (TEM)
has proved to be effective in the investigation of protein
complexes1,12,13, but the methodology is laborious and potentially
disruptive because proteins need to be purified before being depos-
ited on TEM grids. To circumvent this difficulty, capturing pre-
assembled protein complexes from crude cell extracts on modified
TEM grids by direct affinity has recently been demonstrated14.
However, pre-assembled protein complexes differ in structure
from the kinetic intermediates that assemble as the concentration
of proteins gradually increases with time. Accordingly, combined
synthesis, capture and assembly may reveal a variety of
novel complexes.

Recently, we showed that it is possible to synthesize proteins on
a surface that has been patterned with DNA at the micrometre
scale15–17. Here, we extend this approach for direct TEM imaging
of protein synthesis, capture and assembly. We used a TEM grid
fabricated in silicon, composed of an 8-nm-thin SiO2 membrane
supported by a 200 nm silicon nitride mesh attached to a
200-mm-thick silicon disk (Fig. 1 and Methods)18. We coated the
grid with a photosensitive monolayer based on a polyethylene
glycol (PEG) molecule that prevents non-specific adsorption of
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Figure 1 | Schematic showing the TEM biochip. a, The TEM silicon-based
grid is composed of 70 × 70mm2 squares supporting an 8-nm-thin
SiO2 membrane. b, The grid is irradiated with 365 nm ultraviolet light
(purple arrows) through a mask, removing protected moieties from a
molecular coating on the SiO2 membrane (purple rectangle). c, Individual
protected (grey) and deprotected (purple) molecules are shown at the
photolithographic interface. d, Chemical structure of the molecular coating.
Ultraviolet (UV) irradiation cleaves the amide bond (arrow) and exposes
amines for subsequent conjugation with biomolecules. e, Long DNA
polymers encoding a protein of interest are attached to the surface at one
end and fluorescently labelled on the other end (red spheres). f, Antibodies
specific to the protein of interest (blue Y shapes) are immobilized next to
the DNA. Using cell extracts, DNA is transcribed into mRNA (red coil) by
T7 RNA polymerase (brown ellipsoid), and translated into nascent
polypeptide (green chain) by E. coli ribosome (dual orange ellipsoids).
The folded protein (green folded chain) diffuses and binds to the
antibody trap.
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Abbildung 3.1.: Schematische Darstellung eines Biochips [68]. Entnommen aus dem Paper von Hey-
man, Buxboim, Wolf u. a. Lange DNA-Stränge, die das zu untersuchende Protein codie-
ren, werden an der Oberfläche befestigt. Antikörper (blaue Y-Formen), die nur spezielle
Proteine binden können, sind neben der DNA immobilisiert. Die DNA wird durch eine
RNA-Polymerase (braunes Ellipsoid) in mRNA (rote Spirale) transkribiert und durch ein
E. coli Ribosom (doppelte orange Ellipsoide) in naszierende Polypeptide (grüne Kette)
übersetzt. Das gefaltete Protein (grüne gefaltete Kette) diffundiert und bindet an die Anti-
körperfalle. [39]

3.2. Messung der Verteilung der an der Oberfläche
gebundenen Proteine

Die Messung der Verteilung der an der Oberfläche gebundenen Moleküle erfolgt
mittels eines Fluoreszenzmikroskops. Je nach Proteintyp werden zwei unterschied-
liche Verfahren angewendet: Das erste Verfahren wird bei der Beobachtung der Pro-
teine des T4-Phagen (z.B. gp10, gp7, gp8) verwendet. Diese Proteine enthalten kein
fluoreszierendes Label. Erst durch eine Nachfärbung (engl. post-staining) mittels ei-
nes gelabelten Proteins kann eine Beobachtung der gebundenen Proteine erfolgen.
Im zweiten Verfahren wird an das zu untersuchende Protein ein fluoreszierendes La-
bel angebracht oder es werden Proteine mit starker Autofluoreszenz, wie z.B. das
grün fluoreszierende Protein (GFP), synthetisiert.
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Abbildung 3.1.: Schematische Darstellung eines Biochips entnommen aus Heyman u. a. [70]. Lan-
ge DNA-Stränge, die das zu untersuchende Protein codieren, werden an der Oberfläche
befestigt. Antikörper (blaue Y-Formen), die nur spezielle Proteine binden können, sind ne-
ben der DNA immobilisiert. Die DNA wird durch eine RNA-Polymerase (braunes Ellipsoid)
in mRNA (rote Spirale) transkribiert und durch ein E. coli Ribosom (doppelte orange El-
lipsoide) in naszierende Polypeptide (grüne Kette) übersetzt. Das gefaltete Protein (grüne
gefaltete Kette) diffundiert und bindet an die Antikörperfalle. [39]

3.2. Messung der Verteilung der an der Oberfläche
gebundenen Proteine

Die Messung der Verteilung der an der Oberfläche gebundenen Moleküle erfolgt
mittels eines Fluoreszenzmikroskops. Je nach Proteintyp werden zwei unterschied-
liche Verfahren angewendet: Das erste Verfahren wird bei der Beobachtung der Pro-
teine des T4-Phagen (z.B. gp10, gp7, gp8) verwendet. Diese Proteine enthalten kein
fluoreszierendes Label. Erst durch eine Nachfärbung (engl. post-staining) mittels ei-
nes gelabelten Proteins kann eine Beobachtung der gebundenen Proteine erfolgen.
Im zweiten Verfahren wird an das zu untersuchende Protein ein fluoreszierendes La-
bel angebracht oder es werden Proteine mit starker Autofluoreszenz, wie z.B. das
grün fluoreszierende Protein (GFP), synthetisiert.
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Abbildung 3.2.: Messung der gebundenen Moleküle. Schematische Darstellung des Designs eines Bio-
chips. Die an der Oberfläche befestigten Antikörper (altrosa Trichter) binden freie Mole-
küle (blaue Kugeln) an die Oberfläche. Die an die Oberfläche gebundenen Partikel (dun-
kelrote Kugeln mit blauem Rand) erzeugen ein Fluoreszenzsignal. Das mit Hilfe eines
Fluoreszenzmikroskops und einer Kamera aufgenommene Bild wird mittels Binning (c)
des Chips in x-Richtung in eine Verteilung von gebundenen Molekülen (d) entlang der
x-Richtung umgewandelt.
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3.2. Messung der Verteilung der an der Oberfläche gebundenen Proteine

Mit der ersten Untersuchungsmethode lässt sich die Ausbeute an gebundenen Mo-
lekülen nach einer bestimmten Zeit t ermitteln. Hier wird die Proteinexpression ge-
stoppt und der Chip anschließend gewaschen. Es bleiben somit nur noch die an der
Oberfläche gebundenen Moleküle übrig. Für eine starke Bindung an der Oberfläche
werden bereits per HA-Tag an Antikörper gebundene gp11 Proteine verwendet. Zur
Untersuchung der Komplexbildung dienen die Proteine gp10 und gp7. Die Assemb-
lierungsreihenfolge der Proteine des T4-Phagen ist gut bekannt und in der Literatur
beschrieben [73]. Hier kann gp10 oder der Proteinkomplex gp10-7 an gp11 binden.
Eine Bindung von gp7 an gp11 findet nicht statt. Die Komplexbildung von gp10-7
und gp11 lässt sich über die Bindung von gp10-7 an der Oberfläche untersuchen.
Mittels einer Nachfärbung der an der Oberfläche gebundenen Proteine wird die Aus-
beute der gebundenen Moleküle bestimmt. Hierfür werden Proteine gelabelt, die nur
mit bestimmten Proteinen an der Oberfläche reagieren [54]. Durch die Assemblie-
rung der gelabelten Proteinen (hier gp8, gp10) kann herausgefunden werden, wel-
che Proteine an der Oberfläche gebunden sind. Die gelabelten Proteine müssen in
einer bestimmten Reihenfolge aufgebracht werden (umgedrehte Assemblierungs-
reihenfolge) um sicherzustellen, dass gelabelte Proteine nicht an bereits gelabel-
te Proteinkomplexe binden. Durch das Aufbringen von gp8 wird herausgefunden,
welche Verteilung der gebundenen Komplexe gp10-7 an der Oberfläche zu finden
ist. Die noch freien Plätze an der Oberfläche (unbesetzte gp11) werden mit Hilfe
von gelabelten gp10 erkannt. Durch Invertieren dieser gp10-Verteilung ergibt sich
die Verteilung aller besetzten Stellen an der Oberfläche. Somit können mit einem
Experiment sowohl die Verteilungen gebundenen Komplexe als auch die besetzten
Stellen an an der Oberfläche ermittelt werden.

Bei der zweiten Untersuchungsmethode kann die Verteilung eines Proteintyps in
Abhängigkeit von der Zeit untersucht werden. Hierfür erhält das zu untersuchende
Protein einen HA-Tag für die Bindung an der Oberfläche und ein fluoreszieren-
des Label für die Beobachtung mittels Fluoreszenzmikroskopie. Im Fall von GFP
wird kein fluoreszierendes Label benötigt. Weil bei der Aufnahme der zeitlichen
Entwicklung kein Stoppen der Proteinsynthese erfolgt und kein Waschen, tragen
sowohl gebundene als auch ungebundene Proteine zum aufgenommenen Signal bei.

Zusammenfassend kann man sagen, dass beide experimentellen Verfahren Vor- und
Nachteile mit sich bringen. Während bei dem ersten Verfahren mittels Nachfär-
bung die gebundenen Komplexe beobachtet werden und die Gesamtheit aller an
der Oberfläche gebundenen Proteine, ist bei dem zweiten Verfahren des autofluo-
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reszierenden Proteins nur ein Proteintyp beobachtbar und somit keine Komplexbil-
dung. Die Untersuchung der Komplexbildung kann nur zu einem festen Zeitpunkt
erfolgen, wohingegen die Untersuchung eines Proteintyps dynamisch3 möglich ist.
Unser Modell soll die fehlende dynamische Beobachtung bei der Komplexbildung
ersetzen.

3Dynamik des Systems kann über die Summe aus gebundenen und ungebundenen Proteinen beobachtet wer-
den. Eine Trennung der Daten der gebundenen und ungebundenen Proteine im Experiment ist nicht möglich.
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Kapitel 4

Fallen-Effizienz in Systemen mit einer

Proteinuntereinheit

Das vorliegende Kapitel untersucht den Einfluss der Limitierung der Bindestellen
an der Oberfläche auf die zu bindenden Moleküle. Ausgehend vom einfachsten Fall,
dem Ein-Boxmodell, wird ein quasi-realistisches System mit N Boxen vorgestellt.
Hierbei werden die für die Systeme entsprechenden Parameter eingeführt, die von
der Produktionsrate und Bindeaffinität der Moleküle im Ein-Boxmodell, über die
heterogenen Erzeugungsorte der Reaktanten im Zwei-Boxenmodell bis hin zur Va-
riation der Fallendichte und inhomogener Fallenverteilungen reichen. Zuletzt er-
folgt eine Validierung des quasi-realistischen Systems mit in vitro Daten der Gruppe
von Prof. Dr. Roy Bar-Ziv (Weizmann-Institut, Israel).

4.1. Ein-Boxmodell – homogene Erzeugung der Reaktanten

l

h

Abbildung 4.1.: Schema eines Synthesechips mit Höhe h und einer Länge l [i.V. 74]. Der Chip ist
mit einer Lösung gefüllt, die Moleküle (orange Kugeln) enthält. Diese können an moleku-
lare Fallen (gelbe Kegel) binden, um Molekül-Fallen-Komplexe zu bilden. Die Fallen sind
der Unterseite des Chips befestigt, der Prozess der Komplexbildung findet daher an der
Oberfläche statt.
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Betrachtet wird ein System (Abbildung 4.1) mit der Länge l (x-Richtung) und der
Höhe h (z-Richtung). Die Box ist gefüllt mit einer Lösung von Molekülen mit einer
zeitabhängigen Konzentration Cges(t). Die Moleküle werden als Punktteilchen be-
trachtet und die Box wird durch die Projektion der y-z-Achse auf die x-Achse auf
ein ein-dimensionales System reduziert. Neue Moleküle werden mit einer konstan-
ten Rate ↵prod in der Box erzeugt. Der Boden ist homogen mit Fallen beschichtet,
die freie Moleküle mit einer Binderate bin an die Oberfläche irreversibel binden.
Die so limitierte Bindekapazität beeinflusst die Konzentration der gebundenen Mo-
leküle Cb(t). Die Konzentration der gebundenen Moleküle Cb(t) kann den maxima-
len Wert Cmax

b nicht überschreiten, welche der Konzentration der Fallen entspricht.
Unter der Annahme einer verdünnten und zu jedem Zeitpunkt gut durchmischten
Lösung (homogene Verteilung im Ort) lässt sich die Zeitabhängigkeit des Systems
als Differentialgleichungssystem

d

dt
Cu(t) = �bin Cu(t) (C

max
b � Cb(t)) + ↵prod , (4.1)

d

dt
Cb(t) = bin Cu(t) (C

max
b � Cb(t)) (4.2)

schreiben. Hiermit wird die Dynamik der Konzentrationen der ungebundenen Mo-
leküle Cu(t) und der gebundenen Moleküle beschrieben, unter Einbezug der Mas-
senerhaltung Cges(t) = Cb(t) + Cu(t) = ↵prodt + Cb(0) + Cu(0) und den An-
fangsbedingungen Cb(0), Cu(0). Durch das Einsetzen der Massenerhaltung in das
Differentialgleichungssystems lässt sich das System von zwei auf eine Gleichung
reduzieren. Diese kann analytisch gelöst werden und ergibt für die Konzentration
der gebundenen Moleküle Cb(t) in Einheiten von Cmax

b :

Cb(t)

Cmax
b

= 1� ⌘
e��2C⇣(t)

2

e��2C⇣(0)
2
+ Cmax

b ⌘�
p
⇡ (Erf [�C⇣ (t)]� Erf [�C⇣ (0)])

(4.3)

mit � =
r

bin

2↵prod
,

C⇣ (t) = �Cmax
b + Cb(0) + Cu(0) + ↵prodt und

⌘ =

✓
1� Cb(0)

Cmax
b

◆
.
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4.1. Ein-Boxmodell – homogene Erzeugung der Reaktanten

Im Folgenden betrachten wir nur die Lösung mit der Bedingung Cmax
b = 1 µM. Für

die Lösung von Cb(t) in Einheiten von Cmax
b ergibt sich:

Cb(t) = 1� ⌘1
e��2

1C⇣,1(t)
2

e��2
1C⇣,1(0)

2
+ ⌘1�1

p
⇡ (Erf [�1C⇣,1 (t)]� Erf [�1C⇣,1 (0)])

(4.4)

mit �1 =
r

bin

2↵prod
,

C⇣,1 (t) = �1 + Cb(0) + Cu(0) + ↵prodt und

⌘1 = 1� Cb(0) .

Die Fallen-Effizienz fb(t) des Systems beschreibt die zeitliche Entwicklung des An-
teils der gebundenen Cb(t) Moleküle zur Gesamtkonzentration Cges(t) der Molekü-
le

fb(t) ⌘ Cb(t)/Cges(t) . (4.5)

Je nach Parameterkombination kann eine bestimmte maximale Fallen-Effizienz er-
reicht werden. Die maximale Fallen-Effizienz wird durch die Systemparameter be-
stimmt und ist 1.

Der Übergang vom binde- zum produktionsdominierten Regime

Die Bindung an die Fallen ist besonders effizient, wenn die Fallen-Effizienz ma-
ximal ist, was die Frage aufwirft, wie eine möglichst hohe und stabile maxima-
le Fallen-Effizienzen erreicht werden kann. Im Folgenden wird daher der Einfluss
verschiedener Parameter auf die Fallen-Effizienz fb(t) untersucht.

Zum Zeitpunkt t = 0 finden sich keine Moleküle im System. Diese werden mit
konstanter Produktionsrate ↵prod erzeugt. Somit sind zu Beginn alle Bindestellen
an der Oberfläche frei. Mit der Zeit füllen sich diese mit Molekülen und sind nach
einer bestimmten Zeit alle Fallen besetzt, ist keine weitere Bindung mehr möglich.

Die zeitliche Entwicklung der Konzentration Cb(t) der gebundenen Moleküle am
Beispiel der Produktionsrate ↵prod und Bindeaffinität bin ist in Abbildung 4.2 a zu
sehen. Erwartungsgemäß nimmt die Konzentration der gebundenen Moleküle zu
und nähert sich einem Plateau, was der Sättigung der Fallen entspricht. Reguliert
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4. Fallen-Effizienz in Systemen mit einer Proteinuntereinheit

wird der Eintritt der Sättigung über die Produktionsrate ↵prod und die Bindeaffinität
bin. Umso höher die Produktionsrate und Bindeaffinität, desto schneller wächst die
Anzahl gebundener Moleküle und desto eher ist eine Sättigung erreicht.

Abbildung 4.2 b zeigt die zeitliche Entwicklung der Fallen-Effizienz fb(t). Nach
Beginn der Molekülproduktion steigt die Fallen-Effizienz an, erreicht zum Zeit-
punkt t⇤ ihr Maximum, fb(t⇤) = fmax

b , und fällt im Anschluss wieder auf Null.
Abbildung 4.2 a zeigt, dass zum Zeitpunkt t⇤ bereits ein großer Anteil an Fallen
gesättigt ist. Wie aus der analytischen Lösung des Systems Gleichung (4.3) und
dem Ausdruck für die Fallen-Effizienz Gleichung (4.5) folgt, nimmt für große t die
Fallen-Effizienz mit

lim
t!1

fb(t) =
Cmax

b

↵prod

1

t
(4.6)

ab. Dies veranschaulicht Abbildung 4.2 b, da sich bei festgehaltener Produktionsrate
↵prod gleiche Abfälle der Fallen-Effizienz nach Erreichen des Maximums ergeben.
Somit ist der Abfall nur noch von der Produktionsrate abhängig und dieser Zeitraum
wird als produktionsdominiert bezeichnet. Analog dazu gilt für den Bereich vor dem
Maximum, dass sich bei festgehaltener Binderate bin und variabler Produktionsrate
↵prod gleiche Anstiege der Fallen-Effizienz ergeben (Abbildung 4.2 c und d). Somit
lässt sich für jede beliebige Kombination aus bin und ↵prod ein bindedominiertes
und produktionsdominiertes Regime für fb(t) erkennen, wobei t⇤ dessen Übergang
markiert. Das Maximum und die jeweiligen Regime sind in Abbildung 4.2 b, am
Beispiel von bin = 0.1 s�1 µM�1 und ↵prod = 0.001 µM s�1 dargestellt.

Ist die Binderate bin groß, so ergibt sich bereits nach kurzer Zeit ein Maximum
der Fallen-Effizienz fmax

b (Abbildung 4.2 d). Dessen Höhe und zeitliche Lage ist
zusätzlich abhängig von der Produktionsrate ↵prod und bei ausreichend hohen Pro-
duktionsraten ↵prod entsteht ein Plateau. Dagegen verringert eine niedrige Binderate
bin die Höhe des Maximums und verzögert dessen Auftreten (Abbildung 4.2 c).

Der genaue Wert der maximalen Fallen-Effizienz fmax
b für Cmax

b = 1 µM und dessen
Zeitpunkt t⇤ hängt von der Bindeaffinität und der Produktionsrate ab und kann durch
das Lösen von d

dt fb(t)
��
t=t⇤

= 0 bestimmt werden. In Abbildung C.1 im Anhang ist
das Fallen-Effizienz-Maximum in Abhängigkeit von der Produktionsrate und Bin-
deaffinität dargestellt. Sowohl die farbige Codierung als auch die „z-Achse“ geben
die Werte für die Fallen-Effizienz fmax

b zur Zeit t⇤ an, wobei t⇤ von der Parameter-
wahl bestimmt wird und stets 0  fmax

b  1 gilt. Für gleiche Verhältnisse aus bin

und ↵prod ergeben sich gleiche maximale Fallen-Effizienzen. Somit befindet sich
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Abbildung 4.2.: Zeitabhängigkeit der Konzentration gebundener Moleküle Cb(t) und deren Fallen-
Effizienz fb(t). Die erste Spalte (a-b) zeigt die Konzentration gebundener Moleküle und
die Fallen-Effizienz gebundener Moleküle in Abhängigkeit von der Zeit für gleiche Para-
metersätze (Legende links). Einteilung der Fallen-Effizienz in Binderegime (I) und Pro-
duktionsregime (II). Die zweite Spalte (c-d) vergleicht die Fallen-Effizienz in Abhängig-
keit von der Zeit für gleiche Produktionsraten ↵prod (Legende rechts) und unterschiedli-
che Bindeaffinitäten: (c) schwache Bindung bin = 0.001 s�1 µM�1, (d) starke Bindung
bin = 0.1 s�1 µM�1.
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Abbildung 4.3.: Maximal erreichbare Fallen-Effizienz (a) Maximum der Fallen-Effizienz fmax
b sowie zeit-

gleich, d.h. zum Zeitpunkt t⇤, auftretende (b) Konzentration der gebundenen Moleküle
Cb(t

⇤) als Funktion des Verhältnisses aus Produktionsrate und Binderate ↵prod

bin
.

entlang jeder Geraden auf der Ebene, die ihren Ursprung in (bin = 0 s�1 µM�1 ,
↵prod = 0 µM s�1) hat, immer die gleiche maximale Fallen-Effizienz. Abbildung 4.3 a
verdeutlicht, bei welchem Verhältnis bin/↵prod welche maximale Fallen-Effizienz
erreicht wird. Zum Zeitpunkt t⇤ sind, je nach Parameterkombination, grob zwischen
50% und 70% aller Moleküle im System gebunden (Abbildung C.2). Somit ist zum
Zeitpunkt der maximalen Fallen-Effizienz noch nicht die maximale Konzentration
an gebundenen Molekülen erreicht. Abbildung 4.3 zeigt, dass ein höheres Maxi-
mum der Fallen-Effizienz mit einer niedrigeren Konzentration Cb(t⇤) zum Zeit-
punkt t⇤ einhergeht.
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4.2. Zwei-Boxenmodell – inhomogene Erzeugung der
Reaktanten

l

h

Abbildung 4.4.: Schema eines Zwei-Boxensystems mit Boxhöhe h, Boxlänge l [i.V. 74]. Die Moleküle
(orange Kugeln) können zwischen beiden Boxen frei diffundieren und an Fallen (gelbe
Kegel) binden. Neue Moleküle werden nur in der linken (blauen) Box produziert.

Im folgenden Abschnitt wird das bereits oben eingeführte Ein-Boxsystem um eine
zweite identische Box1 (Abbildung 4.4), die mit der ersten Box verbunden ist, er-
weitert. Hierbei sind die Boxen 1 und 2 mit einer Lösung gefüllt, die Moleküle mit
den Konzentrationen C1(t) bzw. C2(t) enthält. Der Boden jeder Box ist mit Fallen
beschichtet, an die Moleküle binden können. Diese können nur in der Box binden,
in der sie sich befinden. Die Moleküle diffundieren mit der Diffusionskonstanten
D frei zwischen den Boxen. Des Weiteren ist die Produktion nicht mehr homo-
gen: nur in Box 1 werden Moleküle mit der Rate ↵prod produziert. Die Dynamik
der Konzentration von ungebundenen Ci,u(t) und gebundenen Ci,b(t) Molekülen in
Box i = 1, 2 wird beschrieben durch:

dC1,u(t)

dt
= eD (C2,u(t)� C1,u(t))� binC1,u(t)

�
Cmax

1,b � C1,b(t)
�
+ ↵prod ,

(4.7)
dC1,b(t)

dt
= binC1,u(t)

�
Cmax

1,b � C1,b(t)
�
, (4.8)

dC2,u(t)

dt
= eD (C1,u(t)� C2,u(t))� binC2,u(t)

�
Cmax

2,b � C2,b(t)
�
, (4.9)

dC2,b(t)

dt
= binC2,u(t)

�
Cmax

2,b � C2,b(t)
�
, (4.10)

wobei zur Vereinfachung des Systems die mit der Boxlänge skalierte Diffusions-
konstante eD = D/l2, auch Diffusionsrate eD genannt, verwendet wird. Dabei gilt
die Massenerhaltung:

C1,u(t)+C2,u(t)+C1,b(t)+C2,b(t) = ↵prodt+C1,u(0)+C1,b(0)+C2,u(0)+C2,b(0) .

(4.11)
1Im Folgenden wird der Begriff Box verwendet, wobei der Begriff Bin aus Kapitel 2 synonym verwendet

werden kann.
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Zunächst wird die zeitliche Entwicklung der gebundenen Moleküle in Box 1 und
Box 2 betrachtet und im Anschluss die Fallen-Effizienz des Gesamtsystems mit der
Gesamtanzahl von N = 2 Boxen. Die Fallen-Effizienz fb(t) des Gesamtsystem ist
definiert durch die Konzentration an gebundenen Molekülen in Box 1 und Box 2 im
Verhältnis zur Gesamtkonzentration der Moleküle im System

fb(t) =
Cb(t)

Cges(t)
=

1

N

N=2X

i=1

Ci,b(t)

Cges(t)
. (4.12)

Sie soll ebenfalls als Summe über die Fallen-Effizienzen fi,b(t) in jeder einzelnen
Box i, aufgefasst werden. Im Zwei-Boxenmodell wird hierbei über beide Boxen
i = 1, 2 summiert. Somit ist die Fallen-Effizienz in der Box i definiert durch:

fi,b(t) =
1

N

Ci,b(t)

Cges(t)
. (4.13)

Die zeitliche Entwicklung der Konzentration gebundener Moleküle in den jewei-
ligen Boxen C1,b(t) und C2,b(t) ist in Abbildung 4.5 a, d dargestellt. Die räumlich
getrennte Produktion der Moleküle führt zu einer Ungleichverteilung der freien Mo-
leküle im System und zu einer unterschiedlichen Fallenbesetzung. Somit sind für
kurze Zeiten in Box 1 bereits Fallen besetzt, wohingegen in Box 2 noch alle Fallen
frei sind. Je nach Parameterkombination führt dies zu einer früheren Sättigung von
Box 1 im Vergleich zu Box 2. Bei festgehaltener Produktionsrate ↵prod und Bin-
derate bin hängt diese Verzögerung von der Diffusionsrate eD ab. Bei einer sehr
schnellen Diffusionsrate eD im Vergleich zur Produktionsrate ↵prod und Binderate
bin (Abbildung 4.5 d), erhält man ein gut durchmischtes System, was zu einer un-
gefähr gleichen Konzentration an gebundenen Molekülen in beiden Boxen zu jedem
Zeitpunkt t führt. Bei der Verlangsamung der Diffusion eD (Abbildung 4.5 a) wird
hingegen ein Konzentrationsunterschied der gebundenen Moleküle in Box 1 und 2
deutlich.

Durch die Einführung der Diffusion ist die Betrachtung der Fallen-Effizienz ver-
glichen mit dem Ein-Boxmodell nicht mehr trivial. Im Ein-Boxmodell unterschei-
det man bei der Fallen-Effizienz zwischen einem produktionsdominierten und ei-
nem bindedominierten Regime. Diese Unterteilung trifft ebenfalls im Zwei-Boxen-
modell zu. Jedoch muss dessen Betrachtung auf Grund der inhomogenen Verteilung
der Erzeugung von Proteinen mit Hilfe der Fallen-Effizienz in der jeweiligen Box
(Box 1 und Box 2) erfolgen (Abbildung 4.5 c, f). Daher soll im Folgenden sowohl
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Abbildung 4.5.: Bindedynamik des Zwei-Boxensystems. (a, d) Konzentrationen C1,b(t) und C2,b(t)
der gebundenen Molekülen in Box 1 (durchgezogene Linie) und Box 2 (gestrichelte Li-
nie). (b, e) Fallen-Effizienz des Gesamtsystems fb(t). (c, f) Fallen-Effizienz f1,b(t) und
f2,b(t) in Box 1 (gestrichelte Linie) und Box 2 (durchgezogene Linie). Der Vergleich un-
terschiedlicher Diffusionsraten der Moleküle erfolgt mittels der Spalten, wobei die linke
Spalte (a-c) eine langsame Diffusionsrate mit eD = 0.001 s�1 und die rechte Spalte
(d-f) eine schnell Diffusionsrate mit eD = 0.1 s�1 zeigt. Die mit Doppelpfeilen hervorge-
hobenen Bereiche in Abbildung (a ,b) kennzeichnen die Zeitspanne (tA bis tB) vom Zeit-
punkt der maximalen Fallen-Effizienz bis zum reinen produktionsdominierten Regime.
Die Unterscheidung der Regime erfolgt durch die Betrachtung der Fallen-Effizienzen in
den einzelnen Boxen. Die maximale Fallen-Effizienz in Box 1 findet zum Zeitpunkt tI statt
und kennzeichnet das Ende des reinen bindedominierten Regimes. Die maximale Fal-
len-Effizienz in Box 2 zum Zeitpunkt tII beschreibt den Beginn des reinen produktions-
dominierten Regimes. Die entsprechenden Regime sind am Beispiel des Datensatzes
↵prod = 0.001 µM �t�1, bin = 0.1�t�1 µM�1 (cyan blau) eingezeichnet. Die sich so-
mit ergebenen unterschiedlichen Regime ist durch die unterschiedlichen Schraffuren ge-
kennzeichnet, dessen Schnittmenge das Mischregime kennzeichnet. Die entsprechen-
den Parameterkombinationen sind farblich codiert und befinden sich in der Legende.
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die Fallen-Effizienz fb(t) des Gesamtsystems (Abbildung 4.5 b, e), als auch die Fal-
len-Effizienz f1,b(t) von Box 1 und f2,b(t) von Box 2 (Abbildung 4.5 c, f) betrachtet
werden. Für die zeitliche Entwicklung der Fallen-Effizienz fb(t) des Gesamtsystems
(Gleichung (4.12)) lassen sich drei charakteristische Bereiche (Abbildung 4.5 b, e)
erkennen:

1. Zunächst erhöht sich die Fallen-Effizienz fb(t) bis zu ihrem Maximum fmax
b

bei t = t⇤A.

2. Anschließend erfolgt eine Abnahme der Fallen-Effizienz fb(t) .

3. Die Abnahme der Fallen-Effizienz beschleunigt sich bei t = t⇤B .

Wie die Zunahme der Fallen-Effizienz erfolgt, hängt von der Anzahl der Moleküle
in der jeweiligen Box ab, die zur Bindung zur Verfügung stehen. Hierbei unterschei-
det man zwischen freien Molekülen, die durch Produktion oder Diffusion gewonnen
werden oder freien Molekülen, die in die Nachbarboxen verloren gehen – was bild-
lich als Fluss von Molekülen von einer Box zu anderen betrachtet werden kann. Im
Zwei-Boxensystem gibt es nur in Box 1 eine Produktion. Anfänglich werden Mole-
küle in Box 1 gebunden, bevor diese Box 2 erreichen können (Abbildung 4.5 a, d).
Zum Zeitpunkt t = t⇤A ist ein Großteil aller Fallen in Box 1 besetzt.

Um die Unterscheidung dieser drei Bereiche zu charakterisieren und eine Einteilung
in Regime vorzunehmen, äquivalent zum Ein-Boxmodell, erfolgt eine Betrachtung
der Fallen-Effizienz in Box 1 und Box 2 (Abbildung 4.5 c, f). Die Einteilung der Fal-
len-Effizienzen fi,b(t) innerhalb einer Box i kann wie im Ein-Boxmodell über zwei
Regime erfolgen. Im Ein-Boxmodell wird hierbei zwischen einem binde- und ei-
nem produktionsdominierten Regime unterschieden. Diese Einteilung trifft ebenso
im Zwei-Boxenmodell zu auf die Fallen-Effizienzen fi,b(t) in den Boxen 1 und 2.
Hier liegen das bindedominierte zeitlich vor und das produktionsdominierte Regime
nach dem Erreichen des Maximum fmax

i,b der Fallen-Effizienz. Bei der Betrachtung
(Abbildung 4.5 c, f) des Bereiches vor dem Maximum ist deutlich zu erkennen, dass
sich der Kurvenverlauf in Box 1 von dem Kurvenverlauf in Box 2 unterscheidet.
Durch die Summation der Fallen-Effizienzen f1,b(t), f2,b(t) der Boxen 1 und 2 erge-
ben sich somit drei Bereiche für die Fallen-Effizienz des Gesamtsystems:

1. Das bindedominierte Regime tritt auf bis zu einem Maximum fmax
1,b der Fal-

len-Effizienz der ersten Box. In diesem Fall befinden sich sowohl Box 1 als
auch Box 2 im bindedominierten Regime. Erst mit der Abnahme der Fallen-
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Effizienz f1,b(t) in Box 1 erfolgt ein Regimewechsel der durch den Zeitpunkt
des Maximums t = t⇤I bestimmt ist.

2. Das Mischregime tritt nach dem Maximum fmax
1,b der Fallen-Effizienz in der

ersten Box auf. In diesem Fall befindet sich Box 1 bereits im produktionsdo-
minierten Regime, wohingegen Box 2 sich noch im bindedominierten Regime
befindet.

3. Das reine produktionsdominierte Regime entsteht, wenn sich alle Boxen im
produktionsdominierten Regime befinden, was nach dem Erreichen des Ma-
ximums fmax

2,b der Fallen-Effizienz in der zweiten Box zum Zeitpunkt t = t⇤II
erfolgt.

Der Bereich vor dem Erreichen des Maximums der Gesamt-Fallen-Effizienz fb(t)

wird somit nicht mehr wie im Ein-Boxmodell betrachtet, sondern besteht aus einem
bindedominierten Regime und einem Mischregime, da sowohl die Binderate in der
jeweiligen Box als auch der Fluss der Moleküle in die Nachbarboxen die Komplex-
bildung beeinflussen. Dieser Fluss wird durch die Binderate, die Diffusionsrate und
die Produktionsrate bestimmt.

Bei einem gut durchmischten System (Abbildung 4.5 f für die rote, orange, dun-
kelblaue Kurve), erhält man ein reines bindedominiertes Regime vor dem Errei-
chen des Maximums für f1,b(t) und f2,b(t), was zu einer gleichen maximalen Fal-
len-Effizienz fmax

i,b in beiden Boxen führt. Folglich geht unter der Annahme eines
gut durchmischten Systems das Zwei-Boxenmodell in das Ein-Boxmodell über.

Bei eher heterogenen Systemen2 (z.B. Abbildung 4.5 f hellblau, dunkelgrün; eD =

0.1 s�1, bin = 0.1 s�1 µM�1) unterscheiden sich die Maxima der Fallen-Effizienzen
fmax
i,b im Zeitpunkt und der Intensität. Der Abfall nach dem Maximum ist für al-

le Parameterkombinationen abhängig von der Produktionsrate und wird somit als
produktionsdominiertes Regime bezeichnet. Bei einer Sättigung der Box i folgt der
Abfall wie im Ein-Boxmodell (Gleichung (4.6)) mit

lim
t!1

fi,b(t) =
Cmax

i,b

↵prod

1

t
. (4.14)

Sind die Fallen-Effizienzen in den einzelnen Boxen nicht bekannt, kann eine un-
gefähre Abschätzung der Regime durch die charakteristischen Zeitpunkte t⇤A, t⇤B
der gesamten Fallen-Effizienz fb(t) erfolgen. Hierbei gilt t⇤I  t⇤A und t⇤B  t⇤II.

2d.h. es liegt eine Ungleichverteilung der freien Moleküle in Box eins und zwei vor
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4. Fallen-Effizienz in Systemen mit einer Proteinuntereinheit

Der Zeitpunkt t⇤A des Maximums der gesamten Fallen-Effizienz kennzeichnet den
Bereich, der sich bereits im Mischregime befindet oder bei einem gut durchmisch-
ten System das Ende des bindedominierten Regimes. Der Zeitpunkt t⇤B bei dem
eine Beschleunigung des Abfalls der Fallen-Effizienz erfolgt, kennzeichnet sich bei
schlecht durchmischten Systemen deutlich durch ein Plateau (Abbildung 4.5 c hell-
blau, dunkelgrün). Die Gesamt-Fallen-Effizienz und die Ausprägung aller drei Re-
gime hängt von der Durchmischung des Systems ab, die sich durch den Vergleich
der Fallen-Effizienzen in jeder einzelnen Box i zeigt. Da die Moleküle nur in Box 1
erzeugt werden, wird die Gesamt-Fallen-Effizienz fb(t) durch Box 1 dominiert. Das
lang anhaltende bindedominierte Regime in Box 2 führt zu einem verlangsamten
Abfall der Gesamt-Fallen-Effizienz im Mischregime (Plateau Abbildung 4.5 hell-
blau, dunkelgrün). Erst nach dem Plateau befinden sich beide Boxen im produkti-
onsdominierten Bereich. Die Gesamt-Fallen-Effizienz für lange Zeiten – wenn alle
Fallen besetzt sind – geht somit mit

lim
t!1

fb(t) = lim
t!1

f1,b(t) + f2,b(t) =
Cmax

1,b + Cmax
2,b

↵prod

1

t
= N

Cmax
b

↵prod

1

t
(4.15)

einher, vergleich Gleichungen (4.12) bis (4.14), wobei für eine homogene Fallen-
verteilung Cmax

b = Cmax
1,b = Cmax

2,b gilt.

4.3. Bindung und Diffusion in quasi-realistischen Systemen

Die Diffusion und Bindung von Molekülen soll in einem realistischen System mit
begrenzten Fallen-Kapazitäten untersucht werden, dass aus N � 1 Boxen besteht.
Die Konzentration Ci(t) der Moleküle ändert sich in den Boxen i = 1, ..., N auf-
grund der Produktion neuer Moleküle und der Diffusion in benachbarte Boxen. Die
Moleküle bewegen sich in der Lösung frei mit einer Diffusionsrate eD, bis sie mit
einer Bindeaffinität bin an Fallen binden, die am Boden der Boxen verteilt sind.
Auf Grund der begrenzten Anzahl an Fallen kann es nur zu einer Bindung kom-
men, solange freie Fallen verfügbar sind. Dadurch kann die Konzentration Ci,b(t)

der gebundenen Moleküle in Box i ihr Maximum Cmax
i,b nicht überschreiten. Die

Produktion neuer Moleküle soll, wie im Zwei-Boxmodell, auf einen bestimmten
Boxenbereich beschränkt werden.
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4.3. Bindung und Diffusion in quasi-realistischen Systemen

Im Folgenden wird ein System mit der Länge L = 1mm untersucht. Das System
wird in N = 100 Boxen diskretisiert, was einer Boxgröße von �x = 10 µm ent-
spricht. Die Boxen iprod = 12, ..., 19 (Abschnitte 4.3, 4.4 und 4.6, Abb. 4.12) bzw.
iprod = 7, ..., 14 (Abschnitt 4.5 und Kapitel 5, Abb. 4.11) dienen hierbei als Quellen
für neue Moleküle, von denen jede Box mit einer Rate ↵prod neue Moleküle erzeugt.
Der Boxindex i beschreibt die diskretisierte Position relativ zum System, die Länge
des Systems L ist somit L = �x ·N . Die Zeitentwicklung der Konzentration von
gebundenen Ci,b(t) und freien Ci,u(t) Molekülen in Box i wird durch

dCi,b(t)

dt
= binCi,u(t)

�
Cmax

i,b � Ci,b(t)
�

für i = 1, ..., N , (4.16)

dCi,u(t)

dt
= eD (Ci+1,u(t) + Ci�1,u(t)� 2Ci,u(t))

� binCi,u(t)
�
Cmax

i,b � Ci,b(t)
�

(4.17)

+ ↵prod [i = iprod] für i = 2, ..., N � 1, und
dC1,u(t)

dt
= eD (C2,u(t)� C1,u(t))

� binC1,u(t)
�
Cmax

1,b � C1,b(t)
�

+ ↵prod [1 = iprod] , (4.18)
dCN,u(t)

dt
= eD (CN�1,u(t)� CN,u(t))

� binCN,u(t)
�
Cmax

N,b � CN,b(t)
�

(4.19)

+ ↵prod [N = iprod]

beschrieben, wobei die Iverson-Klammer [i = iprod] = 1, wenn Box i eine Quelle
für neue Moleküle ist und 0 andernfalls. Darüber hinaus muss die Massenerhaltung
gelten:

NX

i=1

(Ci,u(t) + Ci,b(t)) =
NX

i=1

(Ci,u(0) + Ci,b(0) + ↵prodt [i = iprod]) . (4.20)

Das Gleichungssystem wird mit dem in RvD Modell, in Abschnitt 2.2 beschrieben,
gelöst. Hierbei wird der Ort in �x und die Zeit in Zeitschritte �t diskretisiert.

Durch die Lösung des Systems können sowohl die zeitliche Entwicklung als auch
die räumliche Verteilung der Moleküle in betrachtet werden. Im folgenden Ab-
schnitt werden die Fallen-Effizienz und die Anzahl gebundener Moleküle für ver-
schiedene Parameterkombinationen untersucht.
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4. Fallen-Effizienz in Systemen mit einer Proteinuntereinheit

Drei Regime der Fallen-Effizienz

Die Fallen-Effizienz fb(t) in einem 100-Boxensystem, mit einer Gesamtanzahl von
N = 100 Boxen, ist analog zu Gleichung (4.12) über das Verhältnis aus der Konzen-
tration Cb(t) ⌘ 1/N

PN=100
i=1 Ci,b(t) gebundener Moleküle zur Gesamtkonzentrati-

on Cges(t) ⌘ 1/N
PN=100

i=1 (Ci,b(t) + Ci,u(t)) gegeben. Die zeitliche Entwicklung
der Fallen-Effizienz fb(t) kann äquivalent über die Summe der Fallen-Effizienzen
fi,b(t) jeder einzelnen Box i beschrieben werden, wobei fi,b(t) = 1/N Ci,b(t)

Cges(t)
analog

zu Gleichung (4.13).

fb(t) =
N=100X

i=1

fi,b(t) (4.21)

Eine genauere Betrachtung der Fallen-Effizienz fb(t) im Gesamtsystem kann eben-
falls über die Schar der Fallen-Effizienzen fi,b(t) jeder einzelnen Box i erfolgen.
Die Fallen-Effizienz fi,b(t) jeder einzelnen Box i lässt sich wie im Ein-Boxmodell
durch zwei Regime charakterisieren, ein bindedominiertes und ein produktionsdo-
miniertes Regime (Abbildung 4.6 c und d). Das bindedominierte Regime geht zum
Zeitpunkt t⇤i in Box i in ein produktionsdominiertes Regime über; als Beispiel dient
die Fallen-Effizienz in Box N in Abbildung 4.6 d. Erst durch die Überlagerung
der einzelnen Fallen-Effizienzen fi,b(t) (Abbildung 4.6 c) entstehen drei Regime für
die Fallen-Effizienz fb(t) des Gesamtsystems (Abbildung 4.6 a), analog zum Zwei-
Boxmodell in Abschnitt 4.2.

Für eine genaue Unterteilung in diese drei Regime erfolgt zunächst eine Betrach-
tung der Schar (Boxen i = 1 . . . 100) der bindedominierten Regime (Abbildung 4.6 c).
Zu Beginn sind im System noch keine Moleküle Ci,u(0) = Ci,b(0) = 0 vorhanden.
Erst durch die Produktion von Molekülen in den Boxen iprod gelangen Moleküle
ins System. Die erzeugten Moleküle können entweder in den Quellboxen an die
Fallen binden oder in Nachbarboxen diffundieren, um dort zu binden. Der Verlauf
der Fallen-Effizienz in jeder einzelnen Box hängt hierbei von den für die Bindung
zur Verfügung stehenden Molekülen in Box i ab, die durch die Binderate bin, Pro-
duktionsrate ↵prod und Diffusionsrate eD bestimmt wird. Jede Box i befindet sich
bis zum Erreichen der maximalen Fallen-Effizienz fi,b(t) in ihrem bindedominier-
ten Regime. Auf Grund der inhomogenen Produktion und somit inhomogenen Ver-
teilung der Moleküle über die Boxen ist die Fallen-Effizienz zu unterschiedlichen
Zeitpunkten maximal. Somit erreichen die Quellboxen i = iprod, in denen Moleküle
entstehen, eher die maximale Fallen-Effizienz, als Boxen in die nur durch Diffusi-
on neue Moleküle gelangen (Abbildung 4.6 c). Eine Vergrößerung der Entfernung
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Abbildung 4.6.: Charakteristika und Regimeaufteilung der Fallen-Effizienz (a) Gesamt-Fallen-Effi-
zienz in Abhängigkeit von der Zeit. Die charakteristischen Punkte entsprechen folgende
Zeitpunkten: (�) Zeit der maximalen Gesamt-Fallen-Effizienz, (⇧) der Wendepunkt Fallen-
Effizienz in der N -ten Box und (⇤) dem Maximum der Fallen-Effizienz in der N -ten Box
(d). (b) Ortsabhängigkeit der gebundenen Moleküle zu den charakteristischen Zeitpunk-
ten (vgl. (a)). Das graue Rechteck kennzeichnet den Ort der Quelle. (c) Fallen-Effizi-
enz in der jeweiligen Box i als Funktion der Zeit. Unterscheidung der Fallen-Effizienz in
den Boxen im Quellbereich (rot), links vom Quellbereich (blau) und rechts vom Quellbe-
reich (grau). Die Einteilung der Summe der Fallen-Effizienz in Box i erfolgt in drei Regime
(Schattierung). Regime I ist das bindedominierte Regime, das endet, sobald die Fallen-
Effizienz der ersten Box maximal ist. In Regime II finden sich sowohl steigende als auch
sinkende Fallen-Effizienzen. Regime III ist der Bereich, in dem alle Boxen ihre maximale
Fallen-Effizienz überschritten haben und somit die Produktion dominiert. (d) Dargestellt
ist die Fallen-Effizienz in der N -ten Box in Abhängigkeit von der Zeit, wobei Wendepunkt
⇧ und Maximum ⇤ markiert sind.
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4. Fallen-Effizienz in Systemen mit einer Proteinuntereinheit

einer Box i zur Quelle führt zur Verringerung und zeitlichen Verzögerung seiner
maximalen Fallen-Effizienz fmax

i,b . Durch die asymmetrische Position der Quellbo-
xen (dicht am linken Rand) ergeben sich Unterschiede in den Fallen-Effizienzen in
den Boxen, die sich links (blau) der Quelle befinden, im Vergleich zu Boxen, die
sich rechts (grau) der Quelle befinden.

Die Unterteilung der Regime der Gesamt-Fallen-Effizienz erfolgt nun auf der Grund-
lage der obigen Beobachtung. (1) Das erste Regime ist der Bereich, in dem sich
jede einzelne Box i in einem bindedominierten Regime befindet. Es wird als rei-
nes bindedominiertes Regime bezeichnet. Erst mit dem Zeitpunkt t⇤I , zu dem die
erste Box i = 1 ins produktionsdominierte Regime übergeht, findet ein Regime-
wechsel zum Mischregime statt. (2) Im Mischregime erreichen immer mehr Bo-
xen i ihre maximale Fallen-Effizienz fmax

i,b , bis die letzte Box zum Zeitpunkt t⇤II ihre
Maximal-Fallen-Effizienz fmax

N,b erreicht hat (Abbildung 4.6 c, d). (3) Nach diesem
Zeitpunkt t⇤II befinden sich alle Boxen im produktionsdominierten Regime, was zu
einem reinen produktionsdominierten Regime für die Gesamt-Fallen-Effizienz fb(t)
führt. Für lange Zeiten nimmt fi,b(t) mit 1

t ab, analog zu Gleichung (4.6) im Ein-
Boxmodell. Durch die Diskretisierung in N Boxen und die begrenzten Quellberei-
che ergibt sich für lange Zeiten eine Gesamt-Fallen-Effizienz von

lim
t!1

fb(t) =
N

Q

Cmax
b

↵prodt
, (4.22)

mit der Anzahl an Quellboxen Q = 8 und einer homogenen Fallenverteilung Cmax
b =

Cmax
i,b .

Abbildung 4.6 a zeigt einige Besonderheiten der Gesamt-Fallen-Effizienz fb(t): ein
Maximum sowie mehrere Anstiegswechsel. Diese Beobachtung soll mit Hilfe von
charakteristischen Punkten untersucht werden. Der erste charakteristische Punkt,
das Maximum der Fallen-Effizienz fmax

b , befindet sich bereits im Mischregime und
kennzeichnet den Zeitpunkt kurz nach dem bindedominierten Regime. Zu diesem
Zeitpunkt t = 27 · 103 �t sind noch in keiner der Boxen alle Fallen gesättigt (Ab-
bildung 4.6 b). Der Quellbereich ist mit einer Sättigung bis etwa 84% am stärks-
ten besetzt. Der zweite charakteristische Punkt kennzeichnet den Bereich kurz vor
dem Übergang ins produktionsdominierte Regime: Hier sind besonders im Bereich
der Quellen alle Fallen gesättigt, je nach Parameterkombination sind die Fallen in
den Boxen i, die weit von den Quellen entfernt sind, noch nicht all vollständig be-
setzt. Der dritte charakteristische Punkt befindet sich kurz hinter einem „Knick“ und
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kennzeichnet den Übergang ins reine produktionsdominierte Regime. Somit können
die charakteristischen Punkte der Gesamt-Fallen-Effizienz fb(t) als ungefähre Ab-
schätzung für die oben beschriebenen Regime verwendet werden. Im Folgenden
werden der Verlauf der Fallen-Effizienz fb(t) und die Verteilung der gebundenen
Moleküle mit Hilfe dieser charakteristischen Zeitpunkte untersucht, was einen zei-
tunabhängigen Vergleich des Einflusses der unterschiedlichen Parameter erlaubt.

Charakteristika der Fallen-Effizienz

In Abbildung 4.7 sind die charakteristischen Zeitpunkte der Fallen-Effizienz fb(t)

unter Variation verschiedener Parameter dargestellt. Hierfür wurde eine hohe Bin-
deaffinität von bin = 2 · 10�2 �t�1 µM�1, eine Diffusionsrate von eD = 8.3 · 10�2 �t�1

und eine Produktionsrate von ↵prod = 2 · 10�4 µM �t�1 gewählt. In jeder Spalte
dieser Abbildung wird einer dieser Parameter variiert, wobei jeweils alle anderen
oben angegebenen Parameterwerte festgehalten werden.

In der ersten Spalte (Abbildung 4.7 a-d) erfolgt eine Variation der Bindeaffinität,
wobei bin = 2 · 10�2 �t�1 µM�1, 2 · 10�3 �t�1 µM�1, 2 · 10�4 �t�1 µM�1. Eine
Verringerung der Bindeaffinität führt zu einem Abfall der maximalen Fallen-Effi-
zienz fmax

b . Bei einer kleineren Bindeaffinität können auf Grund der wenigen Bin-
dungen in den einzelnen Boxen mehr Moleküle in die Nachbarboxen diffundieren.
So entsteht eine gute Durchmischung des Systems und ein geringerer Anstieg im
bindedominierten Regime der Fallen-Effizienz fi,b(t) in den einzelnen Boxen i, wo-
durch der Regimewechsel bei der Betrachtung der Fallen-Effizienz fb(t) des Ge-
samtsystems weniger deutlich ist. Auch die Konzentration der gebundenen Mole-
küle (Abbildung 4.7 b) zum Zeitpunkt der maximalen Fallen-Effizienz zeigt, dass
mit abnehmender Bindeaffinität die Verteilung der Moleküle breiter wird, was zu
einem länger anhaltenden bindedominierten Regime führt. Hingegen führt eine Er-
höhung der Bindeaffinität zu einer stärkeren Lokalisierung der Moleküle im Bereich
der Quellen. Dies bedingt ein schnelleres Auffüllen der Fallen im Quellbereich.

Zum Zeitpunkt kurz vor dem Wechsel vom misch- zum produktionsdominierten Re-
gime (Abbildung 4.7 c), sind bei einer hohen Bindeaffinität bin = 2 · 10�2 �t�1 µM�1

fast alle Bindestellen vollständig besetzt, außer in den letzten fünf Boxen3. Wohin-
gegen bei einer geringen Bindeaffinität von 2 · 10�4 �t�1 µM�1 oder 2 · 10�2 �t�1 µM�1

396 Boxen sind mehr als 90% gesättigt
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Abbildung 4.7.: Bindedynamik im 100-Boxensystem. Erste Zeile (a, e, i) zeigt die Fallen-Effizienz
unter Variation der Parameter entsprechend der jeweiligen Legende. Sofern nicht ex-
plizit in der Legende erwähnt, gelten folgende Parameter: Produktionsrate ↵prod =

2 · 10�4 µM �t�1, Bindeaffinität bin = 2 · 10�2 �t�1 µM�1 und Diffusionsrate eD =
8.3 · 10�2 �t�1. Zeilen zwei bis vier (b-d, f-h, j-l) zeigen die Ortsabhängigkeit der gebun-
denen Moleküle zu charakteristischen Zeiten, durch die Symbole �, ⇧ und ⇤ gekennzeich-
net. Charakteristische Zeiten werden bestimmt aus dem Maximum der Gesamt-Fallen-Ef-
fizienz fb(t�), dem Wendepunkt der Fallen-Effizienz fN,b(t⇧) in BoxN und dem Maximum
der Fallen-Effizienz fN,b(t⇤) in BoxN . In Spalte eins (a-d) wird die Bindeaffinität bin, in
Spalte zwei (e-h) die Diffusionsrate eD und in Spalte drei (j-l) die Produktionsrate ↵prod

variiert. Das graue Rechteck kennzeichnet den Ort der Quelle.
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die ersten 57 bzw. 88 Boxen mehr als 90% der Sättigung erreicht haben. D.h. eine
geringere Bindeaffinität bedingt eine breitere Verteilung des Sättigungsbereiches.
Bei dem Wechsel ins produktionsdominierte Regime (Abbildung 4.7 d) sind alle
Boxen mehr als 90% gefüllt. Bei einer hohen Bindeaffinität sind alle Boxen gefüllt,
während bei geringer Bindeaffinitäten noch ein Auffüllen in den hinteren Boxen
erfolgt.

Eine Verringerung der Diffusionsrate (Abbildung 4.7 e-h) eD von 8.3 · 10�2 �t�1

auf 3 · 10�2 �t�1 und 9.8 · 10�3 �t�1 führt zu einer Verschiebung der maxima-
len Fallen-Effizienz fb(t) hin zu früheren Zeitpunkten und einer Verlängerung des
Mischregimes (Abbildung 4.7 e). Der Einfluss auf die Verteilung der gebundenen
Moleküle zu den charakteristischen Zeitpunkten ist jedoch gering (Abbildung 4.7 f-
h). Es ist trotzdem zu erkennen, dass bei einer höheren Diffusion die Verteilung der
gebundenen Moleküle breiter wird.
Auch eine Änderung der Produktionsrate ↵prod führt zu einer zeitlichen Verschie-
bung der charakteristischen Punkte der Fallen-Effizienz fb(t) (Abbildung 4.7 j). Ei-
ner der deutlichsten Unterschiede im Vergleich zu der Veränderung der Binderate
bin und der Diffusionsrate eD ist die Änderung des Abfalls im produktionsdomi-
nierten Regime, da fb(t) für große Zeiten mit 1

↵prod t abfällt, siehe Gleichung (4.22).

4.4. Variation der Fallenverteilung

Inhomogenitäten in der Fallenkapazität können durch eine unvollständige Beschich-
tung der Oberfläche, eine beabsichtigte Fallenstrukturierung oder durch Verunrei-
nigungen der Reaktionslösung, die die Fallen unspezifisch blockieren, entstehen.
Die Genauigkeit der Fallenstrukturierung ist stark abhängig von der zum Auftragen
der Fallen verwendeten experimentellen Methode. So können zum Beispiel bei der
Photolithographie durch Streustrahlung der Quecksilberdampflampe mehr Bereiche
des Biofilms aktiviert werden als gewollt, was zu einer unspezifischen Bindung der
Fallen an die Systemoberfläche führt (Abschnitt 3.1).

Die bisherigen Analysen beziehen sich auf eine homogene Fallenverteilung mit ei-
ner unabhängigen maximalen Fallenkonzentration Cmax

i,b = 1 µM der gebundenen
Moleküle in Box i. Die Modellierung einer inhomogenen Fallenkapazität erfolgt
nun über eine lokal variierte Cmax

i,b .

45



4. Fallen-Effizienz in Systemen mit einer Proteinuntereinheit

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 20 40 60 80
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 20 40 60 80 100

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 a

 b

 c

 d

 e

 f

Abbildung 4.8.: 100-Boxensystem mit inhomogener Fallenverteilung. Betrachtung zweier unter-
schiedlicher Fallenverteilungen (a; d) und deren Einfluss auf die Entwicklung der Anzahl
der gebundenen Moleküle (b-c; e-f). Die beiden Spalten (b-c; e-f) zeigen die Entwicklung
bei einer bestimmten Fallen-Effizienz (a; d) und verschiedene Bindeaffinitäten bin (farbig
gekennzeichnet in der Legende). Die zeitliche Entwicklung (siehe Legende der Zeitpunkte
in c) wird durch die Linien dargestellt. Der Quellbereich ist grau gekennzeichnet. Weitere
Parameter siehe Anhang Tabelle A.8.
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Am Beispiel von zwei inhomogenen Fallenverteilungen soll deren Einfluss auf die
Verteilung der gebundenen Moleküle an der Oberfläche untersucht werden. Hier
wird unterschieden zwischen einer schmalen Fehlstelle (Abbildung 4.8 a) von Box
i = 46 bis 55 und einer breiten Fehlstelle (Abbildung 4.8 b) im Bereich i = 30 bis 70.
Beide Fehlstellen besitzen nur die Hälfte der ursprünglichen Konzentration an Fal-
len Cmax

b in Box i. Mit einer Produktionsrate ↵prod = 2 · 10�4 µM �t�1, einer Bin-
derate bin = 2 · 10�4 �t�1 µM�1 und einer Diffusionsrate eD = 8.3 · 10�2 �t�1 er-
gibt sich im Vergleich zur Binderate starken Diffusion eine recht homogene Vertei-
lung der gebundenen Moleküle Ci,b(t) an der Oberfläche. Dies führt dazu, dass be-
reits zu frühen Zeiten die Strukturierung der Fallen sichtbar werden (Abbildung 4.8 c,
d). Mit zunehmender Anzahl der Moleküle im System wird der Fallendefekt deut-
licher. Somit werden Fallendefekte, die sich dicht an der Quelle befinden, früher
sichtbar (Abbildung 4.8). Dieser Effekt lässt sich beim Vergleich der unterschiedli-
chen Fallendefekte in Abbildung 4.8 b, e zum Zeitpunkt 20 · 103 �t deutlich erken-
nen. Breite Fallendefekte, die sich dicht an den Quellbereichen befinden, erlauben
somit eine frühzeitigere und bessere Sichtbarkeit des Defektes als schmale Berei-
che, die sich weit entfernt davon befinden.

In Abbildung 4.8 c, f ist die Binderate4 vergleichsweise groß. Dadurch wird eine
sehr lokalisierte Verteilung der gebundenen Moleküle erreicht. Durch den steilen
Anstieg der Verteilung der gebundenen Moleküle, bedingt durch die geringe Anzahl
an freien Molekülen im Bereich des Fallendefekts, wird der Defekt erst sichtbar,
wenn die Fallen vor der Fehlstelle fast vollständig gesättigt sind.

Der Vergleich der unterschiedlichen Verhältnisse aus Binderate und Diffusionsrate
der zweiten (Abbildung 4.8 b, e) und dritten Zeile (Abbildung 4.8 c, f) zeigt somit,
dass eine höhere Diffusionsrate im Vergleich zu Binderate eine frühzeitigere Iden-
tifizierung der Fallendefekte erlaubt. Für eine quantitative Analyse des Einflusses
des Abstands zwischen Quellen und Fallendefekt werden im nächsten Abschnitt die
Fallenbereiche gleich groß gewählt und lediglich der Abstand zwischen den Fallen
verändert.

4Die Binderate beträgt bin = 2 · 10�3 �t�1 µM�1 und die Diffusionsrate eD = 9.8 · 10�3 �t�1.
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4.5. Variation des Abstandes von Translationsort und Fallen

Der Abstand zwischen Translationsort (Quelle) und örtlich begrenzten Fallenbe-
reich mit fester Breite wird variiert. Der Fallenbereich ist 8Boxen breit und hat
einen Abstand von 0, 4, 7, 12 und 32 Boxen zum Rand des Translationsbereichs.
Mit diesem Aufbau kann im speziellen der Einfluss der Änderung des Abstandes
zwischen Quell- und Fallenbereich auf die Gesamtkonzentration Cb(t) gebundener
Moleküle untersucht werden (Abbildung 4.9, erste Zeile: a, d, g). Zusätzlich wird
die Verteilung der gebundenen Moleküle entlang des Systems zu unterschiedlichen
Zeitpunkten gezeigt (Abbildung 4.9 zweite und dritte Zeile: b, e, h; c, f, i). Hierbei
wird in den Spalten von links nach rechts das Verhältnis aus Bindeaffinität zu Diffu-
sionsrate verringert. Eine geringe Diffusionsrate und eine hohe Bindeäffinität (Ab-
bildung 4.9 a-c) führt zu einer hohen Anzahl an gebundenen Molekülen im dicht be-
nachbarten Quellbereich, im Gegensatz zu davon weit entfernten Fallenbereichen.
Eine Erhöhung der Diffusion (Abbildung 4.9 d-f) der freien Moleküle führt erwar-
tungsgemäß zu einer breiteren Verteilung der gebundenen Moleküle bis in die hin-
teren Fallenbereiche hinein. Eine deutliche Erhöhung der Diffusionsrate und eine
Verringerung der Bindeaffinität (Abbildung 4.9 g-e) führen zu einer noch gleich-
mäßigeren Verteilung der gebundenen Moleküle entlang des Systems. Mit der Er-
höhung des Abstandes zwischen der Quelle und Fallenbereich verringert sich die
Anzahl an gebundenen Molekülen (Abbildung 4.9). Bei einer hohen Bindeaffinität
im Vergleich zur Diffusion erhält man eine inhomogene Verteilung der gebundenen
Moleküle innerhalb der Fallenbereiche (Abbildung 4.9 b-c), wohingegen eine ge-
ringe Bindeaffinität im Vergleich zur Diffusionsrate eher eine gleichmäßigere Ver-
teilung der gebundenen Moleküle bewirkt (Abbildung 4.9 i).

Im Allgemeinen lässt sich feststellen, dass allein die Gesamtanzahl der gebundenen
Moleküle im System – die sich im Experiment z.B. über die Intensität des Fluo-
reszenzsignals ausdrückt – eine Aussage liefert über das Verhältnis aus der Bin-
deaffinität und der Diffusionsrate. Die Einbeziehung der zeitlichen Abhängigkeit in
Abbildung 4.9 a, d, g (farblich dargestellt) zeigt, dass auf Grund der Limitierung der
Fallen ein zeitabhängiger Wechsel des Vorzeichens der Kurvenkrümmung erfolgen
kann. So lässt sich zum Beispiel in Abbildung 4.9 a ein Wechsel von einem konka-
ven (rot) zu einem konvexen (blau) Kurvenverlauf erkennen. Mit der Verringerung
des Verhältnisses aus Bindeaffinität zu Diffusionsrate wird dieser Wechsel immer
weniger deutlich (Abbildung 4.9 d, g).
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Abbildung 4.9.: Einfluss von Diffusionsrate und Bindeaffinität bei inhomogener Fallenverteilung.
Zeile eins (a, d, g) zeigt die Gesamtkonzentration Cb der gebundenen Moleküle in Ab-
hängigkeit vom Abstand zwischen Fallenbereich und Quelle (graues Rechteck). Die
Zeitpunkte sind durch die Schattierung der Marker gekennzeichnet, wobei der Farb-
wechsel von rot nach blau den Übergang der Kurvenkrümmung von konkav zu konvex
kennzeichnet. Zeilen zwei und drei (b, c, e; f, h, i) zeigen die räumliche Verteilung der
gebundenen Moleküle Ci,b für Zeitpunkte entsprechend der jeweiligen Legende. Da-
bei werden folgende Fälle unterschieden: langsame Diffusion bei starker Bindung (a-c;
bin = 2 · 10�3 �t�1 µM�1, eD = 9.8 · 10�3 �t�1), schnelle Diffusion bei starker Bin-
dung (d-f; bin = 2 · 10�3 �t�1 µM�1, eD = 8.3 · 10�2 �t�1) , schnelle Diffusion bei
geringer Bindung (g-i; bin = 2 · 10�4 �t�1 µM�1, eD = 8.3 · 10�2 �t�1). Für weitere
Parameterwerte siehe im Anhang Tabelle A.9.
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4.6. Erhöhung der Fallenkapazität
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Abbildung 4.10.: Eine Erhöhung der Fallen-Kapazität bewirkt eine Erhöhung der Fallen-Effizienz
und eine Ausdehnung des bindedominierten Regimes und Mischregime. Darstel-
lung der Gesamt-Fallen-Effizienz fb(t) mit einer Fallen-Kapazität von (a) Cmax

b = 1 µM
und (b) Cmax

b = 2 µM. Charakteristische Punkte beschreiben den Zeitpunkt: (�) des
Maximums der Fallen-Effizienz, (⇧) Wendepunkt der Fallen-Effizienz in BoxN . Die Dar-
stellung der Verteilung der gebundenen Moleküle zu den für die Fallen-Effizienz charak-
teristischen Zeitpunkt befindet sich im Anhang Abbildung C.3

Im Folgenden wird der Einfluss der Erhöhung der Fallenkapazität, bei einer homo-
genen Fallenverteilung und einer Fallenkapazität von Cmax

b = 1 µM zu Cmax
b = 2 µM

für i = 1, . . . 100, genauer betrachtet (Abbildung 4.10). Durch die, wie bereits
oben beschriebene, konstante Produktionsrate ↵prod wächst die Gesamtkonzentra-
tion Cges(t) der Moleküle im System linear mit der Zeit an (im Anhang Abbil-
dung C.3 b, e). Die Anzahl der im Gesamtsystem gebundenen Moleküle Cb(t) hängt
hingegen von mehreren Parametern (Binderate bin, Diffusionsrate eD, Produktions-
rate ↵prod) und insbesondere von der Fallenkapazität Cmax

i,b ab (im Anhang Abbil-
dung C.3 b, e). Mit einer Erhöhung der Fallenkapazität geht eine erhöhte Effizienz
der Bindungen an die Oberfläche einher (siehe Abbildung 4.10) und die Sättigung
der Fallen tritt später auf. Außerdem bewirkt eine Erhöhung der Fallenkapazität
eine zeitliche Ausdehnung der Regime der Fallen-Effizienz (Abbildung 4.10). Die
Verteilung der gebundenen Moleküle zu den charakteristischen Zeitpunkten hat hin-
gegen den gleichen Verlauf und unterscheidet sich lediglich um den Skalenfaktor
Cmax

b (im Anhang Abbildung C.3 c, f). Die charakteristischen Zeitpunkte zeigen,
obwohl unterschiedliche Fallenkapazitäten angenommen werden, ähnliche Vertei-
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lungen der gebundenen Moleküle (im Anhang Abbildung C.3). Somit ermöglichen
die charakteristischen Zeitpunkte das System zeitunabhängig zu betrachten.

4.7. Modellvalidierung

Für die Validierung des Modells wurde das in Kapitel 3 beschriebene Experiment5

durchgeführt [54], unter Einbezug zweier Messverfahren, bei denen jeweils unter-
schiedliche Proteintypen verwendet wurden. Bei dem ersten Messverfahren wurde
die Konzentration der DNA-Bürsten von gp10 verändert und die Intensität des Fluo-
reszenzsignals (entspricht der relativen Anzahl an gebundenen Molekülen) nach 2 h

aufgenommen (Abbildung 4.11). Die Variation der Konzentration der DNA-Bürsten
im Experiment von 25% und 100% entspricht im Modell (Abschnitt 4.3) einer ver-
änderlichen Produktionsrate ↵prod. Das Fitting der experimentellen Daten mit dem
Modell erfolgt durch eine sequentielle Minimierung der Summe der Residuenqua-
drate (SSE). Zunächst wird die Produktionsrate ↵prod in einem bestimmten Bereich
eingeschränkt, in dem nach einer Zeit von ungefähr 2 h die Ausdehnung des Pla-
teaus betrachtet wird. Eine ungefähre Abschätzung der Diffusionsrate eD aus der
Literatur schränkt dessen Bereich für das Fitting ein. Die Anschließende Variation
des Verhältnisses aus Bindeaffinität bin und Diffusionsrate eD bestimmt die Stei-
gung der Verteilung der gebundenen Moleküle nach dem Plateau. Der Vergleich von
Theorie und Experiment zeigt, dass das Modell eine gute Vorhersage über die Ver-
teilung der an der Oberfläche gebundenen Moleküle liefert (Abbildung 4.11). Beide
experimentellen Verteilungen konnten mit einem einzigen Parametersatz unter Va-
riation der Produktionsrate gefittet werden. Die so gefundene Parameterkombinati-
on wird später bei der Betrachtung der Proteinkomplexbildung in Abschnitt 5.4 Ver-
wendung finden (↵prod�t = 2 · 10�4 µM, bin�t = 2 · 10�3 µM�1, eD�t = 0.045;
Anhang Tabelle A.12).

Eine Anpassung der experimentellen Technik (Abschnitt 3.2) erlaubt unseren Ko-
operationspartnern die summierte Verteilung von gebundenen und ungebundenen
Molekülen zu betrachten. Im Gegensatz zu dem zuvor beschriebenen Experiment
wird hierbei das Protein GFP synthetisiert, da diese Versuchsanordnung autofluores-
zierende Proteine benötigt ([54], [i. V. 74] ). Es wurden Fallen in unterschiedlichen

5Die in vitro Experimente sind durch die Gruppe von Roy Bar-Ziv geplant und durchgeführt worden. Al-
le theoretischen Betrachtungen wie z. B. Modellbildung, Validierung des Modells sind Bestandteil dieser
Arbeit.
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Abbildung 4.11.: Verteilung der gebundenen gp10 Proteine. Fitting der experimentellen Daten mittels
Simulationen vom Modell in Abschnitt 4.3; gebundene gp 10 Proteine an der Oberfläche
für zwei unterschiedliche Konzentrationen an DNA-Bürsten 25% und 100 %; experi-
mentelle Daten (� und ⇤). Simulationsdaten Fitting mit einem Datensatz Änderung der
Produktionsrate ↵prod der Moleküle zur Simulation der unterschiedlichen DNA-Bürsten
Konzentration. Das graue Rechteck kennzeichnet den Ort der Quelle. Die Parameter
sind im Anhang Tabelle A.12 zu finden.

Konzentrationen auf den Biochip aufgebracht. Wir unterscheiden dabei zwischen
Fallenverteilungen6:

I bei der sich im Quellbereich eine geringe Anzahl an Fallen befindet,

II einer einfachen Fallenkonzentration und

III einer doppelten Fallenkonzentration.

Das Modell ermöglicht sowohl eine Betrachtung der Verteilung der gebundenen
als auch der ungebundenen Moleküle. Eine separate Betrachtung der gebundenen
und ungebundene Moleküle ist mit dem experimentellen Messverfahren allein nicht
möglich. Die Betrachtung der zeitlichen Entwicklung der summierten Verteilung
gebundenen und ungebundenen Moleküle erfolgt in den Simulationen unter Ver-
wendung eines einzigen Parametersatzes, aber unter Variation der Fallenverteilung
(in Abbildung 4.12). Die experimentellen Daten sind auf das Maximum der Kurven-
verteilung nach 2 h normiert (Abbildung 4.13). Der Vergleich zwischen Theorie und
Experiment zeigt, dass insbesondere zu den frühen Zeiten (Abbildung 4.12 a, b, c,
Abbildung 4.13 a, b, c) das Modell das Experiment gut abbilden kann. Sowohl Theo-

6Die unterschiedlichen Fallenverteilungen werden im Experiment durch die Aktivierung des Biochips an un-
terschiedlichen Stellen erzeugt siehe Anhang Abbildung C.4 und Abschnitt 3.1.
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rie als auch Experiment zeigen bei einer geringen Fallenkapazität eine „rechtecki-
ge“ Verteilung der Proteine. Eine hohe Fallenkapazität (Abbildung 4.12 c, Abbil-
dung 4.13 c) liefert eine eher glockenförmige Verteilung. In Abbildung 4.12 a zeigt
das Modell eine etwas ungenauere Abschätzung, da auf Grund des experimentellen
Setups die Fallenverteilung7 und -kapazität nicht genau bekannt ist. Die erste expe-
rimentelle Messmethode, bei der nur die gebundenen Moleküle gemessen werden,
kann verwendet werden, um eine bessere Abschätzung für die tatsächliche Fallen-
verteilung zu erhalten.

Für die Verteilung der Proteine zu späteren Zeitpunkten liefert das Modell eine un-
genauere Abschätzung (Abbildung 4.12 b, d, f; Abbildung 4.13 b, d, f). Ein Grund
kann hierbei die im Modell angenommene lineare Erzeugung der Proteine sein.
Eine Beobachtung der Anzahl an freien Proteinen und gebundenen Proteinen im
Experiment zeigt jedoch eine nichtlineare Abhängigkeit der Syntheserate von der
Zeit (im Anhang Abbildung F.2). Im Experiment gibt es zunächst einen langsamen
Anstieg der Proteinkonzentration, da die für die Synthese eines Proteins benötigten
molekularen Maschinen erst in den Bereich der DNA-Bürsten diffundieren müssen.
Anschließend wächst die Gesamtkonzentration der Moleküle zunächst exponenti-
ell an und verläuft zwischen 30 und 90min annähernd linear. Für längere Zeiten
führt das Aufbrauchen der Substrate zu einer verlangsamten Proteinsynthese (im
Anhang Abbildung F.2). Ein weiterer Grund für Abweichungen zwischen Theo-
rie und Experiment zu späteren Zeitpunkten liegt in der Beobachtung mittels eines
inversen Lichtmikroskops. So ist die Intensität des Fluoreszenzsignals der freien
Moleküle scheinbar schwächer als die des Fluoreszenzsignals der an der Oberflä-
che gebundenen Moleküle. Diese Vermutung wird gestützt durch die Beobachtung,
dass sich im Experiment scheinbar die Gesamtanzahl der Proteine im System mit
der Fallenkapazität ändert (im Anhang Abbildung F.2). Die Fallenkapazität sollte
jedoch keinen Einfluss auf die Gesamtanzahl der Proteine im System haben.

7Eine Vorstellung von der Fallenverteilung lässt sich mit der Betrachtung des experimentellen Setups im An-
hang in Abbildung C.4 gewinnen.
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Abbildung 4.12.: Theoretische Betrachtung des Einflusses der Fallenkapazität auf die Verteilung
der freien und der an der Oberfläche gebundenen Proteine in Abhängigkeit vom
Ort. Die Spalten zeigen die unterschiedliche Fallenverteilungen (I): inhomogene Fallen-
verteilung, (II) mit einer Fallenkapazität von Cmax

i,b = 1 µM. (III) Cmax
i,b = 2 µM. Das graue

Rechteck kennzeichnet den Ort der Quelle. Weitere Parameter siehe Anhang Tabel-
le A.11.
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Abbildung 4.13.: Experimentelle Betrachtung des Einflusses der Fallenkapazität auf die Verteilung der
freien und der an der Oberfläche gebundenen Proteine in Abhängigkeit vom Ort. Die
Spalten zeigen die unterschiedlichen Fallenkapazitäten Cmax

i,b (a-b): Cmax
i,b <= 1 µM, (c-

d) Cmax
i,b = 1 µM. (e-f) Cmax

i,b = 2 µM. Unterschiedlichen Zeitpunkte sind in der Legende
dargestellt. Cmax

b+u,Ci,b+u
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Kapitel 5

Oberflächen- vs. Lösungsassemblierung in

Systemen mit zwei Proteinuntereinheiten

Das folgende Kapitel betrachtet die Dynamik der Proteinkomplexbildung, wobei
zwei Assemblierungspfade unterschieden werden. Dafür wird das in Abschnitt 4.3
beschriebene System durch eine zweite Proteinuntereinheit erweitert, was die Be-
trachtung der Assemblierung von Proteinkomplexen erlaubt. In den Experimenten
unseres Kooperationspartners, der Gruppe von Roy Bar-Ziv1, werden hierfür zwei
verschiedene DNA-Bürsten lokalisiert auf die Oberfläche des Biochips aufgebracht,
die die unterschiedlichen Proteintypen (gp10, gp7) codieren. Um ein besseres Ver-
ständnis des Einflusses verschiedener physikalischer Parameter auf den Assemblie-
rungsprozess zweier Proteintypen zu einem Komplex zu erhalten, wird der in Kapi-
tel 3 beschriebene experimentelle Aufbau in silico nachgebildet. Die Lösung dieses
numerischen Systems nutzt das in Abschnitt 2.2 beschriebene Verfahren (RvD Mo-
dell). In Verbindung mit den Experimenten wird der Einfluss des Abstands zwischen
den Translationsorten auf die Verteilung der an der Oberfläche gebundenen Prote-
inkomplexe auf die Dominanz der Assemblierungspfade sowie auf die Effizienz der
Komplexbindung diskutiert.

Teile der in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse wurden in Referenz [54] ver-
öffentlicht.

1Abteilung für Materialien und Grenzflächen, Helen & Martin Kimmel Zentrum für Nanowissenschaft, Weiz-
mann Institut Rehovot
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5. Oberflächen- vs. Lösungsassemblierung

5.1. Modellierung der Proteinkomplexbildung

Es wird die Bildung von Komplexen aus den Proteinpopulationen A (gp10) und
B (gp7) und deren Bindung an Fallen (gp11) untersucht. Die Quellen für Protei-
ne A und B befinden sich in den Bereichen, in denen die Proteintypen gp10 und
gp7 synthetisiert werden. Zu Beginn sind alle Fallen frei und es befinden sich keine
Proteine A und B im System. Die Synthese der Proteine A und B erfolgt durch
die jeweilige Quelle mit den Produktionsraten ↵A und ↵B. Die Proteine A und B
diffundieren entweder frei in der Lösung mit Diffusionsrate eDA, eDB oder binden in
der Lösung zu einem Komplex AB. Der Komplex AB diffundiert mit einer Diffusi-
onsrate von eDAB oder bindet mit einer Bindeaffinität von F ,AB an die Fallen. Der
soeben beschriebenen Assemblierungspfad für die in Lösung assemblierten Kom-
plexe wird als lösungsassembliert bezeichnet. Ein weiterer Assemblierungspfad der
Komplexbildung ist die Oberflächenassemblierung. Hier bindet das Protein A mit
einer Binderate F ,A an eine freie Falle F . Dadurch ist Protein A an der Oberflä-
che immobilisiert und kann nur noch durch Bindung eines frei diffundieren Prote-
ins B, mit Binderate o, zur Komplexbildung beitragen. Auf diesem Weg entsteht
ein neuer oberflächenassemblierter Proteinkomplex ((FA)B). Durch die Verfol-
gung der Assemblierungspfade und die Berücksichtigung aller genannten Spezies
und ihrer Kombinationen kann im Modell im Gegensatz zum Experiment zwischen
oberflächen- und lösungsassemblierten Komplexen unterschieden werden. Zur Ver-
anschaulichung sind die im Modell betrachteten Reaktionen im Folgenden in einem
Reaktionsschema dargestellt:

• Erzeugung von Proteinen A und B
; ↵A�! A ; ↵B�! B

• Assemblierung von Proteinen A und B zu gebundenen Komplexen F(AB)
und (FA)B

oberflächenassembliert:
F +A F,A���! FA
FA+ B o�! (FA)B

lösungsassembliert:
A+ B l�! AB
F +AB F,AB���! F(AB)

Das oben beschriebene System ist im Experiment auf einem Biochip mit gleicher
Geometrie wie im 100-Boxenmodell (Abschnitt 4.3) realisiert. Die schematische
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0 L
x

A B

Abbildung 5.1.: Schematische Darstellung der 2D Geometrie (x-y Ebene) des Biochips. Farbig einge-
zeichnet sind die Quellbereiche der Proteine A (grün) und des Proteine B (gelb). Der
Chip hat in x-Richtung die Länge L.

Darstellung in Abbildung 5.1 zeigt die Ausdehnung eines Chips Länge L in x-
Richtung und die Positionen der Quellbereiche für Protein A und Protein B. Die
dargestellte 2D Geometrie kann nochmals vereinfacht werden durch die Vernach-
lässigung der wechselseitigen sterischen Hinderung der Proteine. Dies erlaubt eine
Reduzierung des Modells durch eine Projektion der kurzen Achse ("y") auf die lan-
ge Achse ("x"). Die zeitliche Entwicklung der sieben verschiedenen Spezies, die
oben eingeführt wurden, lassen sich somit durch ein System aus sieben Differenti-
algleichungen erster Ordnung beschreiben. Die Lösung des Systems erfolgt mittels
des RvD Modells (siehe Abschnitt 2.2). Hierfür werden der Ort in Boxen mit Größe
�x und die Zeit in Zeitschritte �t diskretisiert. Die Positionen und Dimensionen
der Quellen der Proteine A, B werden wie im 100-Boxenmodell (Abschnitt 4.3)
über die Iverson-Klammer beschrieben.

dCi,F (t)

dt
= �F ,ACi,A(t) · Ci,F (t)� F ,ABCi,F (t) · Ci,AB(t) , (5.1a)

dCi,FA(t)

dt
= F ,ACi,A(t) · Ci,F (t)� oCi,FA(t) · Ci,B(t) , (5.1b)

dCi,(FA)B(t)

dt
= oCi,FA(t) · Ci,B(t) , (5.1c)

dCi,F(AB)(t)

dt
= F ,ABCi,F (t) · Ci,AB(t) (5.1d)

für i = 1, ..., N
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5.2. Dynamik der Komplexbildung und Verteilung der Komplexe

Ohne B-Proteine reduziert sich das System von sieben auf drei Populationen (F , A,
FA) und entspricht dem in Kapitel 4.3. diskutierten Fall. Für ein besseres Verständ-
nis des Systems ist eine Betrachtung des Abschnitt 4.3 daher sinnvoll. Durch den
zweiten Proteintyp (B) treten Konkurrenzreaktionen auf, die wiederum die Kom-
plexbildung beeinflussen.

5.2. Dynamik der Komplexbildung und Verteilung der
Komplexe

Die Komplexbildung soll zunächst am Beispiel eines Zeitpunktes betrachtet und
zwar anhand von zwei Grenzfällen: Im ersten Beispiel (Abbildung 5.2 a) werden
die Parameter so gewählt, dass eine Oberflächenassemblierung begünstigt wird.
Durch die Wahl einer sehr kleinen Assemblierungsrate l in der Lösung im Ver-
gleich zur Bindung F ,A der A-Moleküle an die Oberfläche (l ⌧ F ,A) und einer
schnellen Diffusionsrate der freien B-Proteine, wird eine Assemblierung der frei-
en A-Proteine an der Oberfläche begünstigt. Die Komplexbildung erfolgt somit im
Bereich der Quelle der A-Proteine und die Konzentrationsverteilung der Komplexe
folgt der Verteilung der freien A-Moleküle. Das zweite Beispiel (Abbildung 5.2 b)
kombiniert eine schnelle Diffusionsrate der A- und eine langsame Diffusionsrate
der B-Proteine mit einer im Vergleich zur Assemblierung in Lösung geringen Wahr-
scheinlichkeit der A-Proteine an der Oberfläche zu assemblieren (F ,A ⌧ l). Die
freien B-Moleküle sind dadurch lokalisiert. Die Verteilung der gebundenen Kom-
plexe folgt nicht der Verteilung der freien Proteinuntereinheiten B, befindet sich
jedoch wie erwartet eher in der Nähe der Quelle der B-Moleküle.

Abseits dieser beiden Grenzfälle ist die Verteilung der Proteinkomplexe weniger
gut intuitiv erfassbar. Jedoch erlauben numerische Berechnungen dieser Verteilung,
die experimentellen Ergebnisse nachzubilden (Abschnitt 5.3), und ein Verständnis
für die Dynamik der Komplexbildung zu generieren. Im folgenden Abschnitt wird
eine vereinfachte Parameterwahl getroffen und die zeitliche Entwicklung der Kom-
plexbildung untersucht, wobei zwischen lösungsassemblierten und oberflächenas-
semblierten Komplexen unterschieden wird.

Das Maximum der Komplexverteilung verschiebt sich mit der Zeit. Für
eine genauere Betrachtung der Dynamik des Systems wird von einem vereinfach-
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Abbildung 5.2.: Verteilung der an der Oberfläche gebundenen Komplexe (schwarz) und der in Lö-
sung befindlichen freien A- und B-Proteine (blau). Die Rechtecke zeigen die Quell-
bereiche der Proteine A (grün) und B (gelb). Betrachtet werden verschiedene Parame-
terkombinationen: a) Die Diffusion der B-Moleküle ist schneller als die der A-Moleküle
und die Bindung von A an die Oberfläche ist im Vergleich zur Komplexbildung in Lö-
sung begünstigt F,A � l. b) B-Proteine diffundieren langsamer als A-Proteine und
die Bindeaffinität der Proteinuntereinheiten zu einem Komplex in Lösung ist stärker als
die Bindung von A an die Oberfläche F,A ⌧ l. c) Die Diffusion ist gleich und die
Bindeaffinitäten von A und B sind gleich F,A = l.
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5.2. Dynamik der Komplexbildung und Verteilung der Komplexe

ten Parametersatz ausgegangen, in dem die gewählten Parameter aller Spezies, wie
Produktionsraten, Bindeaffinitäten und Diffusionsraten, gleich sind. Im Anfangszu-
stand befinden sich keine Proteine im System und alle Fallen sind homogen über
die Oberfläche mit einer Fallenkapazität Cmax

i,b verteilt, wobei Cmax
i,b = Cmax

b gilt.
Sobald die Proteinsynthese beginnt füllen sich zunächst die Fallen im Bereich der
Quelle A bis es zu einer Sättigung im Quellbereich kommt (Abbildung 5.3 a, d).
Der Sättigungsbereich dehnt sich mit der Zeit immer weiter in Richtung der Quelle
der B-Proteine aus (Abbildung 5.3 g).

Zu frühen Zeitpunkten (t = 5 · 103 �t, Abbildung 5.3 a-c) werden die Proteinunter-
einheiten A bevorzugt im Bereich der Quelle gebunden, was zu einer Reduzierung
der freien Proteinuntereinheiten A im Quellbereich führt (Abbildung 5.3 b). Die
Proteinuntereinheiten B können hingegen nur im Komplex mit Protein A an Fal-
len binden, wodurch zunächst mehr freie B-Proteine im System diffundieren. Die
Komplexbildung wird durch die Bindung der Proteine A an die Oberfläche gesteu-
ert (Abbildung 5.3 c). Somit sind die oberflächenassemblierten Komplexe im Be-
reich der Quelle der A-Proteine lokalisiert. Die Beschränkung der Proteine B, nicht
an die Oberfläche binden zu können, begünstigt eine Diffusion der B in Bereiche
der Quelle A, was zu einer Bildung von lösungsassemblierten Komplexen in der
Region der A-Quelle führt.

Mit der Sättigung der Fallen (t = 21 · 103 �t, Abbildung 5.3 d-f) im Bereich der
Quelle A und der damit verbundenen fehlenden Bindemöglichkeit der freien Prote-
inuntereinheiten A, verbleiben mehr von diesen im Bereich der A-Quelle. Die ma-
ximale Konzentration der in Lösung assemblierten Komplexe entsteht am Schnitt-
punkt der Verteilung der freien Proteinuntereinheiten A und B.

Mit zunehmender Sättigung (t = 50 · 103 �t, Abbildung 5.3 g-i) der Fallen entlang
des Chips gelangen mehr Proteinuntereinheiten A bis zur Quelle B. Dies bedingt ei-
ne Verschiebung des Maximums der Verteilung der in Lösung assemblierten Kom-
plexe in Richtung zur Quelle B. Die an der Oberfläche assemblierten Komplexe
befinden sich im Mittel im Vergleich weiterhin näher an der A Quelle.

Die oberflächenassemblierten Komplexe dominieren das System. Die Be-
trachtung der zeitlichen Entwicklung erfolgt durch die Summation der Konzentra-
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Abbildung 5.3.: Die Limitierung der Fallen führt zu einem Wechsel von einem oberflächenassem-

blierten zu einem lösungsassemblierten Regime. Dargestellt ist die Konzentrations-
verteilung verschiedener Spezies X zu den Zeitpunkten t: Spalten (a-c) t = 5 · 103 �t,
(d-f) t = 21 · 103 �t, (g-i) t = 50 · 103 �t. Unterschieden wird in den Zeilen zwischen
den Spezies: (a, d, g) der besetzten Fallen, die der Gesamtheit aller gebundener Pro-
teine im System entspricht, (b, e, h) der freien Proteinuntereinheiten A (blau, ) und B
(orange, ), (c, f, i) der Gesamtkonzentration an gebundenen Komplexen (blau, ) die
aus der Summe der oberflächenassemblierten Komplexe die an der Oberfläche gebun-
den (orange, ) sind und der lösungsassemblierten Komplexe (grün, ) bestehen.
Die Quellbereiche der Proteinuntereinheiten A (blau) und B (orange) sind als farbige
Rechtecke gekennzeichnet.
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5.2. Dynamik der Komplexbildung und Verteilung der Komplexe

tion der Population X über alle Boxen CX (t) = 1/N
PN

i=1 Ci,X (t). Die Dominanz
der Assemblierungspfade wird beschrieben durch das Verhältnis2

Csurf(t)

Csurf(t) + Csol(t)
(5.3)

der Konzentration von Csurf(t) oberflächenassemblierten Komplexen zur Summe
der Konzentrationen Csurf(t) und Csol(t) von oberflächen- und lösungsassemblier-
ten Komplexen. Die Werte der Dominanz der Oberflächenassemblierung liegen im
Bereich (0.5, 1] und für die Dominanz der Lösungsassemblierung zwischen [0, 0.5).

Die zeitliche Entwicklung in Abbildung 5.4 b (gleicher Parametersatz wie in Ab-
bildung 5.3) zeigt, dass die an der Oberfläche gebundenen Komplexe hauptsächlich
aus oberflächenassemblierten Komplexen bestehen. Mit der Zeit nehmen die an
der Oberfläche gebundenen A-Proteine3 ab, die noch für eine Bindung mit B-Pro-
teinen zur Verfügung stehen (Abbildung 5.4 b). Dies ist auf die Ausdehnung des
Sättigungsbereiches der Fallen in die Quellbereiche der B-Proteine zurückzuführen
(Abbildung 5.3 f, i). Die Ausdehnung des Sättigungsbereiches steigert die Bildung
von lösungsassemblierten im Verhältnis zu oberflächenassemblierten Komplexen
(Abbildung 5.4 b Gradient von dunkelrot zu hellrot; Abbildung 5.3 f, i).

Bis zur Sättigung der Fallen wird der gesamte Prozess durch die oberflächenassem-
blierten Komplexe dominiert (Abbildung 5.4 b). Die Dominanz der oberflächenas-
semblierten Komplexe ist bedingt durch die Eigenschaft der A-Proteine, allein an
der Oberfläche binden zu können. Reduziert man die Bindeaffinität F ,A der A-
Proteine an die Oberfläche um den Faktor 10 und führt eine schnellere Diffusion
der Proteinuntereinheiten B ein, kompensiert das den Bindevorteil der Proteine A
an die Oberfläche (Abbildung 5.4 a). Durch die Reduktion der Bindeaffinität F ,A

der Proteinuntereinheiten A diffundieren diese weiter in Richtung der Quelle der B,
bevor sie an der Oberfläche binden und sind nicht mehr hochkonzentriert in ihrem
Quellbereich lokalisiert (Anhang, Abbildung D.4). Die oberflächenassemblierten
Komplexe sind dadurch wesentlich breiter verteilt und es erfolgt für frühe Zeiten
(t < 1 · 104 �t) eher eine Assemblierung der Komplexe in Lösung (Anhang Abbil-
dung D.4, Abbildung 5.4 a). Mit der Zunahme der gebundenen A im Quellbereich
entstehen dadurch ebenfalls mehr an der Oberfläche assemblierte Komplexe (Abbil-

2Die Konzentrationen der oberflächen- Csurf(t) und lösungsassemblierten Csol(t) Komplexe sind durch
Csurf(t) = 1/N

PN
i=1 Ci,(FA)B(t) und Csol(t) = 1/N

PN
i=1 Ci,F(AB)(t) gegeben.

3An der Oberfläche gebundene A werden als Spezies FA bezeichnet. Sobald diese mit B binden werden
diese nicht mehr als oberflächengebundene A (Spezies FA) bezeichnet sondern als oberflächenassembliert
Komplexe (FA)B
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Abbildung 5.4.: Zeitliche Entwicklung der Dominanz der oberflächen- (rot) und lösungsassemblier-

ten (blau) Komplexe. Die Stärke der Dominanz berechnet sich aus dem Verhältnis aus
der Konzentration der an der Oberfläche gebundenen Komplexe durch die Gesamtanzahl
der gebundenen Komplexe und ist durch den Farbgradienten dargestellt. Je dunkler die
Farbe desto dominanter ist der jeweilige Assemblierungspfad, wobei weiß bedeutet, dass
Lösungs- und Oberflächenassemblierung gleich stark sind. (a) Eine Reduzierung der Bin-
deaffinität zwischen A-Protein und der Oberfläche F,A (F,A = o/10 = F,AB/10 =
l/10) bewirkt eine Verstärkung der in Lösung assemblierten Komplexe (blaue Fläche un-
ter dem Graphen) (b) Gleiche Bindeaffinitäten (F,A = o = F,AB = l) bewirken eine
Dominanz der oberflächenassemblierten Komplexe (rote Fläche unter dem Graphen)

dung 5.4 a). Es folgt ein Regimewechsel von einem lösung- zu einem oberflächen-
assemblierten Regime, der nicht von langer Dauer ist – der Regimewechsel ist in
Abhängigkeit vom Ort zu erkennen und findet lokal statt (Anhang Abbildung D.4).
Durch die Sättigung der Fallen und der damit limitierten Möglichkeit der freien A-
Proteine in der Nähe der Quelle binden zu können, verringert sich die Dominanz
der oberflächenassemblierten Komplexe erneut. Es kommt zu einem lösungsdomi-
nierten Assemblierungsgeschehen. Die Abbildung 5.4 zeigt, dass durch die Redu-
zierung des Vermögens von A an der Oberfläche binden zu können, die Dominanz
der Assemblierungspfade von oberflächen- (Abbildung 5.4 b) zu lösungsassemb-
liert (Abbildung 5.4 a) geändert werden kann.
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5.3. Vergleich von Simulation und Experiment

Von unseren Kooperationspartnern um Prof. Dr. Roy Bar-Ziv (Weizmann-Institut,
Israel) wurde experimentell die Assemblierung zweier Proteintypen A (gp10) und
B (gp7) zu einem Komplex untersucht. Hierbei wurde der Translationsort für A
festgehalten und für B variiert. Die experimentell bestimmte Menge an gebundenen
Komplexen in Abhängigkeit vom Abstand ist in Abbildung 5.5 mit ihrer Standard-
abweichung dargestellt [54]. Der Abstand zwischen den Translationsorten A und B
wurde zwischen 100 und 500 µm variiert. Der Versuchsaufbau und die experimen-
telle Methode zur Messung der Menge der Komplexe sind in Abschnitt 3.2 erklärt.
Die Messungen wurden mit dem gleichen Setup wie beim Experiment mit nur ei-
nem Proteintyp (Abschnitt 4.7) durchgeführt. Durch die Hinzunahme einer zweiten
DNA-Bürste, die eine weitere Proteinuntereinheit codiert, kann die Entstehung von
Proteinkomplexen beobachtet werden. Mit Hilfe der Computersimulationen werden
diese experimentellen Ergebnisse nachgebildet. Durch die Betrachtung des einzel-
nen Proteintyps A in Abschnitt 4.7 konnten bereits drei Parameter für die Simulatio-
nen festgelegt werden. Diese sind die Produktionsrate ↵A, die Diffusionsrate eDA des
Proteins A und die Bindeaffinität F ,A von A-Proteinen und der Oberfläche (bzw.
der dort befindlichen Fallenmoleküle). Für einige der übrigen Parameter können
Schätzwerte aus der Literatur entnommen werden. So befindet sich z.B. die Diffusi-
onsrate der Proteinuntereinheit B im Bereich derer von A (siehe Anhang D.1). Die
Bestimmung der B-Proteinexpression ist auf Grund der Vielzahl der Prozesse kom-
pliziert. Hier finden u.a. Transkription und Translation statt, zusätzlich kommt es zu
Effekten wie der Beschleunigung der Transkription bei co-transkriptionaler Trans-
lation um ein sechsfaches [75]. Die Verteilung der Komplexe, die nach t = 2h

an der Oberfläche gebunden sind, ermöglicht indirekt eine Abschätzung der Pro-
duktionsrate der B-Proteine. Auf Grund der Variation vieler Parameter kann diese
Abschätzung aber nur grob erfolgen.

Die Verteilung der gebundenen Komplexe ist experimentell für sechs verschiedene
Abstände zwischen den Translationsorten jeweils 2 h nach dem Start der Synthe-
se gemessen worden [54]. Die experimentellen Datensätze sollen durch Simulatio-
nen nachgebildet werden, wobei nur ein zu bestimmender Simulationsparameter-
satz verwendet werden soll; lediglich der Parameter, der den Abstand der Trans-
lationsorte darstellt, ändert sich. Als Kriterium für die Stärke der Abweichung der
theoretischen von der experimentellen Kurve wird die Summe der Residuenquadra-
te (engl. sum of squared estimate of errors, SSE) verwendet. Beim Fitting (Abbil-
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Abbildung 5.5.: Experimentelle Untersuchung der Komplexbildung durch Variation des Abstandes
zwischen den Translationsorten. Die Daten zeigen die Verteilung der Proteinkomplexe
entlang des Biochips für verschiedene Distanzen zwischen den Translationsorten (sie-
he Legende). Das Fluoreszenssignal ist normiert auf das Maximum des Signals der ge-
mischten DNA-Bürsten. Die Schattierung zeigt die Standardabweichung. In dem Bereich
zwischen 60 und 150 µm sind die Daten beschnitten, da durch das Aufbringen der DNA-
Bürsten in dem Bereich in den mikroskopischen Bildaufnahmen Artefakte entstanden
(„spotting“ sichtbar).

dung 5.6) sticht der Fall der gemischten DNA-Bürsten (Abstand 0 µm) heraus und
weicht, im Gegensatz zu den anderen Abständen zwischen den Translationsorten,
vergleichsweise stark von den theoretischen Beobachtungen ab. Der Vergleich von
Abständen, die dicht beieinander liegen, mit weit voneinander entfernten Transla-
tionsorten zeigt, dass das in-silico-System (Abschnitt 5.1) entweder dicht beiein-
ander liegende Translationsorte gut abbilden kann, oder weit voneinander entfernte
Translationsorte. Ein perfektes Fitting, bei dem alle fünf Kurven (Abbildung 5.6 b-f)
perfekt reproduziert wurden, gibt es nicht. Die genaue Betrachtung der gemischten
DNA-Bürsten bestärkt die Vermutung, dass bei dicht beieinander liegenden Trans-
lationsorten ein besonderer Effekt auftritt, der in der Simulation nicht berücksichtigt
wurde.

Im Fall der gemischten DNA-Bürsten (Abbildung 5.6 a) wurde das experimentelle
Setup leicht verändert: Während in den Fällen mit endlichen Abständen zwischen
den DNA-Bürsten 25% der DNA-Moleküle gp10 und 100% gp7 codieren, sind in
den gemischten Bürsten 25% gp10 der DNA-Moleküle und nur 75% gp7 codiert.
Dadurch, dass sich die Translationsorte an einem Ort befinden, halten sich auch al-
le für die Proteinsynthese notwendigen molekularen Maschinen an einem Ort auf.
Diese Lokalisierung kann somit eine höhere Proteinexpression bewirken. Dieser Ef-
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Abbildung 5.6.: Theoretische Untersuchung des Einflusses des Abstandes der Translationsorte auf
die Verteilung der gebundenen Komplexe (a-f) zeigen die Konzentration Cb,Comp der
gebundenen Komplexe entlang des Biochips normiert über das Maximum der Konzen-
tration Cmax,mix

b,Comp der gemischten DNA-Bürsten. Dabei werden die experimentellen Da-
ten (durchgezogene Linien) und deren Standardabweichung (Schattierung) bestmöglich
durch das in Abschnitt 5.1 beschriebene Modell mit einem Parametersatz für alle Abstän-
de angenähert (gestrichelte Linien). Die Farben in den obigen Schemata entsprechen
dem Abstand zwischen den Translationsorten: (a) gemischter Bürstenfall mit 0 µm und
einen Abstand von (b) 100 µm (c) 200 µm (d) 300 µm (e) 400 µm (f) 500 µm. Parameter
sind im Anhang in Tabelle A.16 zu finden.
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5. Oberflächen- vs. Lösungsassemblierung

fekt ließ sich im Computermodell durch eine Erhöhung der entsprechenden Produk-
tionsrate nachstellen, was aber nicht zu einer verbesserten Anpassung führt (siehe
Anhang Abbildung D.2, Abbildung D.3). Demzufolge spielen anscheinend andere
Effekte im Fall der gemischten DNA-Bürsten eine Rolle, die in den Simulationen
noch nicht berücksichtigt sind. Einer dieser Effekt könnte die co-translationale As-
semblierung sein, bei der bereits eine Proteinkomplexbildung an einem noch nicht
fertigen Protein stattfindet. Dies würde somit im Modell im Bereich der Transla-
tionsorte zu einer stärkeren effektiven Bindeaffinität in der Lösung führen. Eine
weitere mögliche Begründung für die experimentell gemessene breite Verteilung
der Komplexe wäre eine schlechte Bindung der in Lösung assemblierten Komplexe
an die Oberfläche.

Ich konnte zeigen, dass es möglich ist, die Verteilung der Komplexe aus dem Ex-
periment für alle sechs Abstände zu fitten, solange auch eine Variation des Parame-
tersatzes für den gemischten Bürsten-Fall ermöglicht wird [54]. Hierbei wurden die
experimentellen Datensätze für die fünf endlichen Abstände mit einem Parameter-
satz gefittet und lediglich die Bindeaffinität in Lösung für den gemischten Bürsten
Fall erhöht. Dies zeigte, dass eine genauere Betrachtung der co-translationalen As-
semblierung im Computermodell ein wichtiger Faktor sein könnte für eine noch
bessere Abbildung der Experimente.

5.4. Einfluss des Abstands der Translationsorte auf den
Assemblierungspfad

Ein großer Vorteil des Computermodells im Vergleich zum Experiment ist die Nach-
verfolgbarkeit der Assemblierungspfade. Die Simulation unterscheidet hierbei zwi-
schen oberflächen- und lösungsassemblierten Komplexen. Da die Komplexe sich le-
diglich durch die Historie der Komplexbildung unterscheiden und strukturell gleich
sind, kann experimentell nicht zwischen beiden Arten unterschieden werden. Der
Einfluss des Abstands zwischen den Translationsorten auf die Lokalisierung der
Komplexbildung und auf die Dominanz der Assemblierungspfade soll in Abbil-
dung 5.7 näher betrachtet werden. Hierfür dient der durch das Fitting an die experi-
mentellen Daten bestimmte Parametersatz. Die Änderung des Abstandes zwischen
den Translationsorten zeigt, dass der Abstand einen Einfluss auf die Lokalisierung
der Komplexe hat (Abbildung 5.7). Mit der Erhöhung des Abstands wird die Ver-
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5.4. Einfluss des Abstands der Translationsorte

teilung der oberflächenassemblierten Komplexe breiter und verschiebt sich in Rich-
tung des Translationsortes der Proteinuntereinheit B (Abbildung 5.7, Anhang Ab-
bildung D.5). Im Unterschied dazu wird die Verteilung der in Lösung assemblierten
Komplexe mit zunehmenden Abstand zwischen den Translationsorten schmaler und
das Maximum sinkt. Nach t = 2h sind die in Lösung assemblierten Komplexe do-
minanter. Durch die Erhöhung des Abstands der Translationsstellen gewinnt also
die Assemblierung an der Oberfläche an Bedeutung. Die Summe aus oberflächen-
und lösungsassemblierten Komplexen ergibt die Gesamtkonzentration der gebunde-
nen Komplexe, die im Experiment (Abbildung 5.7, schattierte Regionen) gemessen
wurden.

Effizienz der Komplexbindung

Die Komplexbindungs-Effizienz fb,Comp mit der Komplexe an die Oberfläche ge-
bunden werden, berechnet sich aus der Konzentration gebundener Komplexe ((FA)B,
F(AB)) und der maximalen Konzentration aller möglichen Komplexe. Dabei wer-
den sowohl die lösungs- als auch oberflächenassemblierten Komplexbildungspfade
berücksichtigt.

fb,Comp(t) =
1

N

PN
i=1 Ci,(FA)B(t) + Ci,F(AB)(t)

CComp,possible(t)
(5.4)

Die Möglichkeit zur Proteinkomplexbildung wird beschrieben durch die im Ge-
samtsystem befindlichen Proteinuntereinheiten A, B unter Einbezug der Massener-
haltung. Hierbei schreibt die Massenerhaltung vor, dass die jeweils geringere Kon-
zentration der Proteintypen A und B die mögliche Konzentration CComp,possible an
Komplexen bestimmt.

CComp,possible(t) =

8
<

:
1/N

PN
i=1 ↵A [i = iprodA] t , ↵A  ↵B

1/N
PN

i=1 ↵B [i = iprodB] t , ↵A > ↵B

(5.5)

Der Einfluss der Limitierung der Fallen auf die Effizienz der Komplexbindung kann
mit Hilfe der Fallen-Effizienz ermittelt werden. Die Fallen-Effizienz fb,A+Comp der
an der Oberfläche gebundenen Moleküle wird beschrieben durch die Gesamtanzahl
aller an der Oberfläche gebundenen Proteine im Verhältnis zur möglichen Anzahl an
gebundenen Proteinen. Die Bindung an der Oberfläche findet nur über die Proteine
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Abbildung 5.7.: Unterscheidung der Assemblierungspfade in Abhängigkeit vom Abstand der Trans-
lationsorte Gezeigt ist die Verteilung der Konzentrationen der an der Oberfläche gebun-
denen Spezies Cb,X , d. h. aller Komplexe, oberflächen- und lösungsassemblierte Kom-
plexe. Der durch das Fitting in Abbildung 5.6 ermittelte Parametersatz erlaubt eine Unter-
scheidung zwischen oberflächen- und lösungsassemblierten (gepunktet und gestrichelt)
Komplexen. Der Bereich der experimentellen Beobachtung (Schattierung, siehe auch Ab-
bildung 5.6) dient zum Vergleich und zeigt die Konzentration Cb,Comp der gebundenen
Komplexe. Die Farben in den obigen Schemata entsprechen dem Abstand zwischen den
Translationsorten: (a) gemischter Bürstenfall mit 0 µm und einen Abstand von (b) 100 µm
(c) 200 µm (d) 300 µm (e) 400 µm (f) 500 µm. Parameter sind zu finden im Anhang in
Tabelle A.16.
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5.4. Einfluss des Abstands der Translationsorte

A statt, somit lässt sich einfach über die Erzeugung ↵A der A-Proteine die mögliche
Anzahl an gebundenen Proteinen bestimmen:

fb,A+Comp(t) =

PN
i=1 Ci,FA(t) + Ci,(FA)B(t) + Ci,F(AB)(t)PN

i=1 ↵A [i = iprodA] t
(5.6)

Die Dynamik und die Effizienz der Komplexbindung in Abhängigkeit vom Abstand
ist in Abbildung 5.8 dargestellt. Auf den für das Experiment relevanten Zeitskalen
resultieren für einen kleinen Abstand zwischen den Translationsorten mehr Kom-
plexe im Vergleich zu einem weiten Abstand (Abbildung 5.8 b,d). Die Anzahl der
Komplexe steigt nach einer Zeit von 4 · 104 �t linear mit der Zeit an. Die Effi-
zienz der Komplexbindung wächst mit der Verringerung des Abstandes zwischen
den Translationsorten (Abbildung 5.8 a). Erst auf langen Zeitskalen wird der Ein-
fluss der Limitierung der Fallen in der Effizienz der Komplexbindung sichtbar (Ab-
bildung 5.8 c), der auch im System mit nur einem Protein beobachtbar ist (Ab-
schnitt 4.3 in Abbildung 4.6 a, Abbildung 4.7 a). Für einen direkten Vergleich des
Einflusses der Limitierung der Fallen wird die Fallen-Effizienz für zwei Proteinty-
pen mit Gleichung (5.6) eingeführt. Diese gibt die maximal erreichbare Effizienz
der Bindung von Molekülen an der Oberfläche in Abhängigkeit von der Zeit an.
Die Fallen-Effizienz ist unabhängig vom Translationsort der Proteine B, da eine
Bindung an der Oberfläche4 nur über A-Proteine möglich ist.

Der Vergleich zwischen Fallen-Effizienz und der Komplexbindungs-Effizienz zeigt
in welchem Bereich die Limitierung der Fallen noch keinen Einfluss auf die Be-
obachtung der Komplexbindung hat (Abbildung 5.8 ). Die Fallen-Effizienz kann
wie in Abbildungen 4.6 und 4.7 in drei Regime eingeteilt werden. Es wird hier-
bei zwischen bindedominierten Regime, Mischregime und produktionsdominierten
Regime unterschieden. Der geringste Einfluss der Fallenkapazität befindet sich im
bindedominierten Regime, danach erfolgt ein geringer Einfluss der Fallenkapazität
im Mischregime bis hin zum produktionsdominierten Regime, wo die Limitierung
der Fallen den Verlauf der Fallen-Effizienz bestimmt. Diesen Einfluss sieht man
auch in dem Verlauf der Komplexbindungs-Effizienz, dennoch kann zwischen der
Komplexbindungs-Effizienz und Fallen-Effizienz unterschieden werden, was zeigt,
dass die Komplexbildung im System für die Bindung der Komplexe an der Ober-
fläche eine Rolle spielt. Insbesondere im bindedominierten Regime und Mischre-

4Die Bindung der Proteinuntereinheiten A erfolgt an eine modifizierte Oberfläche Abschnitt 3.1. Diese bein-
haltet bereits gebundene Moleküle an der Oberfläche, die vor dem Beginn des eigentlichen Experiments
aufgebracht werden.
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5. Oberflächen- vs. Lösungsassemblierung

gime sind für große Abstände der Translationsorte Fallen-Effizienz und Komplex-
bindungs-Effizienz unterschiedlich. Dieser Unterschied nimmt mit dem Beginn des
produktionsdominierten Regimes deutlich ab. Das produktionsdominierte Regime
ist daher der Bereich in dem am wenigsten Aussagen über die Komplexbildung
im Experiment getroffen werden kann. Diese Zusammenhänge können mit der Be-
trachtung der an der Oberfläche gebundenen Komplex genauer verdeutlicht werden
(Abbildung 5.8 b, d).

Mit der Sättigung der Fallen und dem Übergang ins produktionsdominierte Regime
befindet sich das System in einem quasi-stationären Zustand. Die Konzentration
der gebundenen Moleküle ändert sich nicht mehr mit der Zeit und die in der Lö-
sung freien Proteinuntereinheiten und Komplexe steigen linear mit der Zeit an. Die
quasi-stationäre Konzentration der an der Oberfläche gebundenen Komplexe ist ab-
hängig vom Abstand zwischen den Translationsorten: Bei einem großen Abstand
der Translationsorte zueinander binden zu Beginn recht viele A-Proteine an die
Oberfläche, da die B-Proteine erst noch in die Nähe der A-Syntheseorte diffundie-
ren müssen und anschließend dort an die oberflächengebundenen A-Proteine bin-
den. Dies führt zu einer anfänglich dominierenden Oberflächenassemblierung, die
aufgrund der hohen Bindeaffinität der A- und B-Proteine in Lösung recht schnell in
eine lösungsdominierte Assemblierung umschwingt. Mit zunehmender Sättigung
der Fallen verschieben sich die Komplexbildungen immer mehr in Richtung der
Quelle der B. An die eventuell noch freien oberflächen gebundenen A (FA) wer-
den somit kaum noch B-Proteine binden. Dadurch entstehen fast nur noch in Lö-
sung assemblierte Komplexe. Hingegen führt ein geringerer Abstand zwischen den
Translationsorten zu einer Verbesserung der Bindung der B-Proteine an die oberflä-
chen gebundenen FA-Proteine zu frühen Zeitpunkten. Dadurch wird zu frühen Zei-
ten der Quellbereich der A-Proteine mit Komplexen gesättigt. Dies erklärt für den
quasi-stationären Zustand, warum weniger gebundene Komplexe bei einem weiten
Abstand zwischen den Translationsorten vorliegen.
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Abbildung 5.8.: Kurz- und Langzeitverhalten der Komplexbindungs-Effizienz im Vergleich zur
Fallen-Effizienz. Die Beeinflussung der Komplexbindungs-Effizienz durch die Limitie-
rung der Fallen an der Oberfläche wird durch die Fallen-Effizienz beschrieben. Wie auch
im Einproteinfall lässt sich der zeitliche Verlauf der Fallen-Effizienz in drei Regime eintei-
len I bindedominiertes Regime, II Mischregime, III produktionsdominiertes Regime. Die
Effizienz der Komplexbindung hängt ab von dem Abstand zwischen den Translationsor-
ten (wie in der Legende angegeben). Die experimentelle Beobachtung fand nach etwa
t = 2h (grau schattierter Bereich) statt, was im beginnenden Mischregime der Fallen-
Effizienz liegt. Detailkurven zu den lösungs- und oberflächenassemblierten Komplexen in
Abhängigkeit vom Abstand befinden sich im Anhang Abbildung D.7
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Kapitel 6

Proteinkomplexbildung in der lebenden Zelle

Die Entstehung von Multiproteinkomplexen in der Zelle wird hier im speziellen
am Bakterium Escherichia coli (E. coli) diskutiert. Das Bakterium E. coli kann
vereinfacht als ein Zylinder mit sphärischen Endkappen beschrieben werden (Ab-
bildung 6.1). Die Zelle lässt sich grob in Membran, Zytoplasma und Kernäquivalent
(Nucleoid) einteilen. Das Kernäquivalent beschreibt die Region im Zytoplasma in
der sich die DNA aufhält. Das Zytoplasma, besteht aus einer wässrigen Lösung,
dem sogenannten Zytosol, in dem sich Proteine, Enzyme und die für die Protein-
synthese benötigten molekularen Maschinen und Komponenten, wie z.B. Riboso-
men und tRNA befinden. Die Informationen des Bauplans der Proteine befinden
sich in den entsprechenden Genen auf der DNA, die je nach ihrer Funktionalität in
Clustern zusammengefasst werden, den sogenannten Operonen. Ein Operon enthält
nur einen Terminator, der dazu führt, dass die entsprechenden Gene nacheinander
in einer bestimmten Reihenfolge, der sogenannten Operonanordnung, transkribiert
werden. Die nach der Transkription entstandene mRNA wird als polycistronische
mRNA bezeichnet.

Die Transkription (Abschnitt 1.1) beginnt im Kernäquivalent mit der Bindung der
RNA-Polymerase (RNAP) an den Promotor. Während die mRNA noch transkribiert
wird, beginnen bereits die Ribosomen mit der Translation der mRNA (co-transkrip-
tionelle Translation), was zu einer erhöhten Bewegung des DNA Locus zur Peri-
pherie des Kernäquivalents führt [77]. Durch dessen Verschiebung ergibt sich eine
bessere Zugänglichkeit der Ribosomen an die mRNA. Mit der Termination der mR-
NA nach der Transkription kann diese frei im Zytoplasma diffundieren. Je nach
Größe der mRNA kann diese nach ihrer Termination vom Kernäquivalent ausge-
schlossen sein. Dies hängt mit der starken Verknäulung (Supercoiling) der DNA
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Abbildung 6.1.: Illustration des Querschnitts einer E. coli-Zelle von Goodsell [76]. Gezeigt sind drei
Regionen: Die Zellwand (grün), das Zytoplasma (magenta und blau) und das Kernäqui-
valent (gelb und orange), in dem sich die DNA (gelb) aufhält.
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Abbildung 6.1.: Illustration des Querschnitts einer E. coli-Zelle von Goodsell [74]. Gezeigt sind drei
Regionen: Die Zellwand (grün), das Zytoplasma (magenta und blau) und das Kernäqui-
valent (gelb und orange), in dem sich die DNA (gelb) aufhält.

1 Proteinkomplexbildung in der lebenden Zelle

present in the nucleoid region bind the mRNAs. The
DNA–RNAP–mRNA–ribosome complex moves further outside
the nucleoid due to the increased transcriptional activity and
ribosome binding.

Our work shows that the major factor that causes the gene loci
movement during transcription is different for T7 RNAP- and E.
coli RNAP-driven transcription. As for E. coli RNAP-driven
transcription, translation coupled with transcription causes most
gene loci movement that the deletion of both RBS site and a start
codon (decoupling between transcription and translation) nearly
abolishes the gene loci movement (Figs. 3 and 4). However, the
transcription by T7 RNAP is not coupled with translation. The
deletion of RBS site causes only 30% less movement of gene loci
(Fig. 5f), which means that ribosome binding to mRNA increases
the gene loci movement only 30% more. Thus, as for T7 RNAP-
driven transcription, the transcriptional activity causes most gene
loci movement.

Jin et al. observed foci of transcribing RNAP located at the
surface of the nucleoid under fast growth conditions20,29. These
foci were suggested to be the locations of actively transcribing
genes, such as rrn operons. Since ribosomal RNAs of rrn operons
are not translated by ribosomes, RNAP foci under fast growth
conditions may occur due to high transcriptional activity without
transcription–translation coupling. A recent live-cell super-reso-
lution imaging study showed that highly transcribing RNAPs
tend to cluster at the edge of the nucleoid in minimal media
growth conditions23. In this case, the gene locus may have moved
to the nucleoid periphery mainly by transcription-translation
coupling with forming a large DNA–RNAP–mRNA–ribosome
complex.

How, then, is transcriptional activity correlated with the dis-
tance of gene locus movement? The entropic force and excluded
volume effect are possible sources for the movement, which have
been suggested to exclude ribosomes from the nucleoid43. In this
model, DNA polymers are confined in the center of the cell by
conformational entropy, while multiple 70S-polysomes formed
on nascent mRNA inside the nucleoid diffuse outside the
nucleoid due to the excluded volume effect. The large
DNA–RNAP–mRNA–ribosome complex may feel a strong
entropic force that would drive its movement outside the
nucleoid. The other possible source is that high transcriptional
activity may change the local environment of the gene locus, like
DNA supercoiling49,50 and the chromosomal loop structure
formed by nucleoid-associated proteins (NAPs)51,52. It is well
known that transcription accumulates positive supercoiling
ahead of RNAP and negative supercoiling behind RNAP53.
Supercoiling due to high RNAP activity would accumulate very
rapidly before timely correction by topoisomerases and gyrase,
which may change the local DNA structure size range from tens

of nanometers to hundreds of nanometers54,55. In addition, DNA
supercoiling is highly dynamic that can move by diffusion and
hopping process56, affecting several kilobases away from the
origin of the supercoiling57. Alternatively, high RNAP activity
would dissociate NAPs from DNA, maintaining the bacterial
chromosomal structure, which may also change the looping and
local DNA structure.

Methods
Strains and plasmids. For the experiments with eYFP-T7 RNAP, Cat (chlor-
amphenicol resistance gene)-O1-T7 promoter-O1 with or without lacZ RBS frag-
ment was inserted into the lac promoter region of BW25993 using lambda red
recombination to replace the lac promoter with the T7 promoter. T7p_4.5kb and
T7p_4.5kbΔRBS strains were constructed by inserting tandem T7 terminators
(Tpi)-kanamycin resistance gene (KanR) fragment into the downstream of lacY
gene, resulting in 4.5 kb distance between the T7 promoter and T7 termination site.
For the construction of T7p_3.3kb and T7p_3.3kbΔRBS strains, we put a Tpi-KanR
fragment downstream of the lacZ gene. For the construction of the T7p_lacZ-
12xTetO strain, a KanR-12xTetO fragment was inserted into the downstream of T7
terminators in the strain T7p_3.3kb. The lacZ-6xTetO strain was constructed by
inserting a KanR-6xTetO fragment downstream of the lacZ gene, while lacY and
lacA genes were deleted. The mCherry-6xTetO strain was constructed by replacing
the lacZ gene with the mCherry gene using lambda red recombination and then a
KanR-6xTetO fragment was inserted into the downstream of the mCherry gene.
The antibiotic genes were removed using a FRT cassette after successful cloning.
NL003 strain was constructed by inserting a Tsr-eYFP gene with Cat into the lac
operon for replacing the native lacZYA gene. All strains are described in Supple-
mentary Fig. 16.

T7 RNAP fused with eYFP was expressed from a low-copy-number plasmid
backbone pVS133 (pNL003). L-rhamnose was used to induce eYFP-T7 RNAP
expression from the plasmid, which carries the ampicillin resistant gene (ampR) for
antibiotic selection.

T7 RNAP expressed from a low-copy-number plasmid backbone pVS133
(pNL004). L-rhamnose was used to induce T7 RNAP expression from the plasmid,
which carries chloramphenicol resistance gene for antibiotic selection.

Cell growth conditions. All strains were grown overnight in LB medium at 37 °C
from a single colony for eYFP-T7 RNAP experiments. The overnight cultures were
re-inoculated into fresh M9 medium supplemented with 0.4% glycerol, amino
acids, and vitamins at 1:100 dilution. The cells were grown for 4.5 h with 0.2% L-
rhamnose to induce eYFP-T7 RNAP expression (OD600 ~0.2). Then, the cells were
pelleted by centrifugation for 1 min and re-suspended in a pre-warmed M9
medium supplemented with 0.4% glucose, amino acids, and vitamins at 1:3 dilution
and grown for additional 2 h without L-rhamnose (cell doubling time ~55 min).
The change of the medium and the additional growth period without the
expression of eYFP-T7 RNAP allows the maturation of the FPs already expressed
in cells and the dilution of eYFP-T7 RNAP to a proper concentration in a cell for
the single-protein detection. For 6xTetO array measurements, cells were grown at
30 °C in a M9 medium supplemented with 0.4% glucose, amino acids, and vitamins
to reach OD600 ~0.3. After centrifugation, cells were resuspended to OD600 ~0.1
with 0.4% glycerol, amino acids, vitamins, and 0.2% L-arabinose and grown for 3 h
to express TetR-eYFP. Then, cells were again pelleted by centrifugation and
resuspended to OD600 ~0.1 with 0.4% glucose, amino acids, and vitamins and
grown for another 3 h (cell doubling time ~99 min). This procedure was required
for the maturation of FPs and proper dilution of TetR-eYFP for single-protein
imaging. For T7p_lacZ-12xTetO experiments, cells were grown overnight in LB
medium at 37 °C from a single colony. The overnight cultures were re-inoculated

Fig. 6 Model of gene locus movement by transcription in E. coli cells. Transcription starts inside the nucleoid with formation of the RNAP–promoter
complex. As soon as the ribosome binding site of mRNA is generated, free ribosomal subunits in the nucleoid region bind the mRNA. The
DNA–RNAP–mRNA–ribosome complex moves further outside the nucleoid for easy ribosome access
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Abbildung 1.3: co-transkriptionale Translation

• Es finden verschiedene Mechanismen statt, die zu unterschiedlichen Orten
und assymetrischen Verteilungen der Orte der mRNA folgen

Assemblierung Proteinkomplexe

Die Assemblierung von Proteinkomplexen aus mehreren Untereinheiten innerhalb
der dicht gepackten (engl. crowded) Zellumgebung ist nicht gut verstanden. Die
konventionelle Idee ist, dass es sich um einen post-translationalen Prozess (Abbil-
dung 1.4 a) handelt, d.h. verschiedene Untereinheiten binden erst nach ihrer Protei-
nexpression aneinander. Die Experimente unserer Kooperationspartner der Arbeits-
gruppe von Günter Kramer (Zentrum für Molekulare Biologie der Universität Hei-
delberg) zeigen, dass sich der Komplex auch co-translational (Abbildung 1.4 b) zu-
sammensetzen kann, d.h. eine frei diffundierende Untereinheit bindet an eine noch
nicht vollständige translatierte Polypeptidkette (Shieh u. a., 2015). Die experimen-
tellen Untersuchungen der Komplexbildung finden im Modellorganismus E. coli
statt. An entsprechenden Orten im E. coli Chromosom werden Gene eingebracht,
die die zu beobachtenden Proteinkomplexe kodieren. Durch die Transkription der
entsprechenden Gene entsteht mRNA, die für die Translation der entsprechenden
Proteinuntereinheit benötigt wird.

4

Abbildung 6.2.: Schematische Darstellung der Bewegung des Genlocus am Beispiel von E. coli ,
entnommen aus Referenz [75]. (a) Schematische Darstellung der Zelle mit Kernäqui-
valent (grau) und Zytoplasma (weiß) (b-e) vergrößerter Zellausschnitt; (b) Beginn der
Transkription durch Bindung der RNAP an den Promotor des zu synthetisierenden Gens
(c) Erhöhung der Bewegung des Genlocus in Richtung der Peripherie auf Grund (d, e)
von Bindung von Ribosomen an die noch zu transkribierende mRNA (co-transkriptionelle
Translation).
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6. Proteinkomplexbildung in der lebenden Zelle

Abbildung 6.1.: Illustration des Querschnitts einer E. coli-Zelle von Goodsell [74]. Gezeigt sind drei
Regionen: Die Zellwand (grün), das Zytoplasma (magenta und blau) und das Kernäqui-
valent (gelb und orange), in dem sich die DNA (gelb) aufhält.

1 Proteinkomplexbildung in der lebenden Zelle

present in the nucleoid region bind the mRNAs. The
DNA–RNAP–mRNA–ribosome complex moves further outside
the nucleoid due to the increased transcriptional activity and
ribosome binding.

Our work shows that the major factor that causes the gene loci
movement during transcription is different for T7 RNAP- and E.
coli RNAP-driven transcription. As for E. coli RNAP-driven
transcription, translation coupled with transcription causes most
gene loci movement that the deletion of both RBS site and a start
codon (decoupling between transcription and translation) nearly
abolishes the gene loci movement (Figs. 3 and 4). However, the
transcription by T7 RNAP is not coupled with translation. The
deletion of RBS site causes only 30% less movement of gene loci
(Fig. 5f), which means that ribosome binding to mRNA increases
the gene loci movement only 30% more. Thus, as for T7 RNAP-
driven transcription, the transcriptional activity causes most gene
loci movement.

Jin et al. observed foci of transcribing RNAP located at the
surface of the nucleoid under fast growth conditions20,29. These
foci were suggested to be the locations of actively transcribing
genes, such as rrn operons. Since ribosomal RNAs of rrn operons
are not translated by ribosomes, RNAP foci under fast growth
conditions may occur due to high transcriptional activity without
transcription–translation coupling. A recent live-cell super-reso-
lution imaging study showed that highly transcribing RNAPs
tend to cluster at the edge of the nucleoid in minimal media
growth conditions23. In this case, the gene locus may have moved
to the nucleoid periphery mainly by transcription-translation
coupling with forming a large DNA–RNAP–mRNA–ribosome
complex.

How, then, is transcriptional activity correlated with the dis-
tance of gene locus movement? The entropic force and excluded
volume effect are possible sources for the movement, which have
been suggested to exclude ribosomes from the nucleoid43. In this
model, DNA polymers are confined in the center of the cell by
conformational entropy, while multiple 70S-polysomes formed
on nascent mRNA inside the nucleoid diffuse outside the
nucleoid due to the excluded volume effect. The large
DNA–RNAP–mRNA–ribosome complex may feel a strong
entropic force that would drive its movement outside the
nucleoid. The other possible source is that high transcriptional
activity may change the local environment of the gene locus, like
DNA supercoiling49,50 and the chromosomal loop structure
formed by nucleoid-associated proteins (NAPs)51,52. It is well
known that transcription accumulates positive supercoiling
ahead of RNAP and negative supercoiling behind RNAP53.
Supercoiling due to high RNAP activity would accumulate very
rapidly before timely correction by topoisomerases and gyrase,
which may change the local DNA structure size range from tens

of nanometers to hundreds of nanometers54,55. In addition, DNA
supercoiling is highly dynamic that can move by diffusion and
hopping process56, affecting several kilobases away from the
origin of the supercoiling57. Alternatively, high RNAP activity
would dissociate NAPs from DNA, maintaining the bacterial
chromosomal structure, which may also change the looping and
local DNA structure.

Methods
Strains and plasmids. For the experiments with eYFP-T7 RNAP, Cat (chlor-
amphenicol resistance gene)-O1-T7 promoter-O1 with or without lacZ RBS frag-
ment was inserted into the lac promoter region of BW25993 using lambda red
recombination to replace the lac promoter with the T7 promoter. T7p_4.5kb and
T7p_4.5kbΔRBS strains were constructed by inserting tandem T7 terminators
(Tpi)-kanamycin resistance gene (KanR) fragment into the downstream of lacY
gene, resulting in 4.5 kb distance between the T7 promoter and T7 termination site.
For the construction of T7p_3.3kb and T7p_3.3kbΔRBS strains, we put a Tpi-KanR
fragment downstream of the lacZ gene. For the construction of the T7p_lacZ-
12xTetO strain, a KanR-12xTetO fragment was inserted into the downstream of T7
terminators in the strain T7p_3.3kb. The lacZ-6xTetO strain was constructed by
inserting a KanR-6xTetO fragment downstream of the lacZ gene, while lacY and
lacA genes were deleted. The mCherry-6xTetO strain was constructed by replacing
the lacZ gene with the mCherry gene using lambda red recombination and then a
KanR-6xTetO fragment was inserted into the downstream of the mCherry gene.
The antibiotic genes were removed using a FRT cassette after successful cloning.
NL003 strain was constructed by inserting a Tsr-eYFP gene with Cat into the lac
operon for replacing the native lacZYA gene. All strains are described in Supple-
mentary Fig. 16.

T7 RNAP fused with eYFP was expressed from a low-copy-number plasmid
backbone pVS133 (pNL003). L-rhamnose was used to induce eYFP-T7 RNAP
expression from the plasmid, which carries the ampicillin resistant gene (ampR) for
antibiotic selection.

T7 RNAP expressed from a low-copy-number plasmid backbone pVS133
(pNL004). L-rhamnose was used to induce T7 RNAP expression from the plasmid,
which carries chloramphenicol resistance gene for antibiotic selection.

Cell growth conditions. All strains were grown overnight in LB medium at 37 °C
from a single colony for eYFP-T7 RNAP experiments. The overnight cultures were
re-inoculated into fresh M9 medium supplemented with 0.4% glycerol, amino
acids, and vitamins at 1:100 dilution. The cells were grown for 4.5 h with 0.2% L-
rhamnose to induce eYFP-T7 RNAP expression (OD600 ~0.2). Then, the cells were
pelleted by centrifugation for 1 min and re-suspended in a pre-warmed M9
medium supplemented with 0.4% glucose, amino acids, and vitamins at 1:3 dilution
and grown for additional 2 h without L-rhamnose (cell doubling time ~55 min).
The change of the medium and the additional growth period without the
expression of eYFP-T7 RNAP allows the maturation of the FPs already expressed
in cells and the dilution of eYFP-T7 RNAP to a proper concentration in a cell for
the single-protein detection. For 6xTetO array measurements, cells were grown at
30 °C in a M9 medium supplemented with 0.4% glucose, amino acids, and vitamins
to reach OD600 ~0.3. After centrifugation, cells were resuspended to OD600 ~0.1
with 0.4% glycerol, amino acids, vitamins, and 0.2% L-arabinose and grown for 3 h
to express TetR-eYFP. Then, cells were again pelleted by centrifugation and
resuspended to OD600 ~0.1 with 0.4% glucose, amino acids, and vitamins and
grown for another 3 h (cell doubling time ~99 min). This procedure was required
for the maturation of FPs and proper dilution of TetR-eYFP for single-protein
imaging. For T7p_lacZ-12xTetO experiments, cells were grown overnight in LB
medium at 37 °C from a single colony. The overnight cultures were re-inoculated

Fig. 6 Model of gene locus movement by transcription in E. coli cells. Transcription starts inside the nucleoid with formation of the RNAP–promoter
complex. As soon as the ribosome binding site of mRNA is generated, free ribosomal subunits in the nucleoid region bind the mRNA. The
DNA–RNAP–mRNA–ribosome complex moves further outside the nucleoid for easy ribosome access
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Abbildung 1.3: co-transkriptionale Translation

• Es finden verschiedene Mechanismen statt, die zu unterschiedlichen Orten
und assymetrischen Verteilungen der Orte der mRNA folgen

Assemblierung Proteinkomplexe

Die Assemblierung von Proteinkomplexen aus mehreren Untereinheiten innerhalb
der dicht gepackten (engl. crowded) Zellumgebung ist nicht gut verstanden. Die
konventionelle Idee ist, dass es sich um einen post-translationalen Prozess (Abbil-
dung 1.4 a) handelt, d.h. verschiedene Untereinheiten binden erst nach ihrer Protei-
nexpression aneinander. Die Experimente unserer Kooperationspartner der Arbeits-
gruppe von Günter Kramer (Zentrum für Molekulare Biologie der Universität Hei-
delberg) zeigen, dass sich der Komplex auch co-translational (Abbildung 1.4 b) zu-
sammensetzen kann, d.h. eine frei diffundierende Untereinheit bindet an eine noch
nicht vollständige translatierte Polypeptidkette (Shieh u. a., 2015). Die experimen-
tellen Untersuchungen der Komplexbildung finden im Modellorganismus E. coli
statt. An entsprechenden Orten im E. coli Chromosom werden Gene eingebracht,
die die zu beobachtenden Proteinkomplexe kodieren. Durch die Transkription der
entsprechenden Gene entsteht mRNA, die für die Translation der entsprechenden
Proteinuntereinheit benötigt wird.

4

Abbildung 6.2.: Schematische Darstellung der Bewegung des Genlocus am Beispiel von E. coli ,
entnommen aus Referenz [75]. (a) Schematische Darstellung der Zelle mit Kernäqui-
valent (grau) und Zytoplasma (weiß) (b-e) vergrößerter Zellausschnitt; (b) Beginn der
Transkription durch Bindung der RNAP an den Promotor des zu synthetisierenden Gens
(c) Erhöhung der Bewegung des Genlocus in Richtung der Peripherie auf Grund (d, e)
von Bindung von Ribosomen an die noch zu transkribierende mRNA (co-transkriptionelle
Translation).
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Abbildung 6.2.: Schematische Darstellung der Bewegung des Genlocus am Beispiel von E. coli ,
entnommen aus Yang u. a. [77]. (a) Schematische Darstellung der Zelle mit Kernäqui-
valent (grau) und Zytoplasma (weiß) (b-e) vergrößerter Zellausschnitt; (b) Beginn der
Transkription durch Bindung der RNAP an den Promotor des zu synthetisierenden Gens
(c) Erhöhung der Bewegung des Genlocus in Richtung der Peripherie auf Grund (d, e)
von Bindung von Ribosomen an die noch zu transkribierende mRNA (co-transkriptionelle
Translation).
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zusammen. In der Theorie kann die DNA als domänen-organisiertes Maschennetz
oder Polymernetzwerk mit einer mittleren Maschengröße interpretiert werden [78].
Partikel, die größer sind als die mittlere Maschengröße, können nicht ungehindert
durch das Maschennetzwerk hindurch diffundieren und sind daher vom Kernäqui-
valent ausgeschlossen.

Assemblierung von Proteinkomplexen

Die Assemblierung von Proteinkomplexen aus mehreren Untereinheiten innerhalb
der dicht gepackten (engl. crowded) Zellumgebung ist nicht gut verstanden. Die
konventionelle Idee ist, dass es sich um einen post-translationalen Prozess (Abbil-
dung 6.3 a) handelt, d.h. verschiedene Untereinheiten binden erst nach ihrer Pro-
teinexpression aneinander. Die Experimente unserer Kooperationspartner, der Ar-
beitsgruppe von Günter Kramer (Zentrum für Molekulare Biologie der Universität
Heidelberg) zeigen, dass sich der Komplex auch co-translational (Abbildung 6.3 b)
zusammensetzen kann: D.h. eine frei diffundierende Untereinheit bindet an eine
noch nicht vollständig synthetisierte Polypeptidkette [49]. Die experimentellen Un-
tersuchungen der Komplexbildung finden im Modellorganismus E. coli statt. An
entsprechenden Orten im E. coli-Chromosom werden Gene eingebracht, die die
zu beobachtenden Proteinkomplexe codieren. Durch die Transkription der entspre-
chenden Gene entsteht mRNA, die für die Translation der entsprechenden Protein-
untereinheit benötigt wird.

Bedeutung des Abstandes zwischen den Translationsorten
im in vivo System

Bei Prokaryoten existieren zwei unterschiedliche mRNA-Typen, die monocistroni-
sche und die polycistronische mRNA. Die polycistronische mRNA beinhaltet die
Information mehrerer Proteintypen. Für sie lässt sich der Abstand der Translati-
onsorte aus der Distanz der zu codierenden Sequenzen der Proteinuntereinheiten
berechnen. Bei einer monocistronischen mRNA wird der Abstand der Translations-
stellen durch die Position der entsprechenden Gene bestimmt. Grund hierfür ist die
in Abbildung 6.2 beschriebene co-transkriptionelle Translation, bei der das zu tran-
skribierende Gen in das Zytoplasma transportiert wird, wo die Translation des Pro-
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6. Proteinkomplexbildung in der lebenden Zelle

Abbildung 6.3.: Co- vs. post-translationale-Assemblierung. Räumlich voneinander getrennten Trans-
lationsorte, die durch mRNA (braun, Linie), Ribosomen (grün) und den naszierenden Po-
lypetidketten (rot bzw. blaue Ketten) dargestellt sind. Es werden zwei voneinander unter-
scheidbare Proteine (rot und blau) auf den entsprechenden Translationsorten syntheti-
siert. Ein fertig synthetisiertes rotes Protein (rot, Knäuel), kann auf zwei verschiedenen
Wegen (Pfeile) durch die Bindung mit einem blauen Protein zu einem Komplex (rot und
blau ineinander verknäult) werden. Entweder (a) post-translationalen durch die Bindung
mit einem freien blauen Protein (blau, Knäuel) oder (b) co-translational durch die Bindung
mit der blauen naszierenden Polypeptidkette (blaue Kette, entspricht dem noch nicht fer-
tig synthetisierten blauen Protein, noch gebunden am Ribosom) und dessen Freilassung
nach der Translation der mRNA.

teins stattfindet. Das Zytoplasma wird in meinem Modell als homogenes Medium
angesehen. Durch diese Vereinfachungen kann das in Abschnitt 5.1 beschriebene
in-vitro-Modell auf die Experimente angepasst werden. Um eine co-translationale
Komplexbildung in silico beobachten zu können, wird anstelle der einfachen Erzeu-
gung der fertigen Proteine eine Erzeugung von naszierenden Ketten modelliert und
dadurch eine Initiationsrate und eine Terminationsrate für die jeweilige naszierende
Kette eingeführt.1

In silico soll herausgefunden werden, unter welchen Bedingungen der co- oder der
post-translationale Assemblierungspfad dominiert. In Zusammenarbeit mit unserer
experimentellen Kooperationsgruppe aus Heidelberg wird das in Abschnitt 5.1 be-

1Die hier verwendeten Begriffe „Initiation“ und „Termination“ sind nicht im streng biologischen Sinn defi-
niert. In meinem Modell wird als Initiation der Prozess beschrieben, mit der naszierende Ketten entstehen,
was einer verspäteten Betrachtung des Beginns der Translation gleich kommt. Die Initiationsrate im Modell
beeinflusst die Konzentration der erzeugten naszierenden Ketten pro Zeit, was durch verschiedenste biolo-
gische Faktoren wie die Rate, mit der die Ribosomen an die mRNA binden (Initiationsrate im biologischen
Sinne), die Konzentration der mRNA, oder die Konzentration der auf der mRNA befindlichen Ribosomen
beeinflusst werden kann. Die Termination im Modell beschreibt den Moment, in dem die naszierende Kette
zu einem fertigen Protein geworden ist. Dessen Rate beinhaltet den Translationsprozess, wobei ein Teil der
Faltung des Proteins bereits während des Translationsprozesses stattfindet. Die noch für die Faltung benö-
tigte Zeit nach dem Erreichen des Stopcodons liegt im Mikrosekundenbereich und ist gering im Vergleich
zum Translationsprozess, der im Minutenbereich liegt.
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6.1. Modellierung der in vivo-Proteinkomplexbildung

Abbildung 6.4.: Abstand der Translationsorte ist bedingt durch monocistronische (a) und poly-
cistronische (b) mRNA. Räumlich voneinander getrennten Translationsorte, die durch
mRNA (braun, Linie), Ribosomen (grün) und den naszierenden Polypetidketten (rot oder
blaue Ketten) dargestellt sind. Die für die Proteinsynthese benötigten Informationen für
(a) genau ein Protein und (b) mehr als ein Protein befinden sich auf einer mRNA.

schriebene System an die von ihnen durchgeführten Experimente qualitativ ange-
passt, um so den Einfluss des Abstandes zwischen den Translationsorten der Prote-
inuntereinheiten auf die Effizienz der Komplexbildung bzw. die Konzentration der
Komplexe zu untersuchen. Das hierfür entwickelte Modell soll die Prozesse der
Proteinsynthese und der Komplexbildung miteinander koppeln.

6.1. Modellierung der in vivo-Proteinkomplexbildung

Im Folgenden soll die Komplexbildung von zwei Proteinuntereinheiten untersucht
werden, die der Einfachheit halber Spezies A und B genannt werden. Wie be-
reits oben beschrieben, kann ein Komplex durch zwei unterschiedliche Assemblie-
rungspfade entstehen. Durch die Einführung verschiedener Spezies („co- und post-
Komplexe“) lässt sich in der Simulation der Assemblierungspfad zurückverfolgen
und somit der Ursprung eines jeden Proteinkomplexes aufzeigen.

Zu Beginn der Simulation sind noch keine Proteine im System. Als erstes werden
naszierende Ketten nascA und nascB der jeweiligen Proteinuntereinheiten A und B
mit konstanten Initiationsraten ↵nascA

ini und ↵nascB
ini erzeugt. Verallgemeinert kann für

die Proteinuntereinheiten A oder B auch X geschrieben werden, wobei das X durch
den jeweiligen Buchstaben der Spezies A oder B ersetzt wird. Die naszierenden
Ketten X sind in den Quellbereichen der Proteinuntereinheiten X immobilisiert,
bis sie nach der Translationszeit ablösen und so zu einer fertig gefalteten und frei-
en Proteinuntereinheit X werden. Dieser Prozess wird durch die Terminationsrate
!X
term im Modell beschrieben. Eine freie Proteinuntereinheit A kann mit einer Bin-

derate co an die naszierende Kette nascB binden. Der so entstandene, noch nicht

81



6. Proteinkomplexbildung in der lebenden Zelle

fertige und immobilisierte Komplex AnascB wird mit der Terminationsrate !nascB
term ,

die durch die Translationszeit der Proteinuntereinheit B vorgegeben ist, frei. Der
nun freie, in der Lösung befindliche Proteinkomplex ABco wird auf Grund seines
Ursprungs co-translational assemblierter Komplex genannt. Eine weitere Möglich-
keit der Komplexbildung ist die post-translationale Assemblierung: Alle naszieren-
den Ketten nascB, die noch keine Bindung mit einem Protein A eingegangen sind,
werden mit der Rate !nascB

term zu freien Proteinen B. Trifft ein Protein B auf ein frei
in der Lösung befindliches A, bilden beide Proteinuntereinheiten mit einer Binde-
rate von post einen Komplex ABpost. Entsteht ein Komplex auf diesem Weg, so
sprechen wir von einem post-translational assemblierten Komplex. Der beschrie-
bene Reaktionsverlauf und die Spezies sind im Reaktionsschema in Abbildung 6.5
sowie im Differentialgleichungssystem (6.1) dargestellt. Das so aufgebaute System
erlaubt eine Verfolgung des Ursprungs der Proteinkomplexe und somit eine Unter-
scheidung der unterschiedlichen Assemblierungspfade.

• Initiation der Proteine
; ↵nascA

ini����! nascA ; ↵nascB
ini���! nascB

• Termination der Proteine nach Translationszeit tnascAterm = 1/!nascA
term ,

tnascBterm = 1/!nascB
term

nascA !nascA
term����! A nascB !nascB

term���! B

• Assemblierung der Proteinuntereinheiten

A+ nascB co��! AnascB !nascB
term���! ABco

A+ B post���! ABpost

nascA� naszierendes Protein A
A � Protein A
nascB � naszierendes Protein B
B � Protein B
ABpost� post-translationaler Komplex
ABco� co-translationaler Komplex

Abbildung 6.5.: Reaktionsschema für das in vivo-System. Erzeugung von naszierenden Ketten nascA,
nascB (Initiation der Proteine); Umwandlung der naszierenden Kette in ein fertiges Pro-
tein A, B; Assemblierung der Proteinuntereinheiten zu einem Proteinkomplex ABpost,
ABco.
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dCA(t)

dt
= !nascA

term CnascA(t)� postCA(t)CB(t)� coCA(t)CnascB(t) (6.1a)

dCB(t)

dt
= !nascB

term CnascB(t)� postCA(t)CB(t) (6.1b)

dCABpost(t)

dt
= postCA(t)CB(t) (6.1c)

dCABco(t)

dt
= !nascB

term CAnascB(t) (6.1d)

dCAnascB(t)

dt
= �!nascB

term CAnascB(t) + coCA(t)CnascB(t) (6.1e)

dCnascA(t)

dt
= ↵nascA

ini � !nascA
term CnascA(t) (6.1f)

dCnascB(t)

dt
= ↵nascB

ini � !nascB
term CnascB(t)� coCA(t)CnascB(t) (6.1g)

Bei dem oben beschriebenen System handelt es sich um ein ortshomogenes System.
Dies gilt nur unter der Annahme, dass die Translationsorte und die Proteinunterein-
heiten homogen verteilt sind. Wie eingangs beschrieben, muss in der Zelle von einer
lokalisierten Proteinsynthese ausgegangen werden, was eine Ortsabhängigkeit im-
pliziert. Die E. coli-Zelle ist ein stäbchenförmiges Bakterium und kann als Zylinder
mit sphärischen Endkappen (Abbildung 6.1) betrachtet werden. Diese hat in den
Experimenten unserer Kooperationspartner der Universität Heidelberg eine Länge
von 3 µm und einen Durchmesser von 1 µm. Zur Vereinfachung des Systems haben
wir diesen als einen länglichen Quader angenähert. Dieser ist in seiner y- und z-
Richtung mit 1 µm um ein 3-faches kleiner als in seiner x-Richtung mit 3 µm. Eine
Reduzierung des Systems auf eine Dimension erfolgt durch die Projektion der y-
und z-Achse auf die x-Achse, was zu einer Vernachlässigung der Exklusion der in
dem System zu betrachtenden Molekülen führt (siehe Abschnitte 4.1 und 4.2). Wie
in Abschnitt 4.3 beschrieben erfolgt eine Diskretisierung des Ortes in Boxen i mit
N = 100 Boxen, was bei der E. coli Zelle in x-Richtung eine Boxgröße von 0.03 µm
entspricht. Durch die Ortseinführung spielt jetzt auch die Diffusion des jeweiligen
Proteins eine Rolle. Diese wird durch die unterschiedlichen Diffusionskonstanten
DA, DB für die Proteinuntereinheiten A, B und die Diffusionskonstante DAB der frei
diffundierenden Komplexe ABpost und ABco eingeführt. Die Diffusionskonstante
DAB der fertigen Komplexe ABpost und ABco ist gleich, unter der Annahme, dass
sich die auf unterschiedlichen Assemblierungspfaden gebildeten Komplexe in ihren
physikalischen, makroskopischen Eigenschaften nicht unterscheiden. Die Spezies

83



6. Proteinkomplexbildung in der lebenden Zelle

nascA und nascB sind noch nicht fertig translatiert und befinden sich im Modell
daher immobilisiert im Quellbereich der nascA und nascB. Somit ist die durch den
co-translationalen Prozess entstandene Spezies AnascB bis zur fertigen Translation
des nascB zu B ebenfalls im Quellbereich immobilisiert. Immobilisierte Proteine
besitzen im Modell eine Diffusionskonstante von Null. Das beschriebene System
entspricht folgenden Differentialgleichungssystem, wobei [i = iprodX] die Iverson-
Klammer (engl. Iverson bracket) repräsentiert:

dCi,AnascB(t)

dt
= �!nascB

term Ci,AnascB(t) + coCi,A(t) · Ci,nascB(t) , (6.2a)

dCi,nascA(t)

dt
= ↵nascA

ini

⇥
i = inascAini

⇤
� !nascA

term Ci,nascA(t) , (6.2b)

dCi,nascB(t)

dt
= ↵nascB

ini

⇥
i = inascBini

⇤
� !nascB

term Ci,nascB(t)

� coCi,A(t) · Ci,nascB(t) , (6.2c)

für i = 1, ..., N ,
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6. Proteinkomplexbildung in der lebenden Zelle

0 N=100

A B

i
nascB

inii
nascA
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x in �x

Abbildung 6.6.: Schema des diskretisierten Modellbakteriums mit unterschiedlichen Translationsorten für
Protein A (rot) und B (blau). Die farbigen Bereiche kennzeichnen die Boxen

⇥
i = inascAini

⇤

und
⇥
i = inascBini

⇤
.

Die in vivo Experimente unserer Kooperationspartner fanden in E. coli statt unter
der Betrachtung der Komplexbildung des Proteins CarAB aus den Proteinunterein-
heiten CarA, CarB und dem Protein Luciferase, was aus den Proteinuntereinheiten
LuxA, LuxB [49] aufgebaut ist. Mittels einer Kombination aus Ribosomeprofiling
und Immunopurifikation [49],[79]–[81] konnte herausgefunden werden, dass LuxA
an nascLuxB, aber nicht LuxB an nascLuxA bindet (die gleiche Assymmetrie gilt
für CarA und CarB) [49], was in unserem Modell berücksichtigt wurde. Ebenfalls
zeigten die experimentellen Ergebnisse, dass erst ab einer bestimmten naszierenden
Kettenlänge eine co-translationale Assemblierung möglich ist. Dies liegt u.a. daran,
dass die naszierende Kette erst den Exittunnel des Ribosoms passieren muss, bevor
es für eine Bindung zur Verfügung steht [82]–[87]. Das Modell erlaubt daher auch
erst die Bindung eines freien Proteins mit der naszierenden Kette sobald mehr als
die Hälfte der Kettenlänge des fertigen Proteins vorliegt. Dies hat einen Einfluss
auf die verwendeten Werte der Terminationsraten !nascA

term und !nascB
term , welche sich

nach der Länge der erzeugten naszierenden Kette nascA und nascB richten. Die
Experimente unserer Kooperationsgruppe haben gezeigt, dass ab etwa der Hälfte
der exprimierten Kettenlänge eine Bindung der nascB mit einem fertig translatier-
ten Protein A möglich ist [49]. Somit werden im Modell bereits halb lange nascB
und nascA erzeugt. Somit entspricht die Terminationszeit tnascAterm , tnascBterm der naszie-
renden Ketten nascA, nascB in etwa der Hälfte der biologischen Translationszeit
tnascAtrans , tnascBtrans des gesamten Proteins A, B.

6.2. Degradation und Lokalisierung

Unterschiedliche Prozesse wie z.B. Fehlfaltung der translatierten Proteinunterein-
heit [88], [89] oder die Degradation [90] im eigentlichen Sinne führen dazu, dass
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6.2. Degradation und Lokalisierung

eine Proteinuntereinheit für die Proteinkomplexbildung nicht mehr zur Verfügung
steht. Im Modell sind diese Prozesse unter dem Begriff „Degradation“ zusammen-
gefasst. Dessen Einführung im Modell erfolgt durch Degradationsraten �A

deg, �B
deg

für die frei in Lösung befindlichen Proteinuntereinheiten A, B. Die Degradation der
Proteinkomplexe und der noch zu translatierenden Proteine soll hierbei vernachläs-
sigt werden. Entsprechend ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

dCi,AnascB(t)

dt
= �!nascB

term Ci,AnascB(t) + coCi,A(t) · Ci,nascB(t) , (6.4a)

dCi,nascA(t)

dt
= ↵nascA

ini

⇥
i = inascAini

⇤
� !nascA

term Ci,nascA(t) , (6.4b)

dCi,nascB(t)

dt
= ↵nascB

ini

⇥
i = inascBini

⇤
� !nascB

term Ci,nascB(t)

� coCi,A(t) · Ci,nascB(t) , (6.4c)

für i = 1, ..., N ,
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6.2. Degradation und Lokalisierung

Abbildung 6.7 zeigt den Einfluss der Degradation auf die Lokalisierung der Kom-
plexbildung in der Simulation. Der dafür verwendete Parametersatz ist so gewählt,
dass er die Eigenschaften der von unserem Kooperationspartner (in Abschnitt 6.1)
verwendeten Proteine abbildet Tabelle A.19. Es werden die Fälle mit und ohne De-
gradation der Proteinuntereinheiten A, B verglichen.

Ohne eine Degradation ergibt sich für hinreichend lange Zeiten eine homogene Ver-
teilung der frei diffundierenden A, B-Untereinheiten (Abbildung 6.7 a), wobei in
den Bereichen rechts der A-Quelle weniger A als B Untereinheiten zu finden sind.
Die post-translationale Assemblierung ist durch die Verteilung der beiden Unter-
einheiten bestimmt. Die A-Proteine sind limitierend, sodass die Verteilung des Ent-
stehungsortes der Komplexe2 ihnen folgt (Abbildung 6.7 b). Die co-translationale
Komplexbildung ist durch die Verteilung der A und der nascB bestimmt. Die nas-
zierenden Ketten nascB der B-Proteine sind im Bereich der Quelle der B-Proteine
immobilisiert. Eine Entstehung der co-translational assemblierten Komplexe ABco
findet somit lediglich im Bereich der B Quelle statt. Da in diesem Bereich mehr
nascB-Ketten als A-Proteine existieren (Abbildung 6.7 a), folgt die Verteilung des
Erzeugungsortes der Komplexe3 in etwa der Verteilung der Proteinuntereinheiten
A. Dieser Aspekt wird durch die Einführung der Degradation verstärkt.

Die Degradation bewirkt für hinreichend lange Zeiten eine ortsfeste und stationäre
Verteilung der freien Proteinuntereinheiten A und B, was auch zu einer Lokali-
sierung der Proteinkomplexbildung führt. Die maximale Ausbeute an Komplexen
ABco und ABpost erhält man in Bereichen, in denen von beiden Proteinunterein-
heiten genug zur Verfügung steht (Abbildung 6.7 d). Deshalb entsteht die maximale
Konzentration an post-translational assemblierten Komplexen ABpost im Schnitt-
punkt der Verteilung der freien Proteinuntereinheiten A und B (Abbildung 6.7 c, d).
Die Verteilung der Komplexe links und rechts vom Maximum folgt der jeweils limi-
tierenden Untereinheit. Somit folgt die linke Seite der Limitierung durch B-Unter-
einheiten und die rechte Seite der Limitierung durch A-Proteine. Für den co-trans-
lationalen Assemblierungspfad lassen sich ebenfalls Unterschiede in der Komplex-
bildung im Vergleich zum Fall ohne Degradation feststellen: Während im Fall ohne
Degradation im B-Quellenbereich eine fast homogene Verteilung der nascB ent-
steht, bewirkt die Degradation der A-Proteine eine deutlich inhomogene Verteilung,
der nascB im B-Quellenbereich (Abbildung 6.7 c). Das Maximum der Komplexbil-

2Beobachtet wird der Entstehungsort der co-translational assemblierten Komplexe ABco und der post-trans-
lational assemblierten Komplexe ABpost

3co-translational assembliert ABco
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Abbildung 6.7.: Verteilungen von zwei Proteinuntereinheiten und Ort der Komplexbildung ohne
(links) und mit (rechts) Degradation der Proteinuntereinheiten A und B. Gezeigt
werden die Verteilungen: (a, c) der freien Proteinuntereinheiten A, B und die naszieren-
den KettenB; (b, d) der Entstehungsorte der co- und post-translationalen Proteinkomple-
xe ABco und ABpost.

dung liegt im Schnittpunkt der Verteilung der nascB und der A-Untereinheiten. Die
Verteilung, der co-translational assemblierten Komplexe rechts vom Maximum der
nascB nimmt mit sinkender Konzentration der A-Proteine ab.

Durch das Einführen einer Degradation der freien Proteinuntereinheiten lässt sich
die Lokalisierung der Proteine steuern. Dies erlaubt eine Lokalisierung der Protein-
untereinheiten, selbst bei einer hohen Diffusion4 und einer geringen Bindeaffinität.

Einfluss des Abstands der Translationsorte

Wie im vorangegangenen Abschnitt gezeigt, hat die Lokalisierung der Proteinun-
tereinheiten einen Einfluss auf die Lokalisierung der Komplexbildung, insbeson-
dere der post-translational assemblierten Komplexe. Hier verhindern die geringe

4Eine hohe Diffusion bedeutet, dass das Protein die gesamte Zelllänge in wenigen Sekunden durchqueren
kann.
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6.2. Degradation und Lokalisierung

Bindeaffinität und die hohe Diffusionskonstante bei zu geringen Degradationsraten
eine Lokalisierung. Die Erzeugung der co-translational assemblierten Komplexe ist
auf Grund ihrer Immobilisierung stets lokalisiert.
Die Betrachtungen in Abbildung 6.7 beziehen sich nur auf einen ausgewählten Zeit-
punkt. Im Folgenden soll eine genaue Untersuchung der Dynamik der Komplexbil-
dung erfolgen – bezogen auf die Degradation der Proteinuntereinheiten und mit
Fokus auf den Abstand der Translationsorte zueinander.

Die Betrachtung der Dominanz des co-translationalen oder post-translationalen As-
semblierungspfades erfolgt über das Verhältnis aus der Gesamtkonzentration der
co- zur Konzentration der post-translational assemblierten Komplexe

dAss(t) =
CAnascB(t) + CABco(t)

CABpost(t)
. (6.6)

Ist die Dominanz der Assemblierung dAss > 1 sprechen wir von einer co-transla-
tional dominierten und bei dAss  1 von einer post-translational dominierten As-
semblierung.
Die Verringerung des Abstandes der Translationsorte führt unabhängig von der De-
gradation der Proteinuntereinheiten zu einer Erhöhung der Dominanz der Assemb-
lierung dAss (Abbildung 6.8 a, c). Durch die Degradation der Proteinuntereinheiten
wird der Einfluss des Abstandes der Translationsorte auf die Dominanz des co-
translationalen Assemblierungspfades ausgeprägter (Abbildung 6.8 c). Während für
kurze Zeitskalen unter 1

2 min der post-translationale Assemblierungsprozess noch
überwiegt, steigt die Dominanz des co-translationale Assemblierungsprozesses mit
der Zeit an. Auf längeren Zeitskalen t > 5min ist die co-translationale Komplex-
bildung dominant und ein quasi-stationärer Zustand stellt sich ein.
Mit einer endlichen Degradation der Proteinuntereinheiten wirkt sich die Verringe-
rung des Abstandes der Translationsorte positiv auf die Effizienz der Komplexbil-
dung aus: Es entstehen mehr Komplexe pro Zeit, wenn die Translationsorte dicht
beieinander liegen, als bei weit entfernten Translationsorten. Ohne Degradation ist
bei der Variation des Abstandes kein Unterschied in der Effizienz der Komplexbil-
dung erkennbar. Trotz der Dominanz der co-translationalen Komplexbildung und
deren Lokalisierung hat auf Grund der homogenen Verteilung der Proteinunter-
einheiten A, B die Lokalisierung der Translationsorte keinen Einfluss auf die Ge-
samteffizienz der Komplexbildung.
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Abbildung 6.8.: Die Effizienz der Komplexbildung ist nur dann vom Abstand zwischen Translati-
onsorten abhängig, wenn die Degradation der Proteinuntereinheiten nicht Null ist.
(a) und (c) zeigen die Dominanz der Assemblierung, definiert in Gleichung (6.6) (b) und
(d) geben die Gesamtkonzentration an Komplexen (Ccomp = CAnascB(t) + CABco(t) +
CABpost(t)) im Lauf der Zeit an.
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6.3. Initiationsrate beeinflusst den Assemblierungsprozess

Im hier diskutierten Modell haben die Quellen A und B voneinander unterscheidba-
re Initiationsraten ↵nascA

ini und ↵nascB
ini für die naszierenden Ketten nascA und nascB.

Somit entstehen in der einen Proteinquelle mehr naszierende Polypeptidketten pro
Zeit als in der anderen. Die Translation der Proteinuntereinheiten A und B findet zur
gleichen Zeit und im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt, am gleichen Ort statt.
In Abbildung 6.9 werden drei Kombinationen der Initiationsraten ↵nascA

ini < ↵nascB
ini ,

↵nascA
ini > ↵nascB

ini , sowie ↵nascB
ini = ↵nascA

ini verwendet und deren Einfluss auf Dyna-
mik und Dominanz des Assemblierungspfades untersucht.

1 2 3 4 5 6 7 8
10-1

100

101

102

103

Abbildung 6.9.: Initiationsraten beeinflussen die Dominanz dAss der co-translationalen Assemblie-
rung. Initiationsraten ↵nascA

ini und ↵nascB
ini für nascA und nascB: ↵nascA

ini < ↵nascB
ini (oran-

ge), ↵nascA
ini = ↵nascB

ini (blau), ↵nascA
ini > ↵nascB

ini (magenta). Nur im ersten Fall dominiert
die post-translationale Assemblierung für hinreichend große Zeiten.

Der erste Fall mit, einer fünfmal geringeren Initiationsrate ↵nascA
ini im Vergleich zu

↵nascB
ini (↵nascA

ini < ↵nascB
ini ) zeigt nach einer anfänglichen Dominanz der co-transla-

tional assemblierten Komplexe für große Zeitskalen eine Dominanz der post-trans-
lational assemblierten Komplexe (Abbildung 6.9). Bei einer höheren Initiationsrate
der A-Proteine (↵nascA

ini > ↵nascB
ini ) hingegen dominiert der co-translationale Assem-

blierungspfad (Abbildung 6.9). Die Dominanz dAss steigt mit der Zeit weiter an
und erreicht bereits nach 8min den Wert 420. Im Fall gleich großer Initiationsraten
(↵nascB

ini = ↵nascA
ini ) folgt auf einen anfänglichen Anstieg der Dominanz der co-trans-

lationalen Assemblierung eine Sättigung bei einem Wert von ungefähr 2.
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6. Proteinkomplexbildung in der lebenden Zelle

Die alleinige Erhöhung der Initiationsrate für die naszierende Kette nascA bewirkt
also eine zunehmende co-translationale Assemblierung, eine Erhöhung der Initia-
tionsrate für die naszierende Kette nascB hingegen einen Wechsel von einer an-
fänglich co-translationalen Assemblierung hin zur post-translational dominierten
Komplexbildung. Obwohl A- und B-Untereinheiten am selben Ort entstehen ist
im Bereich kleiner Zeitskalen, d.h. bis ca. 1min, ein Vorteil der co-translationalen
Komplexbildung im Vergleich zur post-translationalen Komplexbildung zu erken-
nen. Der Unterschied in der Konzentration der Komplexe ist jedoch gering (siehe
Anhang Abbildung E.2).

6.4. Einfluss der Operonanordnung auf die Assemblierung

Die Operonanordnung wird simuliert durch unterschiedlich große Startkonzentra-
tionen an naszierenden Ketten nascA, nascB und bereits freien Proteinuntereinhei-
ten A, B. Eine Operonanordnung AB bewirkt, dass A vor B translatiert wird, was in
der Simulation durch eine Startkonzentration CinascAini ,nascA(t = 0) > 0 der nascA-
Ketten und einer Konzentration CinascAini ,A(t = 0) > 0 der A Proteine in den Quell-
bereichen inascAini implementiert ist; entsprechend der Operonanordnung BA. Alle
anderen Anfangskonzentrationen bleiben Null. Der Wert der Anfangskonzentration
der naszierenden Ketten hängt von der Länge der jeweiligen mRNA ab: Da auf ei-
ne längere mRNA mehr Ribosomen passen, können somit auch mehr naszierende
Ketten des betreffenden Proteintyps entstehen. Für den Fall, dass die B-mRNA um
den Faktor r länger ist als die A-mRNA, ergibt sich für die Operonanordnung BA
eine r-mal größere Anzahl an nascB im Vergleich zur Anzahl an nascA bei der
Operonanordnung AB. Für eine Translation von A und B zur gleichen Zeit wird
das in Abschnitt 6.3 beschriebene System verwendet, in dem die Startkonzentra-
tionen aller Spezies Null sind. Wir unterscheiden im Folgenden also zwischen drei
Fällen: Operonanordnung AB, Operonanordnung BA, gleichzeitige Translation der
Proteinuntereinheiten A und B.

Untersucht wird der Einfluss der Operonanordnung auf die Dominanz der Assemb-
lierungspfade (Abbildung 6.10) dAss definiert in Gleichung (6.6). Das binäre Farb-
schema in Abbildung 6.10 stellt die Dominanz dAss (Gleichung (6.6)) des jewei-
ligen Assemblierungspfades dar, wobei blau (dAss > 1) für eine dominante co-
translationale und rot (dAss  1) für eine post-translational dominierte Assemb-

94



6.4. Einfluss der Operonanordnung auf die Assemblierung

Abbildung 6.10.: Einfluss der Operonanordnung auf den Regimewechsel von post- (rot) und co-
translationaler (blau) Assemblierung. Die Spalten stehen für die unterschiedliche
Operonanordnung (a-d) Operon AB, (e-h) Startpunkt der Initiation von A, B erfolgt zur
gleichen Zeit, (i-j) Operon BA. Jede Zeile zeigt die Variation eines anderen Parameters
(a, e, i) Bindeaffinität bin der Proteine, (b, f, j) Breite des Translationsortes, (c, g, k) Ab-
stand der Translationsorte, (d, h, j) Verhälnis ↵nascA

ini /↵nascB
ini aus der Initiationsrate des

Proteins A und B.
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6. Proteinkomplexbildung in der lebenden Zelle

lierung steht. Am Beispiel des Abstands der Translationsorte soll der Einfluss der
Operonanordnung im Folgenden diskutiert werden (Abbildung 6.10 c, g, k). Für al-
le Operonanordnungen ist der post-translationale Assemblierungspfad auf kurzen
Zeitskalen dominant. Nach einer bestimmten Zeit erfolgt ein Regimewechsel vom
post- zum co-translational dominierten Assemblierungsprozess, der je nach Opero-
nanordnung zu unterschiedlichen Zeiten stattfindet. Für die Operonanordnung AB
und der zeitgleichen Translation von A und B, ergibt sich für Zeiten t > 1min

ein co-translational dominierter Assemblierungspfad (Abbildung 6.10 c, g). Im Ge-
gensatz dazu kommt es für die Operonanordnung BA (Abbildung 6.10 k) zu kei-
nem Regimewechsel. Somit bleibt auch für lange Zeiten die Dominanz der post-
translationalen Assemblierung bestehen.

Die Operonanordnung AB (Abbildung 6.10 c) und die zeitgleiche Translation von
A und B (Abbildung 6.10 g) zeigen bei einer Vergrößerung des Abstandes der
Translationsorte eine Verzögerung des Regimewechsels von einem dominierenden
post-translationalen zu einem co-translational dominierten Assemblierungspfad. Al-
lerdings ist der Einfluss des Abstandes der Translationsorte im Fall der Opero-
nanordnung AB auf die Zeitverschiebung des Regimewechsels vernachlässigbar
klein. Die Steuerung der Dominanz des jeweiligen Assemblierungspfades kann so-
mit durch die Operonanordnung und durch den Abstand der Translationsorte erfol-
gen.

Zusammenfassend kann man sagen, dass bei gleicher Initiation des Translationspro-
zesses (Abbildung 6.10 a-c, e-g, i-k) der post-translationale Assemblierungsprozess
auf kurzen Zeitskalen dominiert. Die Operonanordnung AB (Abbildung 6.10 a-c)
unterstützt die Dominanz des co-translationalen Assemblierungsprozesses, wohin-
gegen bei der Operonanordnung BA (Abbildung 6.10 i-k) der post-translationale
Assemblierungsprozess auch auf längeren Zeitskalen dominieren kann.Die Opero-
nanordnung hat somit einen entscheidenden Einfluss auf die Dominanz der Assem-
blierungspfade.
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Kapitel 7

Fazit und Ausblick

Die Effizienz und die Präzision, mit der Proteinkomplexe in Zellen gebildet wer-
den, ist zu weiten Teilen noch unverstanden und daher Gegenstand aktueller For-
schung. Im Rahmen dieser Doktorarbeit wurde die Proteinkomplexbildung sowohl
in zellfreien in-vitro-Systemen als auch im in-vivo-Modellsystem E. coli analytisch
sowie in-silico beschrieben und untersucht. Hierbei lag der Fokus auf der Kopplung
von Proteinsynthese und Komplexbildung der Proteinuntereinheiten. Die Modellie-
rung erfolgte in Abstimmung mit den Arbeitsgruppen von Roy Bar-Ziv (Weizmann-
Institut, Rehovot, Israel) und Günter Kramer (Zentrum für Molekulare Biologie der
Universität Heidelberg), um eine möglichst realistische in-silico-Nachbildung der
experimentellen Systeme unser Kooperationspartner zu erhalten. So berücksichtigt
unser in-silico-Modell der Proteinkomplexbildung u. a. verschiedene Syntheseorte
und molekulare Eigenschaften der beteiligten Proteinuntereinheiten wie deren Dif-
fusionsraten und Bindeaffinitäten. Mit diesem Modell wurden insbesondere die Dy-
namik der Komplexbildung, die Lokalisierung der Komplexe sowie die Dominanz
unterschiedlicher Assemblierungspfade untersucht.

In Kapitel 4 wurde zunächst ein vereinfachtes in-vitro-System diskutiert, in dem
Proteinuntereinheiten eines Typs überall oder in räumlich begrenzten Regionen er-
zeugt und durch molekulare Fallen an der Oberfläche gebunden werden. Hierbei
wurde auch die Endlichkeit der Bindekapazität aufgrund der begrenzten Anzahl
an verfügbaren Fallen berücksichtigt. In diesem vereinfachten System wurde der
Einfluss der Diffusionskonstanten, der Syntheserate und der Bindeaffinität auf die
Fallen-Effizienz untersucht.

Es stellte sich heraus, dass Systeme mit einer räumlich homogenen Erzeugung von
Untereinheiten einen Übergang von einem binde- zu einem produktionsdominier-
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7. Fazit und Ausblick

ten Regime durchlaufen. Das erste Regime ist charakterisiert durch eine Dominanz
der Bindung der Proteinuntereinheiten an die Oberfläche. Das zweite Regime ist
geprägt von einer abnehmenden Fallen-Effizienz, die von einer hohen Fallenbeset-
zung verursacht wird und mit dem Auffüllen des in-vitro-Systems mit ungebunde-
nen Proteinuntereinheiten einhergeht. Die Einführung einer örtlich inhomogenen
Erzeugung der Proteinuntereinheiten bewirkt eine Aufspaltung in drei Regime: Ein
rein bindedominiertes Regime, ein Mischregime und ein rein produktionsdominier-
tes Regime. Der Übergang von einem bindedominierten zu einem Mischregime er-
folgt, wenn ein Großteil der Fallen in der Nähe des Syntheseortes besetzt ist. Der
Übergang vom Mischregime zum reinen produktionsdominierten Regime tritt auf,
wenn auch in den von der Synthese entfernten Regionen die Verfügbarkeit an frei-
en Fallen abnimmt. Neben den Syntheseorten können auch die molekularen Fallen
räumlich inhomogen verteilt sein, was eine Veränderung der Fallen-Effizienz ins-
besondere im Mischregime zur Folge hat. Es zeigte sich, dass sich – je nach Wahl
der Systemparameter – die Fallenverteilung lange vor einer vollständigen Fallensät-
tigung in der Verteilung der gebundenen Proteine an der Oberfläche wiederfinden
kann. Die Modifizierung der Fallenverteilung ermöglicht somit eine gezielte zeit-
abhängige und räumliche Steuerung der Bindung der Proteinuntereinheiten an die
Oberfläche. In Systemen mit räumlich stark eingeschränkter Bindung wirkt sich
eine Variation des Abstandes zwischen dem Proteinsyntheseort und dem Fallenbe-
reich je nach Parameterwahl unterschiedlich auf die Bindung der Proteine an die
Oberfläche aus. Diese Abhängigkeit liefert einen neuen Ansatz zur Abschätzung
der Bindeaffinität eines Proteins, sofern seine Syntheserate und Diffusionskonstan-
te bekannt sind. Mit Hilfe unserer Kooperationspartner vom Prof. Dr. Roy Bar-Ziv
(Weizmann-Institut, Israel) konnte zum einen das in Abschnitt 4.3 eingeführte Sys-
tem (Einzelbinder) experimentell validiert und zum anderen dessen Modellpara-
meter bestimmt werden. So stimmte die im Experiment beobachtete Bindung der
Proteine gp10 und GFP bei unterschiedlichen Syntheseraten und Fallenverteilun-
gen sehr gut mit den Vorhersagen der Computersimulationen überein. Das Modell
kann beispielsweise verwendet werden, um in Abhängigkeit der Systemparameter
das Maximum der Fallen-Effizienz zu ermitteln und somit die optimale Experim-
entlaufzeit zu bestimmen.

Die Bildung von Proteinkomplexen aus zwei Untereinheiten wurde durch die Er-
weiterung des einfachen in-vitro-Systems mit einem zusätzlichen Proteintyp in Ka-
pitel 5 untersucht. Hierbei wurde zwischen zwei möglichen Pfaden der Komplex-
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bildung, der Oberflächenassemblierung und der Lösungsassemblierung, unterschie-
den. Bei gleicher Wahl der Parameter (Bindeaffinität, Diffusionskonstante und Pro-
duktionsrate aller Proteinuntereinheiten bzw. Komplexe) wird der Assemblierungs-
prozess zunächst durch die Oberflächenassemblierung dominiert. Die zunehmende
Besetzung der Fallen verringert diese Dominanz oberflächen-assemblierter Kom-
plexe. Je nach Wahl der Systemparameter kann es schließlich zu einem Regime-
wechsel von einer Dominanz der Oberflächenassemblierung zu einer Dominanz
der Lösungsassemblierung kommen. Der Vergleich von Simulationen und experi-
mentellen Daten, in denen der Abstand der Translationsorte variiert worden ist, hat
gezeigt, dass das numerische Modell gut an die experimentellen Daten angepasst
werden kann. Mit dem angepassten Modell konnte gezeigt werden, dass der Ab-
stand der Translationsorte direkt die Komplexbildung beeinflusst. So ist der Prozess
umso effizienter, je geringer der Abstand zwischen den Synthesorten ist.

In Kapitel 6 haben wir unser Modell für die Analyse der Komplexbildung mit zwei
Proteinuntereinheiten A und B in der lebenden Zelle angepasst. Im Gegensatz zum
in-vitro-System entsteht beim in-vivo-System die räumliche Distanz zwischen den
Syntheseorten der beiden Proteinuntereinheiten nicht durch eine fest vorgegebene
Einteilung des Reaktionsvolumens in Kompartimente, sondern durch den Abstand
proteincodierender Sequenzen auf dem Chromosom des Bakteriums. Doch auch im
in-vivo-System existieren zwei konkurrierende Assemblierungspfade, die co- und
die post-translationale Assemblierung. Die hier vorgestellten Analysen haben ge-
zeigt, dass die Operonanordnung bestimmt, auf welchen Zeitskalen eine Dominanz
von co- oder post-translationaler Assemblierung vorherrscht. Wenn Protein B co-
translational von Protein A gebunden werden kann, aber nicht umgekehrt, so führt
die Operonanordnung AB zu einer Dominanz der co-translationalen Assemblierung
und die Operonanordnung BA zu einer Dominanz der post-translationalen Assem-
blierung. Bei einer genau gleichzeitigen Translation der Proteinuntereinheiten tritt
ein Regimewechsel von der post- zur co-translationalen Assemblierung auf, wobei
der Zeitpunkt des Regimewechsels vom Abstand zwischen den Operonen abhän-
gig ist: Je geringer der Abstand, desto schneller findet der Regimewechsel statt.
Bei realistischen Diffusionskonstanten der Proteine und für lange Zeitskalen hat
der Operonabstand keinen Einfluss auf die Anzahl der gebildeten Komplexe, es sei
denn, die Proteine haben eine ausreichend hohe Degradationsrate. In diesem Fall
entsteht bei einem großen Operonabstand eine kleinere Anzahl an Komplexen als
bei einem geringen Abstand.
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7. Fazit und Ausblick

Die in dieser Arbeit entwickelten in-silico-Modelle lassen sich direkt auf andere
Systeme beispielsweise aus der synthetischen Biologie oder der molekularen Bio-
technologie anwenden. Dabei sind die Anwendungen nicht auf reine Proteinkomplex-
Systeme beschränkt. Die in-silico-Modelle ließen sich beispielsweise auch für die
Analyse und Optimierung von DNA-Origami-Systemen oder der Assemblierung
von Block-Copolymeren nutzen.
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Anhang A

Parameter

Dieser Abschnitt listet die Parameter auf, mit denen die Abbildungen in dieser Ar-
beit erzeugt worden sind. Eine detailliertere Auflistung der Tabellen findet sich unter
https://github.com/stefoe-up/phd-project.

Tabelle A.1.: Parameter für Abschnitt 4.1 Abbildung 4.2

↵prod bin Cmax
b Cb(0) Cu(0) Abbildung Kapitel

[µM s�1] [s�1 µM�1] [µM] [µM] [µM]

0.001 0.0001 1 0 0 4.2a,b 4.1
0.001 0.001 1 0 0 4.2a,b 4.1
0.001 0.1 1 0 0 4.2a,b 4.1
0.01 0.001 1 0 0 4.2a,b 4.1
0.1 0.01 1 0 0 4.2a,b 4.1
0.1 0.1 1 0 0 4.2a,b 4.1
1 0.1 1 0 0 4.2a,b 4.1
0.0001 0.001 1 0 0 4.2c 4.1
0.001 0.001 1 0 0 4.2c 4.1
0.01 0.001 1 0 0 4.2c 4.1
0.1 0.001 1 0 0 4.2c 4.1
0.0001 0.1 1 0 0 4.2d 4.1
0.001 0.1 1 0 0 4.2d 4.1
0.01 0.1 1 0 0 4.2d 4.1
0.1 0.1 1 0 0 4.2d 4.1
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A. Parameter

Tabelle A.2.: Parameter für Abschnitt 4.1 Abbildung 4.3, Abbildung C.1, Abbildung C.2

Cmax
b Cb(0) Cu(0) Abbildung Kapitel

[µM] [µM] [µM]

1 0 0 4.3 4.1
Variation von ↵prod in [µM s�1]

Variation von bin in [s�1 µM�1]

Detaillierte Parameterwahl findet sich in github.

Tabelle A.3.: Parameter für Abschnitt 4.2 Abbildung 4.5

↵prod bin
eD Cmax

b Cb(0) Cu(0) Abbildung Kapitel
[µM s�1] [s�1 µM�1] [s�1] [µM] [µM] [µM]

0.001 0.001 0.001 1 0 0 4.5abc 4.2
0.001 0.1 0.001 1 0 0 4.5abc 4.2
0.1 0.1 0.001 1 0 0 4.5abc 4.2
0.01 0.001 0.001 1 0 0 4.5abc 4.2
0.001 0.0001 0.001 1 0 0 4.5abc 4.2
0.001 0.001 0.1 1 0 0 4.5def 4.2
0.001 0.1 0.1 1 0 0 4.5def 4.2
0.1 0.1 0.1 1 0 0 4.5def 4.2
0.01 0.001 0.1 1 0 0 4.5def 4.2
0.001 0.0001 0.1 1 0 0 4.5def 4.2

Tabelle A.4.: Parameter für Abschnitt 4.3 Abbildung 4.6

↵prod�t bin�t eD�t Cmax
b Cb(0) Cu(0) iprod Abbildung Kapitel

[µM] [µM�1] [] [µM] [µM] [µM]

0.0002 0.0002 0.03125 1 0 0 12-19 4.6 4.3
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A.1. Fallenverteilung

A.1. Fallenverteilung

Die Parameterkombination für die Erzeugung der Fallenverteilung unter der An-
nahme, dass Streptavidin an die Fallen binden kann. Streptavidin wird benötigt um
die DNA-Bürsten an der Oberfläche zu fixieren. Das Anbringen der DNA-Bürsten
erfolgt in den Quellbereichen mittels einer Micropipette, was zu einer Konzentra-
tion von Streptavidin in den Quellbereichen führt (Abschnitt 3.1). Berechnung der
Streptavidinverteilung nach einer Zeit von t = 2h mittels folgender Parameter-
kombinationen. Die Simulationen ergeben die Konzentration Ci,b der gebundenen
Streptavidin Moleküle, dessen Inverse entspricht der Konzentration an freien Fallen.

Tabelle A.26.: Parameter für die Erzeugung der Fallenverteilungen auf Grund von Verunreinigungen. Die
Verunreinigungen befinden sich zum Zeitpunkt t = 0 s frei in Lösung

iprod ↵prod�t bin�t Ciprod,u(0) Cmax
b Fallenverteilung Abbildung

[µM] [µM�1] [µM] [µM] Abb. A.1 Ci,b

12-19 0 0.0002 1 1 1 A.1 (7)
12-19 0 0.0002 1 2 1 A.1 (8)
12-19 0 0.0002 1 10 1 A.1 (9)
12-19 0 0.002 1 1 1 A.1 (10)
12-19 0 0.002 1 2 1 A.1 (11)
12-19 0 0.002 1 10 1 A.1 (12)
12-19 0 0.002 1 1 38 A.1 (39)
12-19 0 0.0002 1 1 38 A.1 (40)
Ciprod,u(0) beschreibt die Startkonzentration von ungebundenen Molekülen
an der Stelle iprod zum Zeitpunkt t = 0 s.
eD�t = 0.03125
Cb(0) = 0

A.2. Startkonzentration

Die Startkonzentrationen liegen je nach Proteintyp A, B an unterschiedlichen Orten
iprodA bzw. iprodB. Diese werden in allen Simulationen durch Rechteckfunktionen
beschrieben.
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Abbildung A.1.: Angenommene und simulierte Verteilungen an freien Fallen. Zu Beginn der Simula-
tionen wird eine Startkonzentration an freien Fallen angenommen, die homogen (1) oder
auch inhomogen verteilt sind. Dargestellt ist hier der angenommene Anteil an freien Fal-
len. In (7-12) wird der Anteil der freien Fallen simuliert in dem eine Startkonzentration von
Schmutzpartikeln (Streptavidin) im Quellbereich existiert, die sich entlang des Biochips
verteilen und somit bestimmt Bereiche des Chips belegt, was zu einer Verringerung der
freien Fallen führt. Es wird für (7-12) von einer homogenen Verteilung (1) der freien Fal-
len ausgegangen, die durch die Verteilung der Schmutzpartikel zu einer inhomogenen
Verteilung wird. Für (39-41) wird von einer inhomogenen Startkonzentrationsverteilung
(38) an Fallen ausgegangen.
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A.2. Startkonzentration
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Abbildung A.2.: Anfangskonzentration an ungebundenen Molekülen im System.
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Anhang B

Zusatzmaterial numerische Methoden

B.1. Euler-Verfahren Population B und C

Das beschriebene Differentialgleichungssystem (2.2) bis (2.4) lässt sich mit dem
Euler-Verfahren lösen. Eine detallierte Beschreibung befindet sich in Abschnitt 2.1
am Beispiel der Population A. In diesem Abschnitt werden die Lösungen auch für
die Populationen B und C kurz skizziert. Die konstanten Terme für die Moleküle B
lauten für die Diffusion sB, die Reaktion z und die Produktion pB.

sB =
DB�t

(�x)2

z = bin�t

pB = ↵prodB�t

(B.1)

bk+1
j =

�
1� 2sB � zakj

�
bkj + sBbkj�1 + sBbkj+1 + pBj=jprodB

(B.2)

Die Konzentration von den Molekülen B nach k+1 Zeitschritten in jedem Bin kann
in seiner Gesamtheit durch eine Matrix ausgedrückt werden:

0

BBBBBBBB@

bk+1
1
...

bk+1
j
...

bk+1
N

1

CCCCCCCCA

= ⇤B

0

BBBBBBBB@

bk1
...
bkj
...
bkN

1

CCCCCCCCA

+

0

BBBBBBBB@

pB1=jprodB
...

pBj=jprodB
...

pBN=jprodB

1

CCCCCCCCA

(B.3)
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B. Zusatzmaterial zu Kapitel 2

⇤B =

1� s� z · ak1 s 0
s

s 1� 2s� z · akj s

0 s

s 1� s� z · akN

3

77777777775

2

66666666664

(B.4)

Die konstanten Terme für die Moleküle C lauten für die Diffusion sC und die
Reaktion z.

sC =
DB�t

(�x)2

z = bin�t

(B.5)

ck+1
j =

�
1� 2sC

�
ckj + sCckj�1 + sCckj+1 + zakj b

k
j (B.6)

Die Konzentration von den Molekülen C nach k+1 Zeitschritten in jedem Bin kann
in ihrer Gesamtheit durch eine Matrix ausgedrückt werden:
0

BBBBBBBB@

ck+1
1
...

ck+1
j
...

ck+1
N

1

CCCCCCCCA

=

1� s s 0s

s 1� 2s s

0 s
s 1� 2s

3

777777775

2

666666664

0

BBBBBBBB@

ck1
...
ckj
...
ckN

1

CCCCCCCCA

+ z

0

BBBBBBBB@

ak1b
k
1

...
akj b

k
j

...
akNbkN

1

CCCCCCCCA

(B.7)

B.2. RvD-Methode Population B und C

Die Gleichungen (2.2) bis (2.4) können mit Hilfe des in Abschnitt 2.2 beschriebe-
nen RvD-Modell gelöst werden. Analog zu Abschnitt 2.2 für Population A, lassen
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B.2. RvD-Methode Population B und C

sich auch für B und C Zusammenhänge darstellen. Für die Konzentration der B-
Moleküle nach k + 1 Zeitschritten gilt:

bk+1
j =

�
1� 2fk

j,diffB � fk
j,reacB

�
| {z }

wstayBfk
j,diffB

bkj + fk
j�1,diffBb

k
j�1 + fk

j+1,diffBb
k
j+1 , (B.8)

wobei fk
j,reacB = bina

k
j ·�t (B.9)

Unabhängig von der Diffusion und Reaktion erfolgt der Zuwachs der Moleküle B
in den Quellbereichen mit den Bins j = jprodB , was wie in Abschnitt 2.1 durch die
Iverson-Klammer [j = jprodB ] und durch den Ratenparameter pj=jprodB

ausgedrückt
wird. Insgesamt ergibt sich folgendes Gleichungssystem

0

BBBBBBB@

bk+1
1
...

bk+1
j
...

bk+1
N

1

CCCCCCCA

= TB

0

BBBBBBB@
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CCCCCCCA

(B.10)

TB =

(wstayB + 1)fk
1,diffB fk

2,diffB 0
fk
1,diffB

fk
j�1,diffB wstayBf

k
j,diffB fk
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0 fk
N,diffB

fk
N�1,diffB (wstayB + 1)fk

N,diffB

3

77777777777775

2

66666666666664

(B.11)

Die Konzentration der Population C in Bin j nach k + 1 Zeitschritten lässt sich
Analog zu A (Abschnitt 2.2) mit

ck+1
j =

�
1� 2fk

j,diffC
�

| {z }
wstayCfk

j,diffC

ckj + fk
j�1,diffCc

k
j�1 + fk

j+1,diffCc
k
j+1 + fk

j,reacC , (B.12)

wobei fk
j,reacC = bina

k
j b

k
j ·�t (B.13)
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beschreiben.
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Anhang C

Zusatzmaterial zu Kapitel 4

Hier befinden sich zusätzliche Abbildungen für das Ein-Boxmodell und für die
quasi-realistischen Systeme.

0.2

0.4

0.6

0.8

fm
a
x

bfm
a
x

b

Abbildung C.1.: Maximum der Fallen-Effizienz fmax
b zum Zeitpunkt t⇤ in Abhängigkeit von der Binderate

bin und der Produktionsrate ↵prod; Der Farbcode sowie die z-Achse geben den Wert
der maximalen Fallen-Effizienz an
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C. Zusatzmaterial zu Kapitel 4
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Abbildung C.2.: Konzentration der gebundenen Moleküle Cb(t
⇤) zum Zeitpunkt t⇤, wenn das maximale

fmax
b erreicht ist in Abhängigkeit von der Binderate bin und der Produktionsrate ↵prod
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Abbildung C.3.: Eine Erhöhung der Fallen-Kapazität bewirkt eine Verschiebung der Verteilung der
gebundenen Moleküle an der Oberfläche zu späteren Zeitskalen. Erste Spalte (a-c):
Fallen-Kapazität Cmax

i,b = 1 µM, zweite Spalte (d-f) Fallen-Kapazität Cmax
i,b = 1 µM. (a,d)

Darstellung der Fallen-Effizienz fb(t) (b,e) Anzahl an gebundenen und Gesamtanzahl an
Molekülen im System (c,f) Darstellung der Verteilung der gebundenen Moleküle zu den
für die Fallen-Effizienz charakteristischen Zeitpunkten
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C. Zusatzmaterial zu Kapitel 4

DNA Bereich

zu aktivierender Bereich

Abbildung C.4.: Bereich der Aktivierung der Oberfläche des Biochips [74] Gezeigt an einer mikrosko-
pischen Aufnahme des experimentellen Biochips von oben. Farbig eingezeichnet sind die
Bereiche für die DNA-Bürsten (rot) und die zu aktivierenden Bereiche der Oberfläche mit-
tels lokaler Belichtung mit UV-Licht (hellorange). Die durch UV-Licht aktivierten Bereiche,
sind die Bereiche in denen sich die Fallen befinden. Die Versuchsaufbaubeschreibung
findet sich in Abschnitt 3.1 [54], [i.V. 74].
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Anhang D

Zusatzmaterial zu Kapitel 5

D.1. Abschätzung der Diffusionskonstanten der Proteine

Die Diffusionskonstanten für die jeweiligen Proteine müssen aus der Literatur abge-
schätzt werden, da keine Diffusionskonstanten im Experiment bestimmten wurden.
Die Abschätzungen erfolgt mittels dessen Sedimentationskoeffizienten in [91, Ta-
belle 1, 3, 92] unter Verwendung der Gleichung [93, Gleichung (1)] aus dem Paper
von Lebowitz u. a. Angenommen wurde ein spezifisches Volumen ⌫̄ = 0.75ml g�1

und eine drei mal höhere Viskosität als Wasser. Dabei ergeben sich die in Tabel-
le D.1 dargestellten Diffusionskonstanten. Die in den Experimenten verwendeten
Proteine haben die in Tabelle D.2 dargestellten Bezeichnungen in der Simulation.

Tabelle D.1.: Diffusionskonstanten aus der Literatur bestimmt

Proteinbezeichnung Sedimentationskoeffizient Diffusionskonstante
[S] [µms�2]

gp11 4.2 19
gp10 7.8 13
gp7 5.7 16
gp10-gp7 10.2 11
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D. Zusatzmaterial zu Kapitel 5

Tabelle D.2.: Proteinbezeichnungen aus dem Experiment und in der Simulation

Experiment Simulation
gp11 F
gp10 A
gp7 B
gp10-gp7 AB
gp11-gp10-gp7 F(AB) + (FA)B
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D.2. Theoretische Betrachtung – Validierung Modell

D.2. Theoretische Betrachtung – Validierung Modell

Mit einem einzigen Experiment unserer Kooperationspartner kann sowohl die Ver-
teilungen an der Oberfläche gebundenen Proteinkomplexe ((FA)B, F(AB)), als
auch die Verteilungen aller an der Oberfläche gebundenen Proteine ((FA)B, F(AB),
FA) gemessen werden. Dies erlaubt das Modell noch besser zu verifizieren. Der
Vergleich der experimentellen und theoretischen Verteilungen der an der Oberflä-
che gebundenen Komplexe erfolgte bereits in Abschnitt 5.4 in Abbildung 5.6. In
diesem Abschnitt soll der Vergleich von Theorie und Experiment für die Verteilung
aller an der Oberfläche gebundenen Proteine (siehe Abbildung D.1) erfolgen mit
dem bereits für das Fitting verwendeter Datensatz (Abbildung 5.6, Tabelle A.16).
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Abbildung D.1.: Theoretische Untersuchung des Einflusses des Abstandes der Translationsorte
auf die Verteilung der gebundenen Komplexe (a-f) zeigen die Konzentration aller ge-
bundenen Proteine (F(AB), FA, (FA)B) entlang des Biochips. Dabei werden die ex-
perimentellen Daten (durchgezogene Linien) und deren Standardabweichung (Schattie-
rung) bestmöglich durch das in Abschnitt 5.1 beschriebene Modell mit einem Parameter-
satz für alle Abstände angenähert (gestrichelte Linien). Der dargestellte Parametersatz
entspricht dem in Abbildung 5.6. Die Farben in den obigen Schemata entsprechen dem
Abstand zwischen den Translationsorten: (a) gemischter Bürstenfall und einen Abstand
von (b) 100 µm (c) 200 µm (d) 300 µm (e) 400 µm (f) 500 µm Parameter können nachge-
lesen werden im Anhang in Tabelle A.16
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D.2.1. Gemischte DNA-Bürsten

Die Anpassung des Fittings mit dem gemischten DNA-Bürsten-Falls erfolgt am
Beispiel der Veränderung der Erzeugung der Produktionsrate ↵A, ↵B der Proteine
A und B. Die Variation erfolgt so, dass trotzdem ein Fitting für die anderen Trans-
lationsabstände ermöglicht wird.
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Abbildung D.2.: Theoretische Untersuchung des Einflusses des Abstandes der Translationsor-
te auf die Verteilung der gebundenen Komplexe (a-f) zeigen die Konzentration der
gebundenen Komplexe entlang des Biochips. Dabei werden die experimentellen Da-
ten (durchgezogene Linien) und deren Standardabweichung (Schattierung) bestmöglich
durch das in Abschnitt 5.1 beschriebene Modell mit einem Parametersatz für alle Ab-
stände angenähert (gestrichelte Linien). Die Farben in den obigen Schemata entspre-
chen dem Abstand zwischen den Translationsorten: (a) gemischter Bürstenfall und einen
Abstand von (b) 100 µm (c) 200 µm (d) 300 µm (e) 400 µm (f) 500 µm Parameter können
nachgelesen werden im Anhang in Tabelle A.24
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Abbildung D.3.: Theoretische Untersuchung des Einflusses des Abstandes der Translationsor-
te auf die Verteilung der gebundenen Komplexe (a-f) zeigen die Konzentration der
gebundenen Komplexe entlang des Biochips. Dabei werden die experimentellen Da-
ten (durchgezogene Linien) und deren Standardabweichung (Schattierung) bestmöglich
durch das in Abschnitt 5.1 beschriebene Modell mit einem Parametersatz für alle Abstän-
de angenähert (gestrichelte Linien). Die Farben in den obigen Schemata entsprechen
dem Abstand zwischen den Translationsorten: (a) gemischter Bürstenfall und einen Ab-
stand von (b) 100 µm (c) 200 µm (d) 300 µm (e) 400 µm (f) 500 µm. Parameter können
nachgelesen werden im Anhang in Tabelle A.25
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D.3. Dominanz der Assemblierungspfade
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Abbildung D.4.: Die Limitierung der Fallen führt zu einem Wechsel von einem oberflächenassem-

blierten zu einem lösungsassemblierten Regime. Dargestellt ist die Konzentrations-
verteilung verschiedener Spezies X zu den Zeitpunkten t: Spalten (a-c) t = 5 · 103 �t,
(d-f) t = 21 · 103 �t, (g-i) t = 50 · 103 �t. Unterschieden wird in den Zeilen zwischen
den Spezies: (a, d, g) der besetzten Fallen, die der Gesamtheit aller gebundener Pro-
teine im System entspricht, (b, e, h) der freien Proteinuntereinheiten A (blau, ) und B
(orange, ), (c, f, i) der Gesamtkonzentration an gebundenen Komplexen (blau, ) die
aus der Summe der oberflächenassemblierten Komplexe die an der Oberfläche gebun-
den (orange, ) sind und der lösungsassemblierten Komplexe (grün, ) bestehen.
Die Quellbereiche der Proteinuntereinheiten A (blau) und B (orange) sind als farbige
Rechtecke gekennzeichnet. Genaue Parameter siehe Tabelle A.23, Allgemeine Aussage
zur Dominanz der Assemblierungspfade auf das Gesamtsystem Abbildung 5.4 a)
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Abbildung D.5.: Unterscheidung der Assemblierungspfade in Abhängigkeit vom Abstand der
Translationsorte Dargestellt ist die Verteilung der Konzentration der an der Oberfläche 
gebundenen oberflächen- und lösungsassemblierten Komplexe. Der Ort des Maximums 
und die Breite der Verteilung der oberflächen- und lösungsassemblierten Komplexe (a 
und b) richtet sich nach dem Abstand der Translationsorte  *OHLFKHU�3DUDPHWHUVDW]�ZLH�LQ�
$EELOGXQJ�����
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Abbildung D.6.: Die Stärke der Dominanz von Lösungs- und Oberflächenassemblierung richtet sich
nach dem Abstand der Translationsorte. Dargestellt ist die zeitliche Entwicklung der
Dominanz der oberflächen- (rot) und lösungsassemblierten (blau) Komplexe. Die Stärke
der Dominanz berechnet sich aus dem Verhältnis aus der Konzentration der an der Ober-
fläche gebundenen Komplexe durch die Gesamtanzahl der gebundenen Komplexe und
ist durch den Farbgradienten dargestellt. Je dunkler die Farbe desto dominanter ist der
jeweilige Assemblierungspfad, wobei weiß bedeutet, dass Lösungs- und Oberflächenas-

semblierung gleich stark sind. Die Translationsorte der A und B haben einen Abstand
von: (a) 100 µm (b) 500 µm
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Abbildung D.7.: Einfluss des Abstand der Translationsorte auf die Komplexbildung. Dargestellt sind
die Verteilungen von Proteinen zum Zeitpunkt t = 34 · 103� t für unterschiedliche Ab-
stände zwischen den Translationsorten: (a-c) 0 µm, (d-f) 100 µm, (g-i) 500 µm. Unter
schieden wird in den Zeilen zwischen den Spezies: (a, d, g) der besetzten Fallen, die der 
Gesamtheit aller gebundener Proteine im System entspricht, (b, e, h) der freien 
Proteinuntereinheiten A (blau) und B (orange), (c, f, i) der Gesamtkonzentration an
gebundenen Komplexen (blau) die aus der Summe der oberflächenassemblierten 
Komplexe die an der Oberfläche gebunden (orange) sind und der lösungsassemblierten 
Komplexe (grün) bestehen. Die Quellbereiche der Proteinuntereinheiten A (blau) und B
(orange) sind als farbigeRechtecke gekennzeichnet.
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Anhang E

Zusatzmaterial zu Kapitel 6

E.1. Abschätzung der Diffusionskonstanten der Proteine

In den Experimenten unserer Kooperationspartner werden u.a. die Proteinkomple-
xe Luciferase und CarAB betrachtet. Luciferase setzt sich aus den Untereinheiten
LuxA, LuxB. Der Proteinkomplex CarAB besteht aus den Untereinheiten CarA und
CarB. Für die Simulationen werden fiktive Werte verwendet, die in den Bereichen
von LuxA, LuxB und CarA und CarB liegen. Am Beispiel zweier Proteinunterein-
heiten A und B die zu dem Proteinkomplex AB werden. Die Proteinuntereinheit
A soll aus einer Kette von 300 Aminosäuren und Proteinuntereinheit B aus 600
Aminosäuren bestehen. Allein durch die Information der Anzahl an Aminosäuren
lassen sich die Translationszeit, Diffusionskonstante des jeweiligen Proteins grob
abschätzen.

Mit einer mittleren Translationszeit von 0.05 s pro Aminosäure [94] in E. coli las-
sen sich die Translationszeiten der Proteinuntereinheiten A und B bestimmen. Für
Protein A bzw. B ergibt sich somit einen Translationszeit von 15 s bzw. 30 s.
Die Bestimmung der Diffusionskonstanten erfolgte durch unsere Kooperationspart-
nern aus der Gruppe von Günter Kramer in der E. coli-Zelle. Gemessen wurden
in der Zelle die Diffusionskonstanten von verschiedenen Proteinen mittels FRAP
(engl. fluorescence recovery after photobleaching) in Abhängigkeit von deren mo-
lekularer Masse MM. In Abbildung E.1 sind die experimentell bestimmten Werte
für Proteine mit einer molekularen Masse von 27, 64, 68 und 133 kDa dargestellt.
Mittels eines Fittings mit dem Modell von Kumar, Mommer und Sourjik [95] konnte
ein Zusammenhang zwischen der molekularen Masse im Experiment und der Dif-
fusionskonstanten hergestellt werden. Somit lässt sich unter Verwendung der mo-
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lekularen Masse MM des jeweiligen Proteins die Diffusionskonstante abschätzen.
Eine Aminosäure besitzt im Mittel eine molekulare Masse von 110Da [96, S. 78],
woraus sich die molekulare Masse der Proteine berechnen lässt (siehe Tabelle E.1).

Tabelle E.1.: Translationszeit und molekulare Masse der Proteine

Proteintyp Anzahl an Aminosäuren mittlere Translationszeit molekulare Masse
[s] [kDa]

A 300 15 ⇡ 35
B 600 30 ⇡ 70
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Abbildung E.1.: Diffusionskonstante für Proteine in E. coli gemessen von Yu-Wei Shieh (Gruppe
Günter Kramer) bei 30� Fitting der experimentell bestimmten Diffusionskoeffizienten
mittels des Modells in [95, Abbildung 4, S. 556]

Die Summe aus der molekularen Masse der zwei Proteinuntereinheiten A und B
bestimmt die molekulare Masse des Proteinkomplexes AB mit ⇡ 105 kDa. Mittels
der empirischen Funktion

D = ↵(MM)�2 +D0

in [95, Abbildung 4, S. 556] ergeben sich folgende Diffusionskonstanten: Die in der
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E.2. Initiationsrate beeinflusst den Assemblierungsprozess

Tabelle E.2.: Aus dem Experiment abgeschätzte sowie in der Simulation verwendete Diffusionskonstanten
der Proteine.

Proteintyp molekulare Masse Diffusionskonstante Diffusionskonstante
aus Experiment in Simulation

[kDa] [µms�2] [ µms�2]
A ⇡ 35 11 16
B ⇡ 70 6 8
AB ⇡ 105 5 4

Simulation verwendeten Diffusionskonstanten liegen ungefähr in dem Bereich der
experimentellen Diffusionskonstanten.

E.2. Initiationsrate beeinflusst den Assemblierungsprozess

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0  

0.5

1  

1.5

2  

0 5 10 15 20 25 30
0   

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05

Abbildung E.2.: Initiationsraten haben einen geringen Einfluss auf die Gesamtkonzentration der
Komplexe. Gesamtkonzentration an Komplexen beinhaltet sowohl die freien Protein-
komplexe (CABco(t) + CABpost(t)) als auch die noch gebundenen (CAnascB(t)). In-
itiationsraten ↵nascA

ini und ↵nascB
ini für nascA und nascB: ↵nascA

ini < ↵nascB
ini (orange),

↵nascA
ini = ↵nascB

ini (blau), ↵nascA
ini > ↵nascB

ini (magenta). Nur im ersten Fall dominiert die
post-translationale Assemblierung für hinreichend große Zeiten.
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Anhang F

Betrachtung der im Modell verwendeten

Proteinexpression in vivo und in vitro

Eine kurze Zusammenfassung der für die Proteinexpression verwendeten Modelle
in Kapitel 5 und Kapitel 6 und des Vergleiches zwischen in vitro und in vivo.

F.1. Theoretische Betrachtung der Proteinexpression in vitro

Die Erzeugung von A-Proteine im in vitro Modell in Kapitel 4 wird durch die Dif-
ferentialgleichung F.1 beschrieben. Analog gilt der gleiche Zusammenhang für B-
Proteine.

• Erzeugung von A

; ↵prod���! A

dCi,A(t)

dt
= ↵prod [i = iprodA] (F.1)

Mit der Lösung der Differentialgleichung ergibt sich für die Gesamtkonzentration
der erzeugten Proteine A im System

CA(t) =
1

N

NX

i=1

↵prod [i = iprodA] t . (F.2)
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F.2. Theoretische Betrachtung der Proteinexpression in vivo

Die Erzeugung von A-Proteine im in vivo Modell in Kapitel 6 wird durch das Dif-
ferentialgleichungssystem F.3, F.4 beschrieben. Analog gilt der gleiche Zusammen-
hang für B-Proteine.

• Initiation der Proteine
; ↵nascA

ini����! nascA

• Termination der Proteine nach Translationszeit tnascAterm

nascA !nascA
term����! A

dCi,A(t)

dt
= !nascA

term Ci,nascA(t) (F.3)

dCi,nascA(t)

dt
= ↵nascA

ini

⇥
i = inascAini

⇤
� !nascA

term Ci,nascA(t) (F.4)

Gesamtkonzentration der Proteine A im System

CA(t) =
1

N

NX

i=1

↵nascA
ini

⇥
i = inascAini

⇤
!✓

t+
1

!nascA
term

⇣
e�!nascA

term t � 1
⌘◆

(F.5)

F.3. Vergleich Proteinexpression in vitro und in vivo Modell

Die Proteinexpression wird betrachtet am Beispiel von fiktiv gewählten Initiations-
und Terminationsraten für ein Protein.

Experimentelle Ergebnisse (Diskussion bereits in Abschnitt 4.7)
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F.3. Vergleich Proteinexpression in vitro und in vivo Modell
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Abbildung F.1.: Proteinexpression im in vitro und in in vivo. Konzentration der im Gesamtsystem be-
findlichen Proteine A in Abhängigkeit von der Zeit. Unterschieden wird zwischen einem
in vivo Modell mit Initiationsrate und Terminationsrate der Proteine A und einem in vitro

Modell mit einer Produktionsrate der Proteine A
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Abbildung F.2.: Summe aus gebundenen und freien grün fluoreszierenden Proteinen (GFP) im in

vitro System. Experimentell von der Gruppe Roy Bar-Ziv ermittelte zeitliche Entwicklung
der Erzeugung eines Proteintyps (GFP). Die Erzeugung der Protein wird in Systemen
mit drei unterschiedlichen Fallenverteilungen betrachtet. Die zeitliche Entwicklung verläuft
zwischen (30 bis 90)min annähernd linear, wohingegen für lange Zeitskalen eine leichte
Sättigung eintritt.
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FDM Finite-Differenzen-Methode

FRET Förster-Resonanzenergietransfer

gp Genprodukt

GFP grün fluoreszierende Protein
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RNA Ribonukleinsäure
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Die Berechnung der neuen Konzentrationen zum Zeitpunkt k + 1
erfolgt durch ein explizites Verfahren und somit über die bekannte
Konzentration zum Zeitpunkt k (Richtung des geraden Pfeils). . . . 13

2.2. Schematische Darstellung der möglichen Änderung der Kon-
zentration der Population A in Bin j. (a) Eine Diffusion ist nur
aus Bin j in benachbarte Bins möglich (b) Verweilen in Bin j, ohne
dass eine Aktion passiert. (c) Anteiliger Verlust fk

j,reacA durch Reak-
tion mit B-Molekülen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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2.3. Schematische Darstellung des Gewinns für die Population A in
Bin j. Diffusion aus den Nachbarbins j � 1 und j + 1 mit Diffu-
sionsanteilen fk

j�1,diffA (Pfeil nach rechts) und fk
j+1,diffA (Pfeil nach

links). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.4. Die RvD-Methode liefert für große Zeitschritte �t eine präzise-
re Lösung als das explizite Euler-Verfahren. Verteilungen der A-,
B- und C-Moleküle nach t = 10 s. Anfangskonzentration a(x, 0) =
b(x, 0) = c(x, 0) = 0, Diffusionskonstanten DA =DB = 5000 µm2 s�1,
DC = 0 µm2 s�1; �x = 10µm; Produktion der A-Moleküle in Bin
3 und 4 mit der Produktionsrate ↵A = 10 µM s�1 und Produktion
der B-Moleküle in Bin 5 und 6 mit ↵B = 10 µM s�1. Referenzvertei-
lungen wurden mit dem expliziten Eulerverfahren mit Zeitschritten
von �t = 10�6 s berechnet und sind als graue Linien dargestellt.
Weitere Parameter siehe Anhang Tabelle A.6. . . . . . . . . . . . . 19

3.1. Schematische Darstellung eines Biochips entnommen aus Hey-
man u. a. [70]. Lange DNA-Stränge, die das zu untersuchende Pro-
tein codieren, werden an der Oberfläche befestigt. Antikörper (blaue
Y-Formen), die nur spezielle Proteine binden können, sind neben
der DNA immobilisiert. Die DNA wird durch eine RNA-Polymerase
(braunes Ellipsoid) in mRNA (rote Spirale) transkribiert und durch
ein E. coli Ribosom (doppelte orange Ellipsoide) in naszierende Po-
lypeptide (grüne Kette) übersetzt. Das gefaltete Protein (grüne ge-
faltete Kette) diffundiert und bindet an die Antikörperfalle. [39] . . 23

3.2. Messung der gebundenen Moleküle. Schematische Darstellung
des Designs eines Biochips. Die an der Oberfläche befestigten An-
tikörper (altrosa Trichter) binden freie Moleküle (blaue Kugeln) an
die Oberfläche. Die an die Oberfläche gebundenen Partikel (dun-
kelrote Kugeln mit blauem Rand) erzeugen ein Fluoreszenzsignal.
Das mit Hilfe eines Fluoreszenzmikroskops und einer Kamera auf-
genommene Bild wird mittels Binning (c) des Chips in x-Richtung
in eine Verteilung von gebundenen Molekülen (d) entlang der x-
Richtung umgewandelt. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.1. Schema eines Synthesechips mit Höhe h und einer Länge l [i.V.
74]. Der Chip ist mit einer Lösung gefüllt, die Moleküle (orange
Kugeln) enthält. Diese können an molekulare Fallen (gelbe Kegel)
binden, um Molekül-Fallen-Komplexe zu bilden. Die Fallen sind
der Unterseite des Chips befestigt, der Prozess der Komplexbildung
findet daher an der Oberfläche statt. . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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4.2. Zeitabhängigkeit der Konzentration gebundener Moleküle Cb(t)
und deren Fallen-Effizienz fb(t). Die erste Spalte (a-b) zeigt die
Konzentration gebundener Moleküle und die Fallen-Effizienz ge-
bundener Moleküle in Abhängigkeit von der Zeit für gleiche Para-
metersätze (Legende links). Einteilung der Fallen-Effizienz in Bin-
deregime (I) und Produktionsregime (II). Die zweite Spalte (c-d)
vergleicht die Fallen-Effizienz in Abhängigkeit von der Zeit für
gleiche Produktionsraten ↵prod (Legende rechts) und unterschiedli-
che Bindeaffinitäten: (c) schwache Bindung bin = 0.001 s�1 µM�1,
(d) starke Bindung bin = 0.1 s�1 µM�1. . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.3. Maximal erreichbare Fallen-Effizienz (a) Maximum der Fallen-
Effizienz fmax

b sowie zeitgleich, d.h. zum Zeitpunkt t⇤, auftretende
(b) Konzentration der gebundenen Moleküle Cb(t⇤) als Funktion
des Verhältnisses aus Produktionsrate und Binderate ↵prod

bin
. . . . . . 32

4.4. Schema eines Zwei-Boxensystems mit Boxhöhe h, Boxlänge l
[i.V. 74]. Die Moleküle (orange Kugeln) können zwischen beiden
Boxen frei diffundieren und an Fallen (gelbe Kegel) binden. Neue
Moleküle werden nur in der linken (blauen) Box produziert. . . . . 33

4.5. Bindedynamik des Zwei-Boxensystems. (a, d) Konzentrationen
C1,b(t) und C2,b(t) der gebundenen Molekülen in Box 1 (durch-
gezogene Linie) und Box 2 (gestrichelte Linie). (b, e) Fallen-Ef-
fizienz des Gesamtsystems fb(t). (c, f) Fallen-Effizienz f1,b(t) und
f2,b(t) in Box 1 (gestrichelte Linie) und Box 2 (durchgezogene Li-
nie). Der Vergleich unterschiedlicher Diffusionsraten der Moleküle
erfolgt mittels der Spalten, wobei die linke Spalte (a-c) eine lang-
same Diffusionsrate mit eD = 0.001 s�1 und die rechte Spalte (d-f)
eine schnell Diffusionsrate mit eD = 0.1 s�1 zeigt. Die mit Doppel-
pfeilen hervorgehobenen Bereiche in Abbildung (a ,b) kennzeich-
nen die Zeitspanne (tA bis tB) vom Zeitpunkt der maximalen Fal-
len-Effizienz bis zum reinen produktionsdominierten Regime. Die
Unterscheidung der Regime erfolgt durch die Betrachtung der Fal-
len-Effizienzen in den einzelnen Boxen. Die maximale Fallen-Effi-
zienz in Box 1 findet zum Zeitpunkt tI statt und kennzeichnet das
Ende des reinen bindedominierten Regimes. Die maximale Fallen-
Effizienz in Box 2 zum Zeitpunkt tII beschreibt den Beginn des rei-
nen produktionsdominierten Regimes. Die entsprechenden Regime
sind am Beispiel des Datensatzes ↵prod = 0.001 µM �t�1, bin =
0.1�t�1 µM�1 (cyan blau) eingezeichnet. Die sich somit ergebenen
unterschiedlichen Regime ist durch die unterschiedlichen Schraffu-
ren gekennzeichnet, dessen Schnittmenge das Mischregime kenn-
zeichnet. Die entsprechenden Parameterkombinationen sind farb-
lich codiert und befinden sich in der Legende. . . . . . . . . . . . . 35
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4.6. Charakteristika und Regimeaufteilung der Fallen-Effizienz (a)
Gesamt-Fallen-Effizienz in Abhängigkeit von der Zeit. Die charak-
teristischen Punkte entsprechen folgende Zeitpunkten: (�) Zeit der
maximalen Gesamt-Fallen-Effizienz, (⇧) der Wendepunkt Fallen-
Effizienz in der N -ten Box und (⇤) dem Maximum der Fallen-Ef-
fizienz in der N -ten Box (d). (b) Ortsabhängigkeit der gebunde-
nen Moleküle zu den charakteristischen Zeitpunkten (vgl. (a)). Das
graue Rechteck kennzeichnet den Ort der Quelle. (c) Fallen-Ef-
fizienz in der jeweiligen Box i als Funktion der Zeit. Unterschei-
dung der Fallen-Effizienz in den Boxen im Quellbereich (rot), links
vom Quellbereich (blau) und rechts vom Quellbereich (grau). Die
Einteilung der Summe der Fallen-Effizienz in Box i erfolgt in drei
Regime (Schattierung). Regime I ist das bindedominierte Regime,
das endet, sobald die Fallen-Effizienz der ersten Box maximal ist.
In Regime II finden sich sowohl steigende als auch sinkende Fal-
len-Effizienzen. Regime III ist der Bereich, in dem alle Boxen ihre
maximale Fallen-Effizienz überschritten haben und somit die Pro-
duktion dominiert. (d) Dargestellt ist die Fallen-Effizienz in der
N -ten Box in Abhängigkeit von der Zeit, wobei Wendepunkt ⇧ und
Maximum ⇤ markiert sind. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.7. Bindedynamik im 100-Boxensystem. Erste Zeile (a, e, i) zeigt die
Fallen-Effizienz unter Variation der Parameter entsprechend der je-
weiligen Legende. Sofern nicht explizit in der Legende erwähnt,
gelten folgende Parameter: Produktionsrate ↵prod = 2 · 10�4 µM �t�1,
Bindeaffinität bin = 2 · 10�2 �t�1 µM�1 und Diffusionsrate eD =
8.3 · 10�2 �t�1. Zeilen zwei bis vier (b-d, f-h, j-l) zeigen die Orts-
abhängigkeit der gebundenen Moleküle zu charakteristischen Zei-
ten, durch die Symbole �, ⇧ und ⇤ gekennzeichnet. Charakteristi-
sche Zeiten werden bestimmt aus dem Maximum der Gesamt-Fal-
len-Effizienz fb(t�), dem Wendepunkt der Fallen-Effizienz fN,b(t⇧)
in BoxN und dem Maximum der Fallen-Effizienz fN,b(t⇤) in BoxN .
In Spalte eins (a-d) wird die Bindeaffinität bin, in Spalte zwei (e-
h) die Diffusionsrate eD und in Spalte drei (j-l) die Produktionsrate
↵prod variiert. Das graue Rechteck kennzeichnet den Ort der Quelle. 44

4.8. 100-Boxensystem mit inhomogener Fallenverteilung. Betrachtung
zweier unterschiedlicher Fallenverteilungen (a; d) und deren Ein-
fluss auf die Entwicklung der Anzahl der gebundenen Moleküle
(b-c; e-f). Die beiden Spalten (b-c; e-f) zeigen die Entwicklung bei
einer bestimmten Fallen-Effizienz (a; d) und verschiedene Bindeaf-
finitäten bin (farbig gekennzeichnet in der Legende). Die zeitliche
Entwicklung (siehe Legende der Zeitpunkte in c) wird durch die Li-
nien dargestellt. Der Quellbereich ist grau gekennzeichnet. Weitere
Parameter siehe Anhang Tabelle A.8. . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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4.9. Einfluss von Diffusionsrate und Bindeaffinität bei inhomogener
Fallenverteilung. Zeile eins (a, d, g) zeigt die Gesamtkonzentration
Cb der gebundenen Moleküle in Abhängigkeit vom Abstand zwi-
schen Fallenbereich und Quelle (graues Rechteck). Die Zeitpunkte
sind durch die Schattierung der Marker gekennzeichnet, wobei der
Farbwechsel von rot nach blau den Übergang der Kurvenkrümmung
von konkav zu konvex kennzeichnet. Zeilen zwei und drei (b, c, e;
f, h, i) zeigen die räumliche Verteilung der gebundenen Moleküle
Ci,b für Zeitpunkte entsprechend der jeweiligen Legende. Dabei
werden folgende Fälle unterschieden: langsame Diffusion bei star-
ker Bindung (a-c; bin = 2 · 10�3 �t�1 µM�1, eD = 9.8 · 10�3 �t�1),
schnelle Diffusion bei starker Bindung (d-f; bin = 2 · 10�3 �t�1 µM�1,
eD = 8.3 · 10�2 �t�1) , schnelle Diffusion bei geringer Bindung (g-
i; bin = 2 · 10�4 �t�1 µM�1, eD = 8.3 · 10�2 �t�1). Für weitere
Parameterwerte siehe im Anhang Tabelle A.9. . . . . . . . . . . . . 49

4.10. Eine Erhöhung der Fallen-Kapazität bewirkt eine Erhöhung
der Fallen-Effizienz und eine Ausdehnung des bindedominier-
ten Regimes und Mischregime. Darstellung der Gesamt-Fallen-
Effizienz fb(t) mit einer Fallen-Kapazität von (a) Cmax

b = 1 µM und
(b) Cmax

b = 2 µM. Charakteristische Punkte beschreiben den Zeit-
punkt: (�) des Maximums der Fallen-Effizienz, (⇧) Wendepunkt der
Fallen-Effizienz in BoxN . Die Darstellung der Verteilung der ge-
bundenen Moleküle zu den für die Fallen-Effizienz charakteristi-
schen Zeitpunkt befindet sich im Anhang Abbildung C.3 . . . . . . 50

4.11. Verteilung der gebundenen gp10 Proteine. Fitting der experimen-
tellen Daten mittels Simulationen vom Modell in Abschnitt 4.3; ge-
bundene gp 10 Proteine an der Oberfläche für zwei unterschiedliche
Konzentrationen an DNA-Bürsten 25% und 100 %; experimentelle
Daten (� und ⇤). Simulationsdaten Fitting mit einem Datensatz Än-
derung der Produktionsrate ↵prod der Moleküle zur Simulation der
unterschiedlichen DNA-Bürsten Konzentration. Das graue Recht-
eck kennzeichnet den Ort der Quelle. Die Parameter sind im An-
hang Tabelle A.12 zu finden. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.12. Theoretische Betrachtung des Einflusses der Fallenkapazität auf
die Verteilung der freien und der an der Oberfläche gebunde-
nen Proteine in Abhängigkeit vom Ort. Die Spalten zeigen die
unterschiedliche Fallenverteilungen (I): inhomogene Fallenvertei-
lung, (II) mit einer Fallenkapazität von Cmax

i,b = 1 µM. (III) Cmax
i,b =

2 µM. Das graue Rechteck kennzeichnet den Ort der Quelle. Weitere
Parameter siehe Anhang Tabelle A.11. . . . . . . . . . . . . . . . . 54

xix



Abbildungsverzeichnis

4.13. Experimentelle Betrachtung des Einflusses der Fallenkapazität auf
die Verteilung der freien und der an der Oberfläche gebundenen
Proteine in Abhängigkeit vom Ort. Die Spalten zeigen die unter-
schiedlichen Fallenkapazitäten Cmax

i,b (a-b): Cmax
i,b <= 1 µM, (c-d)

Cmax
i,b = 1 µM. (e-f) Cmax

i,b = 2 µM. Unterschiedlichen Zeitpunkte
sind in der Legende dargestellt. Cmax

b+u,Ci,b+u . . . . . . . . . . . . 55

5.1. Schematische Darstellung der 2D Geometrie (x-y Ebene) des Bio-
chips. Farbig eingezeichnet sind die Quellbereiche der Proteine A
(grün) und des Proteine B (gelb). Der Chip hat in x-Richtung die
Länge L. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

5.2. Verteilung der an der Oberfläche gebundenen Komplexe (schwarz)
und der in Lösung befindlichen freien A- und B-Proteine (blau).
Die Rechtecke zeigen die Quellbereiche der Proteine A (grün) und
B (gelb). Betrachtet werden verschiedene Parameterkombinationen:
a) Die Diffusion der B-Moleküle ist schneller als die der A-Moleküle
und die Bindung von A an die Oberfläche ist im Vergleich zur Kom-
plexbildung in Lösung begünstigt F ,A � l. b) B-Proteine diffun-
dieren langsamer als A-Proteine und die Bindeaffinität der Prote-
inuntereinheiten zu einem Komplex in Lösung ist stärker als die
Bindung von A an die Oberfläche F ,A ⌧ l. c) Die Diffusion ist
gleich und die Bindeaffinitäten von A und B sind gleich F ,A = l. 62

5.4. Zeitliche Entwicklung der Dominanz der oberflächen- (rot) und
lösungsassemblierten (blau) Komplexe. Die Stärke der Dominanz
berechnet sich aus dem Verhältnis aus der Konzentration der an der
Oberfläche gebundenen Komplexe durch die Gesamtanzahl der ge-
bundenen Komplexe und ist durch den Farbgradienten dargestellt.
Je dunkler die Farbe desto dominanter ist der jeweilige Assem-
blierungspfad, wobei weiß bedeutet, dass Lösungs- und Oberflä-
chenassemblierung gleich stark sind. (a) Eine Reduzierung der Bin-
deaffinität zwischen A-Protein und der Oberfläche F ,A (F ,A =
o/10 = F ,AB/10 = l/10) bewirkt eine Verstärkung der in Lö-
sung assemblierten Komplexe (blaue Fläche unter dem Graphen)
(b) Gleiche Bindeaffinitäten (F ,A = o = F ,AB = l) bewir-
ken eine Dominanz der oberflächenassemblierten Komplexe (rote
Fläche unter dem Graphen) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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5.5. Experimentelle Untersuchung der Komplexbildung durch Va-
riation des Abstandes zwischen den Translationsorten. Die Da-
ten zeigen die Verteilung der Proteinkomplexe entlang des Biochips
für verschiedene Distanzen zwischen den Translationsorten (siehe
Legende). Das Fluoreszenssignal ist normiert auf das Maximum des
Signals der gemischten DNA-Bürsten. Die Schattierung zeigt die
Standardabweichung. In dem Bereich zwischen 60 und 150 µm sind
die Daten beschnitten, da durch das Aufbringen der DNA-Bürsten
in dem Bereich in den mikroskopischen Bildaufnahmen Artefakte
entstanden („spotting“ sichtbar). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5.6. Theoretische Untersuchung des Einflusses des Abstandes der
Translationsorte auf die Verteilung der gebundenen Komplexe
(a-f) zeigen die Konzentration Cb,Comp der gebundenen Komplexe
entlang des Biochips normiert über das Maximum der Konzentra-
tion Cmax,mix

b,Comp der gemischten DNA-Bürsten. Dabei werden die ex-
perimentellen Daten (durchgezogene Linien) und deren Standard-
abweichung (Schattierung) bestmöglich durch das in Abschnitt 5.1
beschriebene Modell mit einem Parametersatz für alle Abstände an-
genähert (gestrichelte Linien). Die Farben in den obigen Schemata
entsprechen dem Abstand zwischen den Translationsorten: (a) ge-
mischter Bürstenfall mit 0 µm und einen Abstand von (b) 100 µm
(c) 200 µm (d) 300 µm (e) 400 µm (f) 500 µm. Parameter sind im
Anhang in Tabelle A.16 zu finden. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

5.7. Unterscheidung der Assemblierungspfade in Abhängigkeit vom
Abstand der Translationsorte Gezeigt ist die Verteilung der Kon-
zentrationen der an der Oberfläche gebundenen Spezies Cb,X , d. h.
aller Komplexe, oberflächen- und lösungsassemblierte Komplexe.
Der durch das Fitting in Abbildung 5.6 ermittelte Parametersatz er-
laubt eine Unterscheidung zwischen oberflächen- und lösungsas-
semblierten (gepunktet und gestrichelt) Komplexen. Der Bereich
der experimentellen Beobachtung (Schattierung, siehe auch Abbil-
dung 5.6) dient zum Vergleich und zeigt die Konzentration Cb,Comp

der gebundenen Komplexe. Die Farben in den obigen Schemata
entsprechen dem Abstand zwischen den Translationsorten: (a) ge-
mischter Bürstenfall mit 0 µm und einen Abstand von (b) 100 µm
(c) 200 µm (d) 300 µm (e) 400 µm (f) 500 µm. Parameter sind zu
finden im Anhang in Tabelle A.16. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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5.8. Kurz- und Langzeitverhalten der Komplexbindungs-Effizienz
im Vergleich zur Fallen-Effizienz. Die Beeinflussung der Kom-
plexbindungs-Effizienz durch die Limitierung der Fallen an der Ober-
fläche wird durch die Fallen-Effizienz beschrieben. Wie auch im
Einproteinfall lässt sich der zeitliche Verlauf der Fallen-Effizienz in
drei Regime einteilen I bindedominiertes Regime, II Mischregime,
III produktionsdominiertes Regime. Die Effizienz der Komplexbin-
dung hängt ab von dem Abstand zwischen den Translationsorten
(wie in der Legende angegeben). Die experimentelle Beobachtung
fand nach etwa t = 2h (grau schattierter Bereich) statt, was im be-
ginnenden Mischregime der Fallen-Effizienz liegt. Detailkurven zu
den lösungs- und oberflächenassemblierten Komplexen in Abhän-
gigkeit vom Abstand befinden sich im Anhang Abbildung D.7 . . . 75

6.1. Illustration des Querschnitts einer E. coli-Zelle von Goodsell
[76]. Gezeigt sind drei Regionen: Die Zellwand (grün), das Zyto-
plasma (magenta und blau) und das Kernäquivalent (gelb und oran-
ge), in dem sich die DNA (gelb) aufhält. . . . . . . . . . . . . . . . 78

6.2. Schematische Darstellung der Bewegung des Genlocus am Bei-
spiel von E. coli, entnommen aus Yang u. a. [77]. (a) Schemati-
sche Darstellung der Zelle mit Kernäquivalent (grau) und Zytoplas-
ma (weiß) (b-e) vergrößerter Zellausschnitt; (b) Beginn der Tran-
skription durch Bindung der RNAP an den Promotor des zu syn-
thetisierenden Gens (c) Erhöhung der Bewegung des Genlocus in
Richtung der Peripherie auf Grund (d, e) von Bindung von Ribo-
somen an die noch zu transkribierende mRNA (co-transkriptionelle
Translation). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

6.3. Co- vs. post-translationale-Assemblierung. Räumlich voneinan-
der getrennten Translationsorte, die durch mRNA (braun, Linie),
Ribosomen (grün) und den naszierenden Polypetidketten (rot bzw.
blaue Ketten) dargestellt sind. Es werden zwei voneinander unter-
scheidbare Proteine (rot und blau) auf den entsprechenden Transla-
tionsorten synthetisiert. Ein fertig synthetisiertes rotes Protein (rot,
Knäuel), kann auf zwei verschiedenen Wegen (Pfeile) durch die
Bindung mit einem blauen Protein zu einem Komplex (rot und blau
ineinander verknäult) werden. Entweder (a) post-translationalen durch
die Bindung mit einem freien blauen Protein (blau, Knäuel) oder (b)
co-translational durch die Bindung mit der blauen naszierenden Po-
lypeptidkette (blaue Kette, entspricht dem noch nicht fertig synthe-
tisierten blauen Protein, noch gebunden am Ribosom) und dessen
Freilassung nach der Translation der mRNA. . . . . . . . . . . . . 80
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6.4. Abstand der Translationsorte ist bedingt durch monocistroni-
sche (a) und polycistronische (b) mRNA. Räumlich voneinander
getrennten Translationsorte, die durch mRNA (braun, Linie), Ribo-
somen (grün) und den naszierenden Polypetidketten (rot oder blaue
Ketten) dargestellt sind. Die für die Proteinsynthese benötigten In-
formationen für (a) genau ein Protein und (b) mehr als ein Protein
befinden sich auf einer mRNA. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

6.5. Reaktionsschema für das in vivo-System. Erzeugung von naszie-
renden Ketten nascA, nascB (Initiation der Proteine); Umwand-
lung der naszierenden Kette in ein fertiges Protein A, B; Assemblie-
rung der Proteinuntereinheiten zu einem Proteinkomplex ABpost,
ABco. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

6.6. Schema des diskretisierten Modellbakteriums mit unterschiedlichen
Translationsorten für Protein A (rot) und B (blau). Die farbigen Be-
reiche kennzeichnen die Boxen

⇥
i = inascAini

⇤
und

⇥
i = inascBini

⇤
. . . . . 86

6.7. Verteilungen von zwei Proteinuntereinheiten und Ort der Kom-
plexbildung ohne (links) und mit (rechts) Degradation der Pro-
teinuntereinheiten A und B. Gezeigt werden die Verteilungen:
(a, c) der freien Proteinuntereinheiten A, B und die naszierenden
KettenB; (b, d) der Entstehungsorte der co- und post-translationalen
Proteinkomplexe ABco und ABpost. . . . . . . . . . . . . . . . . 90

6.8. Die Effizienz der Komplexbildung ist nur dann vom Abstand
zwischen Translationsorten abhängig, wenn die Degradation der
Proteinuntereinheiten nicht Null ist. (a) und (c) zeigen die Domi-
nanz der Assemblierung, definiert in Gleichung (6.6) (b) und (d) ge-
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