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Introduccién

La teoria sobre Procesos de ramificacion surge a principios del siglo XX: el origen se atribuye a
los estudios realizados, independientemente, por Bienaymé en Francia y por Galton y Watson en
Inglaterra, con objeto de investigar las razones de la extincién de determinadas lineas familiares de
la aristocracia. Se considere como punto de partida el siguiente problema planteado por F. Galton
en la revista “Educational Times”, en 1874:

(Problema 4001) Consideremos una poblacion de la que sélo nos interesan los varones adultos, i en
numero y que representan apellidos distintos e independientes. Su ley de poblacion es tal que, en cada
generacion, un ro por ciento de los varones adultos tienen hijos varones que no alcanzan ninguno la edad
adulta, un r1 por ciento tienen un solo hijo varon que alcanza la edad adulta, un ro por ciento tiene dos,
y ast sucesivamente hasta un rs por ciento que tienen cinco. Encontrar (1) ;qué proporcion de apellidos
se extinguiran después de n generaciones?; y (2) scudntos individuos habrd del mismo apellido en una
generacion formada por j personas?

La primera respuesta a este problema, fue enviada a Galton por el reverendo H.W. Watson. La
respuesta aportada por Watson no era totalmente satisfactoria y el problema de la probabilidad
de extincion permanecié, al menos en parte, sin solucion durante otro medio siglo. En 1922, R.A.
Fisher consider6 dicho problema en un contexto genético, trasladandolo al estudio de la progenie
de un gen mutante. La importancia de su trabajo reside en que por primera vez los Procesos de
Galton-Watson fueron aplicados en Genética. A partir de entonces, los procesos de ramificacion han
sido utilizados como modelos matematicos para describir procesos empiricos, no solo relacionados
con la biologia, sino también con la Fisica nuclear, la Medicina, las ciencias de la Computacién, la
Demografia, etc.

Durante el siglo XX se ha desarollado ampliamente, occupando en la actualidad un lugar desta-
cado dentro del contexto general de la teoria sobre Procesos estocasticos, habiéndose publicado
numerosas monografias sobre su teoria y aplicaciones, entre las que citaremos por su especial sig-
nificacién las de Harris [13], Athreya & Ney [1], Jagers [15], Sewastjanow [23], Pakes [22], Haccou,
Jagers, Vatutin [12].

Las notas son estructuradas en 3 capitulos. El primer capitulo incluye varias propiedades
(Markov, martingala, extincién, cuasi-estacionaridad, condicionamiento a la no extincién) del
proceso de ramificaciéon simple de Bienaymé-Galton-Watson (BGW), un proceso de tiempo
discreto. En el capitulo dos se introduce el proceso de ramificacion BGW de tiempo continuo y
se estudian sus propiedades como proceso de Markov, y como martingala. Tambien, se analiza lo
que resulta cuando se condiciona la dindamica a la no extincién en el futuro lejano. Se discute la
similitud con el caso de tiempo discreto. El tercero capitulo incluye limites de procesos de BGW
para densidad de poblacién grande. Asi se costruye -entre otras cosas- el proceso de difusion de
Feller. Se mencionara unas propiedades cualitativas tipicas.

Deseo expresar mi agradecimiento especialmente a mis companeros Sylvie Méléard, Maria
Emilia Caballero, Begona Fernandez, Luis Gorostiza, Manuel Molina Fernandez y Miguel Gonzalez
Velasco por su material [20], [3], [8], [10], [19] y [21] que me prestaron muy generosamente.
Quiero hacer patente mi especial reconocimiento a Sophie Pénisson y Michael Hégele por haberme
ayudado a concevir estas notas, y entre otras cosas haber dibujado algunas figuras y haber
corregido mis inumerables faltas en espanol.

Berlin, abril de 2010



1. Unas propiedades de los procesos de Bienaymé-Galton-
Watson de tiempo discreto (BGW)

1.1. Definicion

Consideramos una poblacién sujeta a reproduccién. En el instante n = 0 hay X, individuos.
Al transcurrir el tiempo, despues de un tiempo de vida igual a 1, los individuos se reproducen
independientemente segiin una ley de ramificacién r := (r;);en. Los nuevos individuos - después de
un tiempo de vida igual a 1 - se reproducen independientemente con las mismas reglas.

El proceso de BGW es la sucesién de variables aleatorias (X,)nen -con espacio de estados N-
representando el nimero de individuos de las generaciones sucesivas, definida del siguiente modo:

Xps1 = Yop st X,=i>1
k=1
Xpi1=0 si X, =0.

Las variables aleatorias (Y,, )nx son independientes e idénticamente distribuidas de ley r. Intuitivo,
Y, r representa el numero de descendientes del individuo k-ésimo de la n-ésima generacion.

En estas notas, supondremos siempre que la ley r no es degenerada, es decir : rg > 0y ro+7r; < 1.

Ejemplos

= BGW con reproduccién binaria: ver figura la
rg=1—ry, r; =0 por j & {0,2}. Cuando 9 = r, = 1/2 se llama critica.

= Reproduccién de segmentos de ADN de largo N:
ro="b,ry = (1 =0)(1—a"),ry = (1 —b)a", r; = 0 para todos j > 3. (a,b €]0, 1])

= propuestos por Watson:

o (W1): r= Uy, asi 1o = 11 = 1o = 5 ver [9], p. 141

o (W2): r= Bs5 14, ver [9], p.142 y figura 1b.
Asi
To 1 ) T3 T4 s
3.5 3 33 32 3 1
2 ° 1102 | 102 el il
(4) 545 045 045 545 45
~ 0,237 | 0,396 | 0,264 | 0,088 | 0,014 | 0,001

» Modelo geométrico de pardmetro a € [0,1] : r =G,
r; = a(l — a)? para j > 0.

= Modelo cuasi-geométrico (a,b) - o geométrico modificado en 0- :
ro=0b,7; = (1 —b)a(l — a)’~! para j > 1. (Si a = b, es geométrico.)
Ejemplo de A. Lotka [18] y figura 2. Estatisticas estimédas:
ro = 0,4981;r; = 0,2103;7, = 0,1270;r3 = 0,0730;r, = 0,0418;7r5 = 0,0241---rg =



(a) BGW binario

.

-

=

Xo

(b) Proceso BGW propuesto por Watson (W2)

Figura 1: Procesos de ramificacion de tiempo discreto



0,0005 - - - aproximéado por

ro = 0,4828; 71 = 0,2289;7, = 0,1279;r3 = 0,0714;r4 = 0,0399; r5 = 0,0233 - - - 119 = 0,0012
que se interpretan como un modelo cuasi-geométrico con los parametros a ~ 0,4414 y b =~
0, 4828.

1.2. Propiedad de ramificacion

= Los descendientes de un individuo de cualquier generacion forman un proceso equivalente al
total.

= El proceso iniciado en Xy =7 es la suma de ¢ copias independientes de X iniciadas en 1:

Vik  P(Xpst)nzo € 1 Xk =1) = P(O_XP)uz0 €)
j=1
donde P(XYWe.) = P(X € |X,=1)

1.3. Propriedad de Markov y clasificaciéon de los estados

Un proceso de BGW X es una cadena de Markov porque su comportamiento futuro sélo depende
del presente independientemente del pasado: para todos n € N, 7,7 > 1, xg,x1,--- € N,

IP’(X”H :j|X0:9507X1 =Ty, ,ani) = P(Zyn,k:ﬂXo:xo,Xl =Ty, 7Xn=’i>

k=1

— P(ZYTLJC = ]) — Z rkl - 'Tk’i = (I‘*i)j — ]P(Xn+1 o j|Xn = Z)
k=1

kit thi=j

P(XnJrl:j’XO:xo,Xl:l'l,"',Xn:O):O Sl]#oy 1sino.

Su matriz de transicién P = (P;;); j>o verifica

Py = P(Xos1 = j| X, = i) = (fr 7).

El estado 0 es absorbente, porque si X,, = 0 entonces X,, = 0 para todos m > n.

Teorema 1 : Clasificaciéon de estados
Sea X un proceso de BGW no degenerado. El estado 0 es el unico estado recurrente, es decir

P(X,, = 0 para algin n € N|Xy =0) = 1.
El resto de estados son transitorios: sea 1 > 1;
P(X,, =i para algin n € N| X, =1i) < 1.
La unica distribucion estacionaria (o de equilibrio) 7 es trivial: mo =1 ym; =0 sii > 1.

6



Demostracion: 0 es absorbente entonces es recurrente:
Sea T; el primer tiempo positivo de visita a i. P(Ty < 400Xy = 0) = P(Tp = 1| X, = 0) = 1, de
donde 0 es recurrente. El tiempo de vuelta a 0 es casi seguramente finito.
Sea 71> 1.
P(T; = 40| Xo = i) > P(X; = 0| Xy =) > (ry)" > 0,

de donde i es transitorio. El tiempo de vuelta a i puede ser infinido.
Sea 7 una distribucion estacionaria. Es una ley que es invariante sobre la dinamica de reproduccién:
Si la ley de X es 7, entonces para cada tiempo n la ley de X,, se queda igual a 7; en particular,

T = ]P(Xl = 0) = Z]P(Xl = 0|X0 = Z)P(XO = ’L) = Z(T())iﬂ'i > T

i>0 i>0

excepto si m; = 0 para cada ¢ > 1. o

1.4. Funcién generatriz y momentos

Se toma la notacién f para la funcién generatriz de la ley r:

f(s) =E(s"+) =E(s¥[Xg=1) =) s, 0<s<L

Jj=0
La funcién f es continua, crece y es estrictamente convexa en el caso no degenerado.
Ejemplos :

» Reproduccién binaria: f(s) = rg + res? = 1+ ry(s? — 1).
En el caso llamado critico rg = ro = 1/2, f(s) = 3(1 4 s?)

1 1153
| ] 1 . = - 1 2 = —
(W1): f(s) 3( + s+ 5%) 5T
3+ 5\
- (W2): f(s) = ( y ) .
s ) . a
= Modelo geométrico (a) : f(s) = -
» Reproduccién cuasi-geométrica (a,b): f(s) =b+ (1 — b)ﬁ. (Ver la figura 2)

El valor medio m de la ley r representa el nimero promedio de individuos generados en una

reproduccién:
. / —
m = E gri =E(Xi|Xo=1) = f'(17).
j=>0

Supondremos siempre en estas notas que m < +o0o. Se consideran tres casos:
m < 1 : ramificacién subcritica
m = 1: ramificacién critica
m > 1 : ramificacién supercritica



TABLE . THE PROBABILITY 12_;; ) PER 1,000 TEAT A NEWBORN MALE S8HALL HAVE é,
NDAN

Mavre DeEes TS IN THE WTH GENERATION

3;1" Nome [GBo0F| 1 2 3 a 5 8 ) 10
(l’")-"l 482.80(617.20]228.95/127.89] 71.44| 39.81| 22.29 3.88] 2.171 1.2}
? 2 1634.16(365.84| 98.29 72.12# 52.92| 38.83| 28.49 11,25 8.25] 6.05
3 |[707.65(202.35| 53.97| 44.19] 36.18] 20.62} 24.25 13.30{ 10.89| 8.92
4 |750.74]249.26| 33.80] 20.36| 25.50{ 22.16| 19.24 12.60] 10.94| 9.50
5 [778.83|221.17| 22.95| 20.68| 18.63| 16.79| 15.13 11.07} 9.97] 8.98
6 |798.45/201.55| 16.48| 15.22] 14.06( 12.99( 12.00 9.46| 8.74| 8.07
7 |812.80{187.20] 12.29] 11.56] 10.87| 10.22! 9.61 7.991 7.611 7.08
8 [823.68/176.32| 9.46] 9.01] 8.59 8.19| 7.80 6.75| 6.43| 6.13
9 |832.13|167.87| 7.41] 7.13| 6.86 6.60] 6.35 6.66| 5.46| 5.25
10 [838.81]161.19] 6.90| 5.73] 5.56] 65.40| 65.24 4.78] 4.64| 4.50
P
I.Or
S
8
2}
[
| e TS SR AnER e S et TR S m———
sl
Yy
l.,) —————————————
|
4
'f,ooor,or,xm,x’o 0%
sk B ¥y
Just 4 sons
In the exsmple here figured,
{1
ok f]WOMQI.—O’r%%.%g—’ . o é
fn () = fofo ~-of('&\ = Z. P . x
o 5, of th o s theprobaliity
T e el ik he S et
R
- =

Figura 2: A. Lotka: The extinction of families (1931). Tabla y iteracién de la funcién generatriz f



Supondremos tambien que existe el segundo momento de la ley de reproduccién :

0% = Z(] —m)*r; = Var(X;| X, = 1).

Jj=0
Ejemplos :
» Reproduccién binaria: m = 2ry. Es critica solo si 1y = 1/2 (= ro = 1/2).
» (Wl):m=1 y o*=2/3.

s (W2):m=2 y o*=2

16
= Modelo geométrico (a) : m = ! ; ¢ y o= 1a—2a
» Reproduccién cuasi-geométrica (a,b): m = 1=b
(En el caso de Lotka m ~ gﬁ% =1,17. El mgdelo es supercritico.)

Proposicion 2 : Estructura iterativa de la funcion generatriz de BGW
Si se nota f,(s) :=E(s*"|Xo = 1) la funcion generatriz de X,, cuando X, = 1, entonces

fo=fofo-of (nwees) y E(s|Xo=1i)=(fu(s))’, i>1.
Demostracion: por induccion

E(s 0 | Xo=1) = Y E(lix,os™ [ Xo = 1) = Y BTy, -5k X = 1)

i>0 i>0
= Y E(Ix,—3Xo = D)(E"Xo=1)) = P(X, =i[Xo=1)f(s)' = fao0 f(5). ©
i>0 i>0

Asi la respuesta a la pregunta (2) de Galton:

10 ,
]P)(Xn = .]|X0 - Z) = ﬁ@(fn(s)l”szo

Ejemplos

» Reproduccién geométrica (a): se prueba que

m*(1 —s)+ms—1

i 1/2
f(S)_ m“+1(1—8)+m8—1 Sla% /7
n\%) = n(l—s)+s . .
—_ si a = 1/2 (caso critico) .
(n+1) —ns

conm = (1—a)/a.



» Reproduccién cuasi-geométrica (b, a): (Ver la figura 2)
Se prueba por induccién que, en el caso no critico a # 1 — b,

anS
(s)=0b,+ (1 —b,)————
Fuls) = b+ (1= b T

a+b—1 1-5

::1— n e S — = .

donde b, mta, y a, Ty p— (m - )

Los momentos
Se verifican por induccion las siguientes igualdades:

VneN,  E(X,) =m"E(X)

no? si m=1

y Var(XalXo =1) = { m"ilua2 sio m#1.
Demostracion: por induccion

E(XnnlXo=1) = f11(1) = (fao /) 1) = f(Dfr 0 f(1) =m E(Xn[Xo =1). ©
Ejemplos

= (W1): E(X,) = E(X,) y Var(X,) =

S
=
g

= (W2): E(X,) = E(Xo)(3)" vy Var(X,) = 2(3)" ()" — DE(Xo)

N

1.5. Unas martingalas asociadas

1
Normalizando el proceso BGW (se m €]0, +00[), se define la sucesion W, .= —X,.
m’ﬂ
Proposicion 3 : Primera propiedad de martingala
Sea F, la o-dlgebra definida por F,, = o(Xo, -+, X,). Entonces, el proceso normalizado
X
W, = —
mn

es una martingala no negativa con respecto a (F,)n. Por lo tanto W = lim,, W), eziste casi sequra-
mente y 0 < W < 4o00.

Demostracion. Una martingala debe verificar:

VneN, E(W,.|F,) =W,

Pero E(X,11|Fn

E<Xn+1 |Xn>
Ademas E(s* 1| X, =i '

)
) = fs)

= SEGOIX, =) = B X, = ) = i )5
(pors=1)  E(Xpu|X,=10) = if'(1)=mi;

10



20 25

Simulation 6f Xn/m™

Figura 3: Convergencia de W,, = X”

por lo tanto

1 1

E(Wn+1‘fn) = WE(XnJrl‘fn) = Wan = Wn C.S.

Se sabe que cada martingala no negativa converge c.s. (ver [24] Teorema 2.21 o [28] §11.5) entonces
existe W.
Sim<1, X,—0cs.yW=0.

Sim > 1, {W >0} = {X,, — +oo}. o

Proposicion 4 : Una familia de martingalas .

Para cada funcion h acotada, el proceso (h Z (P—Id)h n €s una martingala con respecto
@ (Fo) kzo

Demostracion. Sea Z, := h(X,)) — S 1—o(P — Id)h(Xy).
E(Zni1 — ZoFn) = E(h(Xn41)|X,) — h(X,) — (P — Id)h(X,).
—+00
Pero B(h(Xo41)|Xn =14) = > Pyh(j) =: Ph(i)
=0

= E(h(X,11)|X,) = Ph(X,)
yVneN E(Z,1—2Z,F,) = 0 o

11



Comentario: En el caso critico m = 1, la funcion h = Id es armoénica nel sentido que
(P—1d)h=0:

(P =1Id)h)(i) =Y Pyh(j) — h(i) = > jPy—i=E(X1|Xo =) —i=mi—i=0.

>0 >0

Entonces, se verifica otra vez que X,, es una martingala.

1.6. La probabilidad de extincién

La probabilidad de extincién de la n-ésima generacion P(X,, = 0|Xy = 1) vale f,(0). (Respuesta
a la prejunta (1) de Watson). La probabilidad de extincion es el limite de f,,(0) y representa la
probabilidad del suceso de {X,, — 0}. Ella constituyé el punto de arranque del estudio del BGW.
Se buscan condiciones para que el proceso no se extinga. Dichas condiciones dependen en gran
medida del valor experado m de la ley de reproduccion. Esto originé la clasificacion de los BGW
en los tres tipos supercritico, critico y subcritica, segin m > 1,m=1o0om < 1.

Teorema 5 : Probabilidad de extincion

» Caso (sub)critico, m < 1:
La poblacion se extingue casi sequramente, es decir,

Xoo =1lim X, =0c.s. & Vi e N, P(X,, =0 para algin n|X,=1) =1

s Caso supercritico, m > 1:
La poblacion sobrevive con probabilidad positiva, es decir,

X =1im X, € {0, +00} eziste c.5. y P(Xo = +00|Xg=1)=1—¢'
donde q es la unica raiz en [0,1] de la ecuacion f(s) = s.

Demostracion: El tiempo aleatorio de extincion Ti es el primer tiempo positivo de visita a 0,
Ty = inf{n € N : X,, = 0}. Entonces {Ty < +oo} = U ~,{X, =0} = {X = 0}. Asi

P(Th < +o00| Xy =1) = hmIP( =0|Xo =1) = hm P(X, = 0|Xo = 1) = lim(f,(0))".

La prueba del teorema es inmediata si se toma en cuenta el siguiente lema.

Lema 1 lim, f,(0) = q donde q es la raiz la mas pequena en [0,1] de la ecuacion f(s) = s.
Cuando m < 1,g=1 y cuando m > 1,q < 1.

Demostracion de este lema:

-Sim <1,s+— f'(s) —1 <0 crece para todo s € [0, 1], luego s — f(s) — s decrece estrictamente
desde el valor ro > 0 hasta el valor 0. Es decir ¢ = 1.

Dado que f crece,

0 < f(0) < f2(0) -+ < ful0) -+,
entonces f,(0) € [0,1] crece y tiende a g cuando n — oo, donde ¢ = 1 es el unico punto fijo de f
en [0,1].

12



-Sim > 1,s+— f'(s) —1 toma valores negativas y después positivas, entonces s — f(s) — s decrece
a partir de ro y despues crece hasta el valor 0; De donde existen valores negativos y (teorema de
las valores intermediarias) un valor g €]0, 1] tale que f(¢) —q = 0.

Dado que f crece,

0 <10 = f(0) < fo(0) -+ < ful0) -,

entonces f,(0) crece y tiende a la raiz mas pequena de la ecuacién f(s) = s, que es exacto g.
o

Ejemplos:
» Reproduccion binaria supercritica, o > 1/2:
1—r
q es la rafz la mas pequeiia de 75 ¢> — ¢ + 1 — ry = 0. Entonces q = 2
T2

. - f1(0) | f2(0) | £5(0) | fa(0) | f5(0)
* (W1): BGW critico. ~6,333 0,2481 0?571 0:1641 0?675

q = lim,, f,,(0) es rafz de (1 — 2z + 2?) = 0, entonces ¢ = 1.

= (W2):
f1(0) | f2(0) | f5(0) | f4(0) | f5(0) | f6(0) | f2(0) | f5(0) | f9(0) | f10(0)
~ 0,237 | 0,346 | 0,410 | 0,450 | 0,477 | 0,496 | 0,510 | 0,520 | 0, 527 | 0,533

BGW supercritico, ¢ = lim,, f,,(0) es la tnica raiz en [0,1) de

2® + 152 + 9023 + 27022 — 619z + 243 = 0.
Se calcula: ¢ =~ 0, 553.

» Reproduccién geométrica (a).
La probabilidad de extincion de la n-ésima generaciéon vale
m" — 1
T sia#£1)2,
fa(0) = § MRt 1
1 si a = 1/2 (caso critico) .

En el caso supercritico m > 1 < a < 1/2, la probabilidad de sobrevivir de la n-ésima
generacion es de

. n M — 1 3
Entonces
m" —1 1 a

=lm—7Fm = — =
g n o mttl—1 m 1—a

Ver la figura 4 con a = 1/3, m = 2. Luego
27'l

)~ 1 (1/2)%
a partir de n > 3.
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2x 108 | 3
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s IO 1 et
S 10 15 20 5 10 1S 20
generation generation

Figura 4: r=geométrica (3) y Xo =i =20 (m = 2). (a) Tamaiio de la poblacién hasta n = 20. (b)
Tiempo de sobreviviencia de cada familia. Cf [12] p.114

En el caso subcritico m < 1,

1—m

que converge a 1 cuando n — 0o a velocidad exponencidl.
Ver la figura 5, con m = 0,95 y ¢ = 10.

» Reproduccién cuasi-geométrica (b, a): (m = (1 —b)/a).
La probabilidad de extincién de la n-ésima generacién vale
(a+b—1)m"

0 = bo = =

En el caso supercritico 1 — a > b:

g=1_mletb-D _, aexb-1_ b
n b—(1—a)mr a—1 l—a

Aplicacién al modelo de Lotka: ¢ ~ 0,86 (ver la figura 2).

1.7. Estimacion practica del tiempo de extinciéon

1.7.1. Los calculos

Se puede estimar, solo con los dos primeros momentos de la ley r, la probabilidad de extincion
de la n-ésima generacién cuando la poblacion inicial es 7 > 1.

Teorema 6 Sea X un proceso de BGW donde la ley de reproduccion tiene m como valor medio y

a2 como varianza.
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probability of extinction

T e

generation, n

Figura 5: r=geométrica (0,51) y Xy = i@ = 10 (m = 0,95). Probabilidad de extincién de las
generaciones hasta n = 50. Cf [12] p.117

» Para cada v > 1

iP(X, >0[Xo=1)P(X,=0Xo=1)""<P(X, >0X,=1i) <iP(X, >0[X,=1)

» En particular, en el caso subcritico m < 1 y cuando n — +0o0,

n+1

, m
i(1—m) o

Demostracion: Primera desigualdad:

P(X, > 0|Xo = i) = 1 — fu(0)' (1= fa(0)) (L + fu(0) + fu(0)7 + -+ fu(0)™)

> (1= fal0))i fu(0)
= iP(X, >0|X,=1)P(X, =0[X,=1)"
Segunda desigualdad:
P(X,, > 0[Xo =) =1~ fo(0)" = (L= fu(0))(L+ fu(0) + fu(0)* +--- fu(0)T)
< (1= fu(0))i

iP(X, > 0[X, =1)
Cuarta desigualdad:
P(X,>0Xo=1)=> P(X,=jlXo=1) < Y jP(X,=jXy=1)

j>1 j>1

= E(X,|Xo=1)=m"
Tercera desigualdad:
P(X, >0 Xo=1P(X, =0/X,=1)"">P(X, > 0/X,=1)(1 —m")" .

Para n grande y m < 1 vale (1 — m™)"~! & 1. Entonces queda por probar el siguiente lema.

15



1-m
2

n+1

Lema 2 La estimacion para n grande vale P(X,, > 0| Xy =1) > m

o

Demostracion. (En esta prueba supondremos la condicién inicial Xy = 1).

Primero, E*(X,1;x,50) < E(X2)E(T{x, 0y) = E(X2)P(X,, > 0) .

Entonces P(X, > 0) > E*(X,,)/E(X?) = m*/E(X?).

Estimacién del segundo momento E(X2): E(X2) = f7(1) + E(X,) = f”(1) + m". Ademés

) = O )+ () = f/(Om* Y +mfr (1)
_ f//(l)(an—Q + m2n—3 + m2n—4 4. mn—l)
1—m"
_ 2 2 n—1
= (c°4+m"—m)m T
luego
1— n
f;{(l)%—m”:mn_l( 2 1 m + n+1)'
—-m
Entonces ) .
B m-" Ll=m
P(X,>0Xo=1) > m"*l(aﬂl’_rf: ) - m >

1.7.2. Aplicaciéon a la extincién de las ballenas negras en el Atlantico Norte

Cf [4], [12], [25] Lecture 3 y http://www.rightwhale.ca
La unidad de tiempo representa un ano. La ley de reproduccién en este modelo es:

ro=>0, m=(1-=0b1-a), ry=(1-0)a,

donde b es la probabilidad que una ballena hembra se muera durante el ano siguiente, en el ano
1994 esta probabilidad fue estimada en 0,06 [4]; v a es la probabilidad que una ballena engendre
una ballena hembra pequenia durante el ano siguiente, esta probabilidad fue estimada en 0,038.
Entonces,

m=r;+2ry=(1—->0)(1+a)~ 0,976 < 1: reproduccién subcritica!

Célculo de 0% 02 = ry +4ry — m? = m(1 —m) + 2(1 — b)a ~ 0,095.

En el ano 1994, la poblacién de ballenas negras hembras en el Atlantico Norte era de i ~ 150. Si
sus condiciones de vida no cambian, aplicando el teorema 6, esta poblacién no se extinguira antes
de n anos con probabilidad superior a 0,99, si

mn+1 (07 976)n+1

> 150 - 0,024
Ja 20,99 150 0,024 =0

i(1—m) >0,99 < n < 150,

entonces no antes del ano 2144.
Al contrario, esta poblacion se extinguira antes de n anos con probabilidad superior a 0,99 si

im™ < 0,01 < 150 - (0,976)" < 0,01 < n > 395 |

entonces antes del ano 2389, con probabilidad superior a 0,99, no habra mas ballenas negras hembras
en el Atlantico Norte.
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1.7.3. El valor medio del tiempo de extincién Tj en el caso (sub)critico

Ya se sabe que en este caso Ty < 400 c.s. Nos interesa estimar el valor medio de Tj, en particular
para valores iniciales ¢ grandes.

Teorema 7 = [n el caso critico m = 1, para cada i > 1
E(To|Xo = 1) = +o0.
s Al contrario, en el caso subcritico m < 1, para cada i > 1,
E(To| Xo = i) < +00.
Ademds, si la ley r satisface ijlog(j + 1)r; < +oo, cuando i es grande:

logt
E(Ty| Xg=1) =
(Tol Xo =) | log m|
Demostracion.
E(Ty|Xo=i) = Y P(Ty >n|Xo=i) =Y P(X, >0[Xg=1) =) 1— f,(0)
n>0 n n
Caso critico: Se puede probar que para n grande,
2
n(0)~1— —.
fa0) 1 - —
Luego
A 2 .. 21
1-f0)~1—-(1—-—)'~—.
Fal0)f R 1= (1= ) =

La serie ) 1/n diverge, entonces E(Tp| X, = 1) = +o0.
Caso subcritico: Se ha visto en el teorema 6 que f,(0) > 1 —m™. Entonces

E(Ty|Xo=1i) <> 1—(1—m").

Para n grande, 1 — (1 —m™)" = im™ y la serie Y, m™ converge; luego E(Ty| Xy = i) < +o0.
En [12] Theorem 5.4 (ver los apéndices) los autores demostraron (con las notaciones N en lugar de
iy 7 en lugar de Tj) las estimaciones

logi — loglog i 1 , log 4 2—m
(F B2 1)1 - —) S B(TplXo = i) < ,
| log m| icy |[logm|  1—m
donde ¢; > 0. Se completa la prueba del teorema observando que los términos de izquierda y de
derecha son equivalentes a |11§gg;1‘ para i grande. o
Ejemplos:

» Reproduccién geométrica critica:

fa(0)=1— = E(Tp|Xo=i)=> 1—(1- 1 5 i .

n+1 n+1 n—l—lz

n

= Tiempo medio de extincién de las ballenas negras:
log 150

1 =150 grande y m~ 0,976 <1 = E(TO|X0:i)%_m
ogu,

~ 206 € [150, 395]
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1.8. Distribucion cuasi-estacionaria de BGW

Antes de extinguirse, a menudo, el proceso subcritico muestra un comportamiento cuasi-
estacionario. Su distribucién es invariante sobre la dinamica de reproduccién condicionada a la
no extincion.

Teorema 8 : Existencia y cuasi-estacionaridad de la distribuciéon de Yaglom
Sea X = (X,), un proceso de BGW subcritico y no degenerado, de ley de reproduccion r. FEriste
una ley de probabilidad sobre N*, que denotamos T = (7;);>1, llamada distribucién de Yaglom,
definida por

Vi>1, 7= lim P(X, =iX, >0);

n—-+o0o

ademds, si f es la funcion generadora de la ley T,

Vs€[0,1], 1—fof(s)=m(l~ f(s)) (1)
Esta ley es cuasi-estacionaria, es decir
Xo~1r = Vn>1, P(X,=X,>0)=r.

Demostracion. En primer lugar, se muestra que existe un limite de la funcién generadora condi-
cionada f,, definida como: f,(s) := E(s*"|X,, > 0).

7oy E(lxsos™)  E((1—Ix,) s)

f(5) P(X,>0)  1-P(X,=0)
fn(5> — fn<0) 1 _ 1— fn(5>
0 T <Y
1—fn(s) 1-fn(s)

Es claro que < 1. Demostramos que n +— crece.

1_fn(0)

L fora(s) _ 1= f(fals)) 1= fa(0) 1= fuls) (1= fuls)
1_fn+1(0) 1_fn(3) 1_f(fn(0)) 1_fn(0) N 1_fn(0)’

1—fn(0)

ya que la funcién u +— %ﬁf) crece (hasta el valor m) y entonces tiene un valor mas grande para
u = fn(s) que para u = f,(0). Asi, para cada s € [0, 1] existe el limite de la sucesién n — i:;’lggg;

definimos f(s) igual al complemento a 1 de este limite.
Para probar la ecuacién (1), se nota que:

1= Fs) = lim L= dm(8) g 1= FlT D) 1= Fal0)

T 0) W T f0) = F(fa(0))

donde el segundo limite es 1 — f o f(s) y lim,, % % = %

Mostramos ahora que T es cuasi-estacionaria: Se nota P: la ley P(-| Xy ~ T). Note que
]Pf(Xl = O) = Z]P)(Xl = OlXO = Z) T, = Z(To)i T, = f(ro)
i>1 i>1

y o E(s) = > fs) m=1[of(s).

i>1

= h’muﬁl
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Ahora,

. L Ee(Ixs0 s7) B sM) —Pe(X1=0)  fo f(s)— f(ro)
Be(s™1X0 > 0) = P:(X:>0)  1-Pu(X;=00 1 '

Se puede calcular f(rq) usando la ecuacién (1):

1= Fo f(0) =m(l— F(0) = f(ro) = 1 —m(1—0) = 1 —m

F 1 1 f
Entonces Ee(s*|X; > 0) = f o J(s) m_ fof(s =) f(s)
m m
es decir P(X; = +|X; > 0, X, ~ 1) =r. La prueba para n > 1 es semejante. o
Ejemplos
= Reproduccién geométrica G, suberitica (a > 1/2).
Sea f,(s) := E(s%"|X,, > 0).
- fn(s) — fn(0) anS .z l1-a s -
n(s) = = =1 n(s) = (1— =:
o) = 2@ () = (- e = T

ya que lim, a, =1 — =2,
1
En este caso, la distribucion de Yaglom r es una ley geométrica de pardmetro 2 — - =1—m
a
sobre N* definida por
l—a 1—-a

)

a a

= (1— Yl > 1.

» Reproduccién cuasi-geométrica subcritica, 1 — b < a. (Por ejemplo a = 0,65y b = 0,4).

r fn() ()_ anS L= _ 1—a P o
1 - f(o) _1—(1—an)s:h£nf”(s)_(1_ b )1_1—a =: f(s)

=g
ya que lim, a,, :=1 —

b

. , _ _ , a+b-—1
En este caso, la distribucion de Yaglom r es una ley geométrica de parametro — sobre

N* definida por
l—a. l—a.
= (1 — ba)( ba)z—l, i>1.

1.9. El proceso condicionado a la no extincion en el futuro lejano

Al lugar de condicionar la dindmica de reproduccién a la no extincién en el tiempo presente, se
puede condicionar a la no extincién en un tiempo futuro lejano. Como se comporta

P(X, = | Xpir > 0)

cuando k es grande?
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Teorema 9 : Existencia del proceso condicionado
Sea X = (X,,)n un proceso de BGW subcritico y no degenerado, de ley de reproduccion r verificando
>.;(jlogj)r; < +oo. Eziste un proceso de Markov X* = (X}), definido por

P(Xg =J) = lim P(X, = jl X > 0).

Su matriz de transicion P* verifica:
(PL]) =P(X, =j|Xg =1) = Wﬂj,vz,] > 1. (2)

A veces, este proceso se llama Q-proceso en la literatura.

Demostracion:
P(Xo=1,X, =7 Xnx >0)
(1 = fasr(0))P(Xo = 4)
P(X,1x > 0| X, = j)P(X, = j|Xo = 1)
1- fnJrk(O)l
1 — J
1RO
1 — fnsr(0)

Kolmogorov demostré la siguiente estimacion:

P(X, = j|Xo = i, Xos > 0) =

Si ) (jlogj)r; < +o0, 3> 0, P(X, =0) = f,(0) ~, 1 — cm™.

j
Ver [25] Chapter 3 Theorem 1 por una demostracién. (De hecho, en el ejemplo r = G,,

1—m" n
Entonces,

1— £ (0 1—(1—cmh)
1= fon(0) 8 1= (1= cmnth)i
1—(1—jemF)
1— (1 —dcmnrth) — imn’

ik
Se puede verificar la propiedad de Markov para X* :
P(X;H = ]|X57 T JXl*flv Xl* = Z) = (P:])n ©
Ademas, el proceso condicionado muestra un comportamiento estable cuando n es grande.

Proposicion 10 Sobre las mismas hipotesis que en el Teorema antes, existe una distribucion esta-
cronaria r* para X* igual a la distribucion de Yaglom sesgada:

* s
T, =CjT.

20



Demostracion:
, \n
hﬁﬂ(P1 ")

Pero 7;

= lim(Pl*j)"

P
j lfm =2
n mn
’ . z 1 n
1., P
lfm-— P =~ ljm
n 1—(1—em®) 7 ¢ n mr
ijj. <&
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2. Unas propiedades del proceso BGW de tiempo continuo

En el modelo de Bienaymé-Galton-Watson de tiempo discreto cada individuo vive una unidad
de tiempo, y por lo tanto todos los individuos que coexisten pertenecen a la misma generacién. Al
contrario, en el proceso de ramificacion BGW de tiempo continuo (BGWc) X = (X;); cada uno de
esos individuos tiene una duracién de vida aleatoria, al término de la cual se muere o se produce un
numero aleatorio de individuos decendientes. Asi coexisten siempre varias generaciénes. Como en
el modelo discreto, los nuevos individuos viven, mueren y se reproducen independientemente con
las mismas reglas. Cada individuo inicial genera un arbol aleatorio, como se muestra en la Figura
6a. La ramificacién se refiere a la estructura de arbol. Las ramas representan las lineas de descen-
dencia y su evolucion temporal. El proceso estocastico al tiempo ¢, Xy, es el niimero de individuos
presentes al tiempo ¢.

Ademas, supongamos que las leyes probabilisticas de vida de cada individuo son las mismas, expo-
nenciales de pardmetro « - que notamos Exp(a); la reproduccién de cada individuo tiene la misma
ley r (supongamos que r = 0).

2.1. El BGWc como proceso markoviano de salto puro

Definicién 1 Un proceso X = (Xi)i>0 a valores en un espacio E numerable es un proceso de
salto puro si existe una succesion (Zn)n € B con Z,11 # Z, y una succesion de tiempos aleatorios
To=0<m < - <71, <--- tal que

VE>0, Xp=> I<icr, Zn.

n>0

De esta forma T, es el tiempo en el que ocurre el n-ésimo salto, y Z, es el (n+ 1)-ésimo estado en
E wisitado por el proceso X.
Ademds, X wverifica la propriedad markoviana si V0 < tq < -+ <tp <tgy1 Yy x1, - ,Tpr1 € E,

P(th+1 = .’L’k+1|Xt1 = X1, ,th = .’L’k) = ]P)(th+1 = ﬂfk+1|th = .CC]C)
El proceso es homogéneo si P(X; = -|X) = P(X,—s = | Xo).

La propriedad de Markov dice que la probabilidad condicional de un futuro estado en el tiempo 1,
dado el estado presente en el tiempo t; y todos los estados pasados, solo depende del presente estado
y es independiente del pasado. Al proceso de tiempo discreto Z,, = X, se llamara el esqueleto del
proceso de tiempo continuo X. Si X es markoviano, su esquelto (Z,),, es una cadena de Markov.

Teorema 11 Sea X = (X;)i>0 un proceso BGW de tiempo continuo. Es un proceso markoviano
homogéneo de salto puro a valores en N. El proceso esqueleto (Z,), de estados visitados es un BGW
y los tiempos aleatorios (Tp+1 — Tn)n>o son independientes. Ademds, si Z, = i, la distribucion del
tiempo Tpy1 — Tn transcurrido en i es Explia).

Ver la figura 6b.

Demostracion. Por la construccion hecha, el esqueleto (Z,),, del proceso X es un BGW. Si Z; vale
1, es decir que el nimero de individuos en la poblacion al tiempo inicidl es 7. El primero salto de
la poblacién ocurre cuando il primero de estos i individuos muere y se reproduce, entonces en el
tiempo min{Vj, - -+, V;} donde V}, es la duracién aleatoria de la vida del k-ésimo individuo. Se sabe

que Vk > 1, Vi, ~ Exp(a).
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Lema 3 Sean Vi y Vs dos v.a.i. con distribucion exponencial con pardmetros cy y oo respectiva-
mente. Entonces min{Vy,Va} ~ Exp(ay + ag) .

Por la demostracién (ver también Proposicién 3.3.2 en [26]), se observa que para x > 0,
{min{Vi,Va} > 2} = {Vi > 2} N {Vs > 2} = P(min{V}, Vo} > 2) = e"MTe 027 — g~(utaz)e
Esto implica que il primero salto del proceso de ramificacion BGWc dado Z, = i, sara en el instante
7 =min{Viy, -, Vi} ~ Expla+ -+ a) = Explia).

La propriedad de Markov es consecuencia del hecho que (Z,), es una cadena de Markov y de la
falta de memoria de la distribucién exponencial: si V es una v.a. exponencial con parametro «,
para x,y > 0,

PHV >z +y}n{V >z}) e @+

= — e P —P .
BV > ) p—— e = PV >z+ylV>2) (V >vy)

Luego,

P(Tyi1 — T > 2|X,, =i) =€ = P14 — 7, €2, =1) = Exp(ia). o

2.2. Las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

Desde ahora en adelante P(t) denotara la matriz (infinita) con entradas las probabilidades de
transicién del proceso BGWe:

Teorema 12 Sea X = (Xi)i>o un proceso BGW de tiempo continuo y (P(t)): sus matrices de
transicion. Ellas verifican la propriedad de semigrupo u ecuacion de Chapman-Kolmogorov

Vs,t >0, P(t+s)= P(s)P(t) = P(t)P(s). (3)

Demostracion. (ver también Teorema 3.4.1 en [26])
Utilizando las propriedades de uno proceso de Markov homogéneo de tiempo continuo tenemos que:

Py(t+5) =P(Xips = j|Xo=1) = D P(Xips =4, X, = k|Xo =)

keN
= ) P(Xppo =X = B)P(X, = k| Xy = i)
= ZPkJ(S)PZk<t) = (P(t)P(S))ZJ ¢
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1

- ~ &xp(a)

i —
Xo=2 Xi=5

(a) La genealogia
X

5 -+ ~—<
24

~ &xp(20) ~ &ap(Sa)

(b) El proceso de salto puro

Figura 6: El proceso BGWc¢
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2.2.1. El generador infinitesimal

Proposicién 13 Ezisten las derivadas respecto de t por t =0 de la matriz de transicion P(t):

] 0 1 Pyt .
apii(tﬂt:O = —11_{1(1)7() = Qu, 1€N.
qi = —Qy; es la tasa (o velocidad) de salida del proceso X del estado i.
En el caso del BGWe q; = ia. En particular, g = 0 y el estado 0 es absorbente.

» Para cada j #1 €N,
0 Bt
ath-j(t)h:o = 211_11101 — = Qij-

Qij es la tasa (o velocidad) de salto del proceso X de un estado i a otro j.

En el caso del BGWe
sij>i—1,77#1 Qy=iarj_i; s1j<i—1,Q;=0yQu=—ic

La matriz 2 P()li=0 =: Q, cuyas entradas son (Qij);jen, se llama generador infinitesimal del

proceso markoviano X . FElla verifica para cada i € N, Zj Qi = 0.

Demostracion.
. . t—0 . —iat t—0 |
1-P;(t)=P(X; #i|Xo=1) =~ Pn<t|Xg=i)=1—e ~ ot
1— Py(t Lot
R Tl 100 B P,
t—0 t t—0 t
Sea j # i.

. N t—=0 . .
P;(t) =P(X, =j|Xo=1) =~ P(n<t 2 =jlXo=1)
= Pn<t)P(Zi=jlZy=i)=1—e ™) PY =5—(i—1))

P;(t) 1—e it

i

= Pi%T = 111)1(}? Tj_it1 = 1O Tj_iq1.
y > Qi =2, 5P (®)li=0 = 5 2, Piy(t)]i=0 = (51) = 0. o

Forma de la matriz (), generador infinitesimal de un BGWc general.

0O 0 0 0

To -1 9 s
Q =« 0 27"0 —2 27“2

0 0 3rp -3

En particular, para cada funcién h acotada,

Qh(i) =ia( 3 ryuah() — k(i) =ia Y r(hli+k—1) = () (4)

J>i—1,5 k>0
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Ejemplo con reproduccion binaria critica:
o 0 0 0
/2 -1 1/2 0
1

Q=a 0 1 -2
0o 0 3/2 -3

2.2.2. Las ecuaciones de Kolmogorov hacia adelante y hacia atras

Teorema 14 Se cumplen las siguientes ecuaciones diferenciales que describen la evolucion tempo-
ral de la ley de probabilidad del proceso.

= Fcuacion de Kolmogorov hacia atras:

Vit >0 %P(t) =QP(t)y P(0)=Id. (5)
Ademdas, para cada funcion h acotada, la funcion u(i,t) := E(h(X;)|Xo = i) resuelve la
ecuacion diferencial
0

= Fcuacion de Kolmogorov hacia adelante:
)
vVt >0 aP(t) =Pt)Qy P(0)=Id. (7)
Ademds, la ley de probabilidad de X, notada i, resuelve la ecuacion diferencial de Fokker-

Planck

—nlt) = u(t)Q. (®)

Demostracion. (Ver también Teorema 3.4.4 en [26]) Probaremos (5) ya que (7) se demuestra razo-
nando de manera analoga. Utilizando la ecuacién de Chapman-Kolmogorov (3):

0 . P(t+h)—P(t) .. P(h)P{t)—P(t)
A
Por otro lado, at,uj =% Z i (0) P; = ;,ui(O) P; Z,uz Z (1) Qr;j
= > m(B)Qu = (u(H)Q); o

Corolario 15 La matriz de transicion P(t) del proceso BGWe resuelve las ecuacidones diferenciales
de Kolmogorov:

- 0 , . :
\V/Z,j S N, a.PZ] (t) = ’LOé’f’()PZ‘_l’j(t) — ZO&PZ‘j<t> + v Z rk+1Pi+k,j(t)u -Pij (0) = (52] (9)
k>1

Por ejemplo, si la reproduccion es binaria critica (ro =re = 1/2),
{Xe’

0
Vi,j € N, —sz(t) = E

. (Per1(t) + Poalt) = 2P5 (1),
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2.3. La ley del proceso al tiempo ¢

La ley del proceso BGWc X, al tiempo t se define por su funcion generatriz:

F(s,t) :=E(s[Xo =1) = Y P(X,=j|Xg=1)s' =Y Py(t)

7>0 7>0

La serie converge uniformemente con ¢, al menos para |s| < 1 (Ver [26], Apéndice B).

2.3.1. La funcién generatriz del proceso al tiempo ¢

Proposicion 16 Estructura diferencial de la funcién generatriz de BGWc
La funcion generatriz F'(s,t) verifica para todos 0 < s < 1,t > 0 la siguiente ecuacion diferencial:

0 ~
5 Pt =F(F(s.0),  F(s,0)=s (10)

donde f(s) = a(f(s) — s).

Demostracion. De la ecuacién (6) por u(i,t) = E(s%| X, = i) (h(j) = s7), es facil ver que
0 0 ,
5 F(s:1) = gru(l, 1) = (Qui- )1 = ; Qiju(j;t) = ; Quyu(l, ).

Utilizando la Proposicién 13, Q1; = ar;,j # 1y Q11 = —a. Entonces

2F (s,t) = a(d_riF(s,t)) — F(s,t)) = f(F(s,1)). o
7>0
Ejemplos:
= Reproduccién binaria critica (m = 1): f(s) = 2(1 — s).
F verifica P
EF(S t) = 2(1 — F(s,1))? F(s,0)
Entonces 1
F(s,t)=1— S R—
1+ 5t(1—s)

= Reproducciéon binaria no critica:

Fls) =a(r(l—s?+1—-2r)1-s) =a(l - s)(%(l —s)+1—m)

Entonces

1—s
F(s,t)=1-— — :
e—a(m—1)t + T (1 _ efa(mfl)t>(1 _ S)
s (W1): f(2)=2(1-2)?2 ¥
1 —
Flsit)=1———>
1+ 5t(1—s)
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s (W2): f(2) = a(322)% — 2) y F verifica

%F(s,t):a«%(&t))g)—F(s,t)), F(s,0) = s.

= Reproduccién critica de tipo y-estable : f(s) =1 — s+ ¢(1 —s)* con v €]1,2] y ¢ > 0.

Entonces
1—s

(1 +c(y = Dt(1 — 3)7—1)1/%1.

F(s,t)=1-—

2.3.2. Los primeros momentos

Se sabe que el valor esperado de la variable X, si existe, esta dado por: E(X;) = %F(s, t)]s=1-
Calculando la derivada respecto de s en la ecuacién (10), concluimos que m(t) := E(X;) es solucién
de la ecuacién

Doty =2
atm Os

FEQ0)m(t) = f'(1) m(t) = a(m — 1) m(t)
=  EX,) = ™ VEX,).

I
~
—

T
—~
o

~
N~—
N~—
=

I
o

I

La constante p := a(m — 1) se llama pardmetro de Malthus.
Asi, de manera semejante al modelo discreto BGW asociado, se encuentran tres casos distintos:
p=0= (Xy) critico y Vt > 0, E(X;) = E(X));
p < 0= (X}); subcritico y lim;_, o E(X};) = 0;
p > 0= (X}); supercritico y lim;_ ., E(X;) = +o0.
2
Ademés, cuando X, = 1, E(X? — X,) = ?F(s,tﬂs:l, y calculando la segunda derivada

respecto de s en la ecuacién (10), concluimos que v(t) := E(X?| X, = 1) es solucién de la ecuacién

{ Du(t) = f'(F(1,1)) m2(t) + pu(t) = (a0 + mp)e? + pu(t)

v(0) =1
o + mp) EE= 4 oert 0,
S E(XXy=1) =4 . )= , pf
ac“t+1 si p=0
y 2pt pt
Var(X,| Xy = 1) = { (@0 +plm—1)) == st p#£0,
ac?t si p=0.

2.4. El ”problema”de martingalas

Proposicion 17 : Una familia de martingalas
t

Para cada funcién h acotada, el proceso (h(Xt) — h(Xo) — / (Qh)(XT)dT) es una martingala
0 t>0

respecto a la filtracion (F;)e, donde Fy = 0(X,,0 < s <t).

Demostracion. (Ver [5], Chapter 9-1) Se debe mostrar que, si Z; = h(X;) — h(Xy) — fJ(Qh)(XT)dT,

Vs <t, E(ZJ|F,) = Z.,.
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Pero,

BUZIF) = BRCOIE) - () — [ B@UIE) — [ BQAXIA)dr
= (P(t - $)h)(X.) — h(Xo) - /@h dr—/<PT-s 0)(h)(X.)dr
= (P(t—s)h)(X,) - - (P(T)Q) (h)(Xs)dr — h(X,) — /0 Qh(X,)dr
= (P-29)- /OHP(ﬂQdT) (h)(Xs) — h(Xo) — /0 COR(X,)dr

Comentarios:

» Ademas, esta familia de martingalas caracteriza el proceso (X;); como un proceso markoviano
asociado al generador infinitesimal Q).

» Existe una version un poco mas general: si h : RT x N — R es acotada y diferenciable en ¢,

t oh
(h(t,Xt) — h(0, Xo) — / (E(T, X,) + Qh(r, XT))dT) es una martingala.
0 t>0
Asi se puede mostrar que 7§ es una martingala: se toma h(t,i) := e *%. De un lado 2 E = —ph.
e

Pero, de otro lado,
Qh(t,i) = e " (ia Z ricit1j — ita) = e ia( Zrk(k‘ +1—1) —i) = e ia(m — 1) = ph(i).
Ji—1,j#i k>0

oh _
Entonces gy + Qh = 0.

2.5. Tiempo de extincién y probabilidad de extincion

Asumamos en esta seccién que Xy = 1. la probabilidad e(t) que la poblacién sea ya extinguida
en el tiempo ¢ es:
e(t) :=P(X;, =0) = F(0,t).

Proposicion 18 : Relacion implicita de la probabilidad de extincién

Sea e(t),t > 0 la funcion de distribucion del tiempo aleatorio de extincion Ty, e(t) := P(Ty < t). En
otras palabras, e(t) es la probabilidad que la poblacion sea ya extinguida en el tiempo t. La funcion
e(-) verifica la relacion implicita:

e(t) 1
VYt > 0, / - dS =1.
0

Demostracion. Dada la definicién de la funcién generatriz F

e(t) =P(X; =0) = F(0,1), e(0)=0y lim e(t) = sp.

t—+00
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Ya que F verifica la ecuacién (10), 2e(t)
1,

f(e(t)), e(0) = 0. Sea ®(t) una acumulada de la funcién
7 d(t) = fg % ds. Es bien definida por t < so, porque f(s) > s = f(s) # 0.

0

0 1 0
—(P(e(t)) —t) = P'(e(t))=e(t) — 1 = = —e(t)—1=1-1=0.
gi BLC0) 1) = WD) Felt) —1 = = el
Entonces la funcién ¢ — ®(e(t)) — t es constante y ®(e(t)) —t = ®(e(0)) — 0 = 0. o
Ejemplos:
» Reproduccion binaria critica (rg = ry = %, p=0):
1—s 1 t grande 2
Fls,t)=1———— " = et)=1 S R
(5,%) T ei—s) W 1+ 9 at

En particular, andlogamente a lo establecido en la seccién 1.7.3, el valor medio del tiempo de
extinciéon es infinito:

E(TO)_/O+OOIP(T0>15) dt—/0+oo(1—e(t)) dm/m%dt_ﬁo.

» Reproduccién binaria no critica:

1—s
F(s,t) =1~ =e(t) =1~
(&%) e+ gL —e?)(1 =) elt)

2(m—1)
(m—2)e Pt +m

Caso subcritico, p < 0 : lim;_, o e(t) = 1, es decir que la problacién se extingue casi segura-
mente. Ahora, el valor medio del tiempo de extincién es finito:

E(Ty) = /0+°O(1 Co(t) e~ /+°° 2(m — 1)

et dt < +o0.
m — 2

Caso supercritico, p > 0 :

lim e(t)

2
——1=q:
t——4o00 m q

la problacién sobrevive con una probabilidad igual a 2(m—1)
= Reproduccién critica de tipo y-estable :

]__
Fs,t)=1— i

1
e(t)=1—
(tetr— Dt —sp )" " (14 c(y—1)1)'" "

PyieE) dt < 400
dado que 1/(y —1) > 1.

Entonces este proceso se extingue mas rapidamente que el binario critico.
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2.6. El proceso BGWc condicionado

Nos interesamos a la situacién del BGWc (sub)critico antes de su (c.s.) extincién. Como en el
caso discreto, se puede condicionar la dinamica a la no extincién en un futuro lejano. Asi, para
cada tiempo t > 0 y cada suceso By € F; que depende de los valores del proceso hasta el tiempo
t, mostramos que

P(B[Oyt”Xg = i,Xt+9 > 0)

converge cuando # es grande.

Teorema 19 : Existencia del proceso condicionado a la no extincion en un tiempo
futuro cuasi-infinito.

Sea X = (X;); un proceso de BGWe subceritico y no degenerado, de ley de reproduccion r con
momento sequndo finito. Existe un proceso de Markov X* = (X}); definido por

P(X; = X5 =i) = GEIJPOOP(Xt = | Xo =i, X410 > 0).

Ademas, su ley tiene una densidad sovre F; con respecto a la ley de X :
para cada tiempos ty < --- <t < t:

tXt

P(Xz;kl = ila t vX;k = 21€|‘X(>)k = Z) = E(e_p TI{Xq:il,"-,th:ik}’XO = Z) (11)

Demostracion:
P(X; =7, Xivo > 0| X = 1)
P( X9 > 0| Xo = 1)
P(Xi19 > 0|X; = J)P(X; = j| Xo = 1)
1 —P(Xi19 = 0|Xo =1)
(1 —P(Xo > 0))P(X; = j|Xo = 1)
1—F(0,t+6)

1— F(0,0)

1—F(0,t46)

P(X: = j|Xo =14, Xiy9 > 0) =

P(X, = j|Xo = 1)
De manera semejante al caso tiempo discreto, se busca una estimacién de F'(0,t) para t grande.

Si Y jPry<+oo, Je>0, P(X;=0)r~y1—cexp(pt).

J

(Ver [13] p. 109.) Entonces,

1— F(0,0) 1— (1 —cje?) ]
- R =e =
1= F0,t+0) °1—(1— cierlt+0) i
y .
i P(X, = j1Xo = i, Xy > 0) = ¢ I P(X, = X = i),
— 400 7
Para verificar (11) es simple de mostrar que, para t; < --- < ty <,
P(th =1, 7th — Zk|X0 — Z) — ]E(e pti itk ][{Xt1=i1} A :[[{th:ik.}|X0 — @)
y de utilizar la propiedad de martingala de e~ ' X; 0.
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3. Limites de procesos de BGW cuando la poblacién es
numerosa

Se muestran varias ventajas del estudio del sistema limite.
- Primero, a menudo la estructura del limite es més sencilla y se puede interpretar mejor el com-
portamiento qualitativo.
- Muchas veces el nimero de parametros que determinan el proceso limite se reduce en relacién al
proceso original.

Cuando una poblacién es muy numerosa, en lugar de considerar el niimero de individuos conviene
estudiar la "densidad” de individuos. Este enfoque, que se usa en fisica estadistica, se emplea para
obtener los procesos con estado continuo.

3.1. Limite determinista

Consideremos el proceso de Bienaymé-Galton-Watson, pero en lugar de uno solo individuo
inicial, ahora habra muchos individuos iniciales, XéN) , con XéN) ~ Nz, r € R". Antes supusimos
implicitamente que cada individuo tiene una masa unitaria, y ahora los individuos tendran masas
muy pequenas %

3.1.1. BGW de tiempo discreto renormalizado

Sea (X)SN)),L = (]lVXéN))n el nuevo proceso de densidad de poblacion. El proceso X ) toma sus
valores en +N C RT,
Suponemos que los primero y segundo momentos de la ley de reproduccién existen y estudiamos
: . . > (N) .
en primer lugar el comportamiento de los dos primeros momentos de X, 7. Segtun §1.4

. 1 XN e
EXNM) = FEXM) = 2-m" N5 emn
. 1 x™ oo
Var(XIXEY) = 5 Var(XVIEY) = ZoVar(X [ Xo = 1) sy Var(X [ Xo = 1) =570

Asi, el limite de )VQ(LN) para N grande parece ser determinista, entonces igual a su esperanza, y
tiene un desarollo en el tiempo dado por x m”™. No es muy interesante.

3.1.2. BGWc renormalizado

Sea (Xt(N))tZO = (%Xt(N))tZO € ~N C R* el nuevo proceso de densidad de poblacion.

Se puede estudiar el comportamiento en N de los primeros momentos, como en el caso discreto.
Se hara en ejercicio.
Se puede tambien estudiar el comportamiento de la transformada de Laplace de la variable aleatoria
renormalizada )?fN), definida por

LY = E(exp(-AX™M))
x{M

= E((eiA/N)X’gN)) = (]E((GA/N)Xt]XO = 1)) - (F(e*A/N,t»XéN)
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R ) B (e A (e B
SIX(() Jm~y Na = LN\ =~y ( —%M)Nx
= Nl_i}r}rloo LN\ = exp (— Aze),
que se interprete como la transformada de Laplace de la funciéon determinista )v(t(oo) = zet. Es
solucion de la ecuacion diferencial de Malthus:
TR = pX, X =a (12)

)

explode asintéticamente, si p = 0 X

(2) o5 constante,

Si el parametro de Malthus p es positivo, )Z't(oo
ysip<O Xt(oo) converge a 0 por t grande.

3.2. Limite difusion

Para evitar un limite determinista, se toma muchos individuos iniciales, cada uno de masa
pequena, pero se acelera ademas el tiempo de modo que en una unidad de tiempo ocurriran muchas
ramificaciones. Tambien se hace que las leyes de ramificaciéon dependen de N (tienen primero y
segundo momento finidos, notados m™) y (¢¥))?).

Ver [7] cuando la leye de ramificacién no depende de N, [12] Capitulo 4 para explicaciénes heuristicas
y [17] para una descripcién completa de las condiciones suficientes y necesarias para la convergencia
de BGW renormalizados hacia procesos de ramificacién muy generales con estado continuo.

3.2.1. BGW de tiempo discreto renormalizado
Para cada N definimos el proceso estocastico en tiempo continuo

~ 1
Xt(N) = NX[(NA?} con X(SN) ~y Nz, ([y] :==sup{n € N;n < y}).

Asi, las ramificaciones ocurren en los instantes N i=1,2,---,y cada individuo tiene masa 1/N.
Ejemplo: el caso fN) geométrica no critico con parametro o™ :
Como antes, se estudia la convergencia de la transformada de Laplace del proceso renormalizado.

LY\ = E(exp(-AXM))

(N)
N) Xo

= E((e V)i = (E(@”N)Xfwxém = 1))

N), _ (N)
(fg (e
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(a) BGW binario

(b) BGW binério renormalizado

Figura 7: BGW renormalizado
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Se sabe que, en el caso no critico,

(VYN (] _ (V) _
Ny oy (mP)I( —5) 4+ mVs —1 (N) _ (1 — (V) (N)
f[Nt}(S) = () NIF(1 — g) 4 m™s — 1 donde m'") = (1 —a'V)/a'™.

Ejercicio : Verifiquen que cuando m®) =1 + % la funcién f}iv (M) converge. Identificar la forma
de la transformada de Laplace limite.

Vuelvemos al caso general. Aqui tambien estudiamos en primer lugar el comportamiento del
primero momento:

& (N) XSN) N)\[NE N)\[NE

B(X) = KO my_ s (m®)

Una condicién necesaria para la convergencia de (m™))Vt es que r™V) sea asintdéticamente critica:
——+00 b ~
m™) N —, beR. En este caso lim E(X(N)) = ze®.
N N—+o0 !
Analizando el segundo momento:
¢y _ 1 )y _ o (V) [ 5 (M) z (V) (M)
Var(X; ") = mvar<X[Nt}) ~ N2 Var(X[Nt]|XO =1) =y Nvar(X[Nt”XO 1)
Peré, si b # 0,
(N))INY _ ¢
(V) [ 5 (V) N nyyvg-1 (M
Var(X[Nt]|XO =1) = (‘7( ))2 (m( ))[ o m®™ — 1
byINVY
NGOG ALS
N (1 + ]_V> —1
bt
R N(U(N))2 S 2 L
- (N ebt 1

Asi, si limy o) =: o, Nh'm Var(Xt( )) = zo’e 2

——400
De otro lado, si b= 0 ( < limy N(m®™ —1) =0),

~ 1
Var(Xt(N)) SN N (e [Nt] =y z o>t

Teorema 20 Costruccién del proceso limite via su transformada de Laplace

N) (N

Si las tres condicidnes m™) ~y 1+ N limy o) = o y limy ZthNjQTj ) =0 son realizadas, y

st limpy X(()N) = x, entonces por cada t > 0, )N(t(N) converge hacia un proceso Xfo definido por su
transformada de Laplace

Li(\) = E(exp(—AX{)| X = :c) = exp(—zu(\))

donde la funcion u; verifica (15).
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Esbozo de la demostracion: ([7], Appendix II o [11] Theorem 3.2)
LY\ = E(exp(—)\Xt(N)))

— (e - (e g -1))

(N)

_ (f[Nt] (e—A/N)) X

x{M

Como Fle) my 1+ (€Y =11+ 1)+ 5N = 12((0™)? = m®™ 4 (m™)) +0(1/N?)
~ _ i _ _1 2 2 L 3
~y 1 N (bA 2(0 +1)A )N2 + O(1/N”)
_ A WA —-%
:>10g~f(e MNY —N—Tg—l—OEl/]\ﬂ);
luego Lt yw(N) =y (fiva(f(e™))V = LY (— Nlog f(e™¥™))
. DA — % N\
~ LiV(A+T+O(1/N2)).
Si ll;{fn LY\ = Ly ella verifica
0L, B 2 0L,
5N = (A= —)\ ) oy W) (13)

Notando L;(\) =: exp(—zus()\)), la funcién u, verifica tambien

0 0

Eut (b)\ — —/\2)51%, UOO\) -\ (14)
La unica solucién de este ecuacion es
)\ebt .
2(pbt _ sib#0,
wN) =4 1T AAU (et —1)/2b . -
1_|_)\—g2t/2 si b =0 (caso critico) .

La funcion u,; se llama a veces cumulante y es también solucién de la ecuacién diferencial no lineal:

0 o?
aut = buy — 5 uf
Utilizando la propiedad de Markov, se puede tambien mostrar que las distribuciones finito-
(V) (N)
dimensionales (X", - -- ,th ) convergen.

En general, la convergencia débil de las distribuciones finito-dimensionales no es una condicién
suficiente para la convergencia de los procesos, considerados como funciones aleatorias a valores en
D([0,T];R), el espacio de todos los mapeos de [0,7] en R, continuos por la derecha, con limites
por la izquierda. En D([0,7]; R), se define la métrica

i 0(t) —0(s
d(f,g) == inf ( sup |f(t) —g(0(t))|+ sup |log b — 6(s)
€0 " icio,1) s,t€[0,T), st t—s

)
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donde O es la clase de todas las funciones continuas, estrictamente crecientes, del intervalo [0, 7]
sobre si mismo. La métrica d induce una topologia llamada de Skorohod. El espacio D(]0,7T]; R)
con esta topologia es un espacio métrico, separable y completo. Ver [2].

Una condicién adicional suficiente para la convergencia de la sucesion de los procesos es su compaci-
dad relativa. El milagro con los procesos de BGW renormalizados consiste en que su convergencia
en D([0, T]; R) ya es una consecuencia de la convergencia de sus distribuciones uni-dimensionales.
Ver [11] Theorem 3.4.

3.2.2. BGWec renormalizado

Para cada N definimos el proceso estocastico en tiempo continuo

& (N 1 v
UPERT

donde Xt(N) es un BGWc con parametros a¥) y r™). Cada individuo tiene masa 1/N. Acortamos

la duracién de vida aleatoria de cada individuo en funciéon de N para crecer el numero medio de

ramificaciones en una unidad de tiempo (es decir: limy o) = 4-00).

Como antes, se controla la convergencia de Xt(N) utilizando su transformada de Laplace.

ﬁiV(A) = E(exp(—)\Xt(N)))
x§V
= E((ei)‘/N)Xt(N)) = (E((e)‘/N>X1£N)‘X(()N) = 1))
(N)
(FMN (e MM )Xo moy (FWN) (e N )N

En primar lugar analisamos un
Ejemplo : reproduccién binaria no critica. Ver figura (8).

Se calcula
1—35
FM(st)=1-
’ —Q m - mV) -« m —
oDt 4 T (1 — =01 )
para s = e MV,
Ejercicio: Mostrar que, cuando m™ = 1 + % ( = r™ es asintoticamente critica: réN) = % —
%, réN) = % + %, oM — 1) y cuando a®™) = Na, entonces
)\eabt )
. exp(—x — > sib#0,
N exp ( - xm> si b= 0 (caso critico) .

De hecho, las condiciones p™) = o) (m™) —1) o, p(=ab)y e X, & son cuasi necesarias y
suficientes para la convergencia de los procesos X ) en general.
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~&ap(a) )

Xo

Figura 8: BGWc binario

Teorema 21 Costruccién de la difusion de Feller como proceso limite
b
Si las tres condicidnes m™) =~y 1+ —, limo™) = & Y suij?"r’(»N) < 400 son realizadas, st
NN N 3o !
J=
o) = Na y limy XSN) = x, entonces los procesos X convergen hacia un proceso markoviano
Y de generador infinitesimal A donde

2
Vh e CX(RY),  Ah(x) = abah'(z) + a%xh”(x).

Llamaremos al proceso Y : difusion de Feller, con pardmetros (ab, ac?).

Esbozo de la demostracion: (Ver Theorem 1.3 in [5])

Se hace en tres pasos:

(i) Se muestra la convergencia de los generadores infinitesimales Q™ asociados a X™) hacia A
(ii) Se muestra que las leyes de los procesos X®) gon relativamente compactas.

(iii) Se verifica que el problema de martingala asociado a A tiene una tunica solucién.

Sobre (i)
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Seahe Ci(RT)yz =+ € +N.

z|~

i

O™h(z) = ;\t (PR () = oo (PO(DR()) )
= iy (h¢>—h<§>)

k>0

= ochrk )(
k>0

= Oz:L‘ZTk )(

k>0

h(z h@ﬂ

k— 1 k-1, , 3
S (@) + O(57))
= azNm®™ — Dh/(z) + ochr (k —m®™ +m®™) —1)2p"(z) + O(i)
2 k>0 ' N
2

, cmxhxxy+%;axw%x):fywxy

Sobre (ii)
Las leyes de los procesos X®) son relativamente compactas como probabilidades sovre D([0, T; R)
si (Ver en [5], el criterio de Aldous)

n YVt < T, Ve >0,3C. C R compacto : infy IP’(X't(N) €cC.)>1—¢
» Para cada familia (7)y de tiempos de paro limitados pour T, Ve > 0,30 > 0 y Ny asi que

su suIP’XN) XM s e) <.,
N>]I:\;0 9<I6) (| TN+9 ™N | )—

Para mostrar esta ultima desigualdad, se verifica para la variacién cuadratica de la parte martingala
de X y para su parte a variacién limitada.

Sobre (iii) (Ver [24] §5.6.2)
Primero, verificamos que cada soluciéon del problema de martingalas asociado con A es también
solucién debil de la ecuacién diferencial estocastica

t t
Y, :a:—i-/ a\/aYSdBS—i-/ abY,ds, (16)
0 0

donde B es un movimiento Browniano.
Aplicando el problema de martingala a la funcién h = Id, se consigue:

t t
Y, =Y, — / A(ld)(Ys)ds =Y, — / abY, ds es una martingala locale.
0 0
Como es ademas integrable, es una martingala.

Se quiere probar que la variacién cuadrética de la martingala Y; es igual a fot ao?Y, ds, para poder
representarla como f(f ov/aY,dB,. Probamos de manera equivalente que

~ t t ¢ 9 t
Yf - / ac?Y,ds = Y;Z - 2Y}/ abY,ds + </ aby, ds) — / ac®Y,ds es una martingala;
0 0 0 0
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Se sabe ya, aplicando el problema de martingala a la funcién h(x) = 22, que
t t
Y2 — / A(h)(Y,)ds = Y2 — / (2abY? + ao?Y,)ds es una martingala.
0 0
Entonces, es suficiente probar que la diferencia
t t 9 t
2}/}/ abY, ds — </ aby, ds) — 2/ ab YS2 ds  es una martingala.
0 0 0

Se consigue, utilizando la formula de integraciéon por partes:

t t t s t t s
Yt/ Y,ds = /Y;ster/ / YrdrdYs:/deer/ / Y, (abYs) drds + mart.
0 0 0o Jo 0 0o Jo

t 1 t t t 1 t )
= / Yf ds + —/ / abY,Y,drds + mart. :/ Yf ds + —ab(/ Y;ds> + mart. .
0 2.J)o Jo 0 2 0

Ahora, como el coeficiente de difusion z +— oy/ax de la ecuacién (16) es una funcién Holder-
continua, los resultados clasicos permiten de concluir que la solucién es unica. o

3.2.3. Unas propiedades de la difusién de Feller

Proposicion 22 Universalidad de la difusion de Feller
El proceso X*° costruido como limite de BGW renormalizados es tambien una difusion de Feller
Y con pardmetros (b, c?).

Demostracion

Verificamos que, por a = 1, la transformada de Laplace de Y; es tambien solucion de la ecuacion
(13).

Aplicando el problema de martingala a la funcién h(x) = e=** se consigue

2

t t
oMY _ / A(h)(Ys) ds = et — / (%)\2 — b\ Y,e M+ ds  es una martingala.
0 0

Entonces

t 2
E(e ) = e_’\x—i—/(%/\Q—bA)E(i@e”\Ys) ds
0

9] 0% 4. 0
—E(e™) = (bA— =) <E(e
= DEEN) = (- 50 S e
que es exactamente la ecuacién diferencial (13). Como la transformada de Laplace caracteriza la

ley de una variable aleatoria, la demostracion es finita. o

» Asi, los processos BGW y BGWc renormalizados convergen hacia el mismo proceso limite (si
se toma a = 1).

» La difusién de Feller verifica la propiedad de ramificacién:
el proceso Y iniciado en Yy = x; + x5 es la suma de dos copias independientes de Y iniciadas
en xrj; y en o, ya que la transformada de Laplace es multiplicativa con respecto a Y.
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Figura 9: Simulacién de ¢ — Y; con el parametro b = 0.

(v = 1) El pardmetro b, coeficiente de la deriva del proceso, se interprete como un coeficiente
de velocidad condicionada:

Y. - Y,
h’mE(L]YO —bY,
g

e—0
(a = 1) El segundo parametro o2 aparece como el coeficiente de la fluctuacién cuadtratica
condicionada del proceso:
1
lfm = Var (YHE _ th) — oY,

e—0 &

Asi se presente que las trajectorias del proceso Y ya que tienen una variacién cuadratica
finita, no tienen variacién finita. (ver figura 9).

Cuando b = 0 (resp. b < 0) el proceso se llama critico (resp. subcritico). En estos casos, c.s.
el proceso toma el valor 0 y despues, se queda en 0. Es la extincion del proceso.

En el caso subcritico, se puede tambien condicionar la difusion Y a la no extincién en un
futuro lejano (Ver [16]). Se obtiene una otra difusion Y*, de generador infinitesimal

2

A*h(z) = Ah(z) + oW (z) = (bx + o2l (z) + %xh“(m).

Y™ es una solucién debil de la ecuacion diferencial estocdstica

t t
Y}/—x—i—/ U\/C(Y;st+/(abYs+a2)ds. (17)
0 0
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Box 5.2 Deduction of the survival chance approximaticn

Turning now to the proofs, we first show that the sequence in Equation (5.28) does
not increase. Indeed, the grocess survives (o time n if the offspring of at least one
child of the initial individual survives io time #, that is

)
PUZ. >0 =P (Ulz.'.‘:. > 01) . @
fm)

where Z¥', is the number of individuals at time n Ukl stem from the éth child of
the ancestor of the population, However,

P, (lef_’, > o|) =B, [n' (Q |zf,'_’, » ol 12, )]
sE [jg:n'. (22, >0|z.)] : \ ®)

and by the Wald identity (see the Appendix) we have

I,
E, LZ ] (sz >0 Zt)] =By [Z)] By [P)(Zoor > O] =Py (Zoey 2 0)  i€)
el

since all the children behave independently and the survival probability up to time
n of a davghter population equals the survival probability up 1o time n — 1 of the
original population.

Combining Equation (b} and Equation (c), we oblain

o= P2y > 0) < PUZ,.- > )

" - A=l * (d)
nt' mn
In other wards, the expecied population size, given noa-extinction,
Ellznlzn >0)= m“/?l 2y ©

increases toward | /c; as generations pass.
It 29 = N > |, the arguments above fail. However, if 0, = Py(Z, = D) is the
probability of extinction in the first & generations, with one single ancestor, then

PulZa > M =1-0F s N(1 - @) = NP(Z, > 0), n
which shows that ¢y £ ¢\N. In the geometric case equality holds here, cy =
(1 ~ m)N, as can be calculated from Equation (5.17).

More generally, in the biological case of finite reproduction variance

Vary(Z,] < oo also. A useful, though not so well known inequality, ascribed
to Lyapunov (see the Appendix), shows that

@1x)?

PX>0z Ex g
for any random veriable X > 0. The choice of X = Z, and 24 = 1 gives
EilZ,)? B Z, 1} m>®
Pi(Z, = = —. h
W2 > 02 R T Nz B - Vaniz ey
From Chapter 2, Equation (2.16),
olm*(m" = 1) "
=27 -7 @)
Vﬂﬁlz.l m(m _ 1)
Thos
mh*l(m - l]
Pz 02 aim*{m® — 1} + m¥+ (m ~ 1)
_ u - m)mn-ﬂ 0)
T e =m)+m (1 —m)
Now, suppose that the papulation is initisted by N = ) individuals. In the
Appendix we derive the inequality
|-(|-x)‘3kx»'i$-’5—iﬂx’ &

for non-negative integers k and 0 < x < 1. This yiclds

N-=I
Pu(Ze > 0= 1=(1=Pi(Za> 0" 2 NP1 (Zo > 0)(1 - 5= P1(Z0 > D))

N(1 = o)m™) (N=1m"
2 —m v —m)(l 2 )
_ N(l = m)m [ =y 1
= = T =\ 3 Y. o
where we used the fact that B,(2, > 0) < m*. Thus, letingn = 02,
v 2 NQt = mmfa’, (m)

in the general situation.
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Theorem 5.4 Consider a Galton-Watson process with mean m < | and starting
Sfrom Zo = N individuals, and assume that the logarithmic moment condition of

Theorem 5.3 holds. Then, for N = 3, the time v to extinction satisfies

InN —Inla N I N 2-m
( |Inm| ")('*—)Sﬂulrlsm.ym‘
where

az(-mymja?

ifo? < oo [see Equation (m) in Box 5.2].

Proof. From Equation (d) in Box 5.2,
cm sP(Z, >0 =P (r>n)<m",
and

Pyit > n) s Nm" .

Set
InN IninN

Observe that Nm®N = Nm=00W/bem = |
exp |~ Nm*® V] = ""‘P[‘cl’"_wm| =exp{—c|InN] = 1/Ngy .

Further (see the Appendix),
-]
Exlr) =) Pu(r>n),
a=0
and therefore, by Equation (5.37),

Exlrls D, Put>m+N ) o

0cnap(N) nzdiN)
Nr*™)  IaN 2-m
1=m  |nm] 1=m’

SeNM) + 1+

However, .
Exlclz Y, Py(r>m= ) (I-Persm).

0<n<d(N}-¢{N} 0sn<d(N}-¢iM)
Cleasly,

Pr(r <m =Pz sm=(-P@>n)
< B-NP'"“] < e-qu" .

(5.34)

(5.35)

(5.30)

(5.37)

(5.28)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

where we used first the inequality 1 — x < ™, x > 0 and then Equation (5.36). Hence,

for0 < n < ¢(NY —- ¢ (N),

Pyi(t > n) > Puir > PN) ~ F(N))
=1 —Punir < ¢(N) — Y (N))
R L 1

] - —

2l-e N
)

Therefore,
Pu(r > 1) 2 (N — $(N) = 1) {1 — —)
NC|
In¥N—=InlaN |
| 2 ( Ham "')("N_c.)
Combining Equation (5.41) and Equation (5.45) gives Equation (5.34).
3 v00

min
054N~ 9N}

(3.44)

(5.45)

Figura 11: Apéndice Estimacién del valor medio del tiempo de extincién Cf. [12]
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