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Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit drei sogenannten Waldidentitéiten,
1. E(B;)=0
2. E(B?) = E(7)
3. E(eap(B; — 37)) =1,

wobei B die eindimensionale Standard Brownsche Bewegung ist und 7 eine
Stoppzeit bzgl. der natiirlichen Filtration von B ist. Der Name Waldidentitét
geht dabei auf Abraham Wald (1945) zuriick, der die erste Identitdt benutzt
hat, um allgemeine Eigenschaften von sequentiellen Test im Rahmen der Statis-
tik herauszufinden. Die Waldidentitéten finden dariiber hinaus, noch in anderen
Bereichen der Mathematik Anwendung, wie zum Beispiel der Finanzmathema-
tik. Dort kénnen wir mit Hilfe der dritten Waldidentitét den erwarteten Pay-Off
von Finanzmodellen bei einer optimalen Stoppzeit ausrechnen. Aufierdem kon-
nen wir den erwarteten Wert von Optionspreisen ausrechnen. In dieser Arbeit
werden wir liberwiegend die Waldidentitdten fiir die Standard Brownsche Be-
wegung behandeln. Fiir zeitdiskrete Martingale erhalten wir die zeitdiskreten
Waldidentitaten. In der Spieltheorie, zum Beispiel ” Das Problem des Ruins
des Spielers ” finden die zeitdiskreten Waldidentititen Anwendung. Wir wollen
uns in dieser Arbeit aber mit der Frage nach den Voraussetzungen fiir die Giil-
tigkeit der drei Waldidentitéiten der Brownschen Bewegung auseinandersetzen.
Die Prozesse (By), (Bf —t); und (exp(B; — 3t)); sind Martingale, aber keine
gleichgradig integrierbaren Martingale. Aufserdem haben wir es hier blof mit
fast sicher endlichen Stoppzeiten 7 zu tun. Wir kénnen also insbesondere nicht
den Satz ” Optionaler Stoppsatz ” von Doob [Doo53] anwenden, da 7 keine
beschrinkte Stoppzeit ist und die betrachteten Prozesse keine gleichgradigen
Martingale sind. Fiir viele Anwendungen, unter anderem in der sequentiellen
Analysis, ist es interessant zu wissen, unter welchen Minimalvoraussetzungen,
die Identitédten erfiillt sind.

Die erste Waldidentitit (1) gilt fiir F(7'/2) < +oo.

Die zweite Waldidentitét (2) gilt fiir E(7) < +o0.

Die dritte Waldidentitét (3) gilt fir E(ezp(37)) < +o0.

Das Ziel dieser Arbeit ist es zu zeigen, daf diese Voraussetzungen iiber die
Stoppzeiten in einem bestimmten Sinn nicht schwécher gewéhlt werden kénnen.
Wir werden sehen, daff wir auch Stoppzeiten finden kénnen, fiir die die Waldi-
dentitéten gelten, aber die Voraussetzungen (1), (2), (3) nicht erfiillt sind.

Im ersten Kapitel geben wir eine Biographie und einen kurzen Uberblick iiber
die mathematischen Tétigkeiten von dem Erfinder der zeitdiskreten Waldidenti-
taten, Abraham Wald. Wir erwdhnen seine wichtigsten Ergebnisse und sprechen
seine bahnbrechenden Forschungen bzw. Erfolge an.

Im zweiten Kapitel stellen wir einige Grundbegriffe und bekannte technische



Ergebnisse aus. Wir brauchen die stochastischen Hilfsmittel, Martingale, lokale
Martingale, quadratische Variation, um im weiteren Verlauf der Arbeit dar-
auf aufbauen zu kénnen. Wir benétigen gestoppte Martingale und stellen den
Stoppsatz von Doob vor. Diese wichtigen Errungenschaften der Martingaltheorie
bendtigen wir fiir die Waldidentitdten. Auerdem kénnen wir die Dichte fiir spe-
zielle Stoppzeiten der Brownschen Bewegung erhalten, wofiir wir anschliefsend
priifen, ob die oben eingefiihrten Voraussetzungen und die Waldidentitdaten gel-
ten.

Im dritten Kapitel behandeln wir die erste Waldidentitét der Brownschen Be-
wegung. Dabei betrachten wir zuerst die Burkholder, Gundy und Davis Unglei-
chungen fiir die gestoppte Brownsche Bewegung. Eine von diesen Ungleichungen
verwenden wir, um die erste Waldidentitdt der Brownschen Bewegung zu zei-
gen. Dann prasentieren wir Verfeinerungen bzw. schwéchere Voraussetzungen fiir
die Giiltigkeit der ersten Waldidentitdt der Brownschen Bewegung. Es werden
Beispiele fiir Stoppzeiten gegeben, die diese Verfeinerungen erfiillen bzw. nicht
erfiillen. Im weiteren Verlauf des Kapitels betrachten wir dann Uberschreitungs-
zeiten der Brownschen Bewegung fiir nichtlineare Schranken. Wir kénnen dann
angeben, fiir welche bestimmte Klasse von Funktionen die Waldidentitéten gel-
ten und fiir welche nicht.

Im vierten Kapitel behandeln wir die zweite Waldidentitdat der Brownschen Be-
wegung. Aufierdem geben wir Anwendungsbeispiele fiir die erste und zweite
Waldidentitét. Diese benutzen wir, um den Erwartungswert von Stoppzeiten
auszurechnen.

Im fiinften Kapitel behandeln wir die dritte Waldidentitéit der Brownschen Be-
wegung. Wir geben dann Verfeinerungen der dritten Waldidentitét an. Hierbei
bendtigen wir eine neue Klasse von Funktionen, die spezielle Voraussetzungen
erfiillen. Wir werden sehen, daff auf diese Voraussetzungen nicht verzichtet wer-
den kann. Auferdem geben wir Beispiele fiir Stoppzeiten, die die Verfeinerung
der dritten Waldidentitét erfiillen, aber die die stérkere Voraussetzung fiir die
Giiltigkeit der dritten Waldidentitat nicht erfiillen.

Schlieflich widmen wir uns im vorletzten Kapitel der Arbeit, den Waldiden-
titdten der mehrdimensionalen Brownschen Bewegung. Hier geben wir an, daf
die Waldidentitdten im Mehrdimensionalen unter denselben Voraussetzungen
gelten, wie fiir die eindimensionale Brownsche Bewegung.

Im Appendix haben wir alle Stoppzeiten und Dichten aufgelistet, die in die-
ser Arbeit vorkommen oder eine Rolle spielen. In einer iibersichtlichen Tabelle
geben wir an, fiir welche Stoppzeiten die Waldidentitdten gelten. Desweiteren
werden wir einen sehr wichtigen Satz aus der Martingaltheorie angeben, der
dazu benutzt wird, um die gleichgradige Integrierbarkeit von Martingalen zu
zeigen.



1 Abraham Wald (1902-1950)

Im Folgenden beziehen wir uns auf die Biographie von Jacob Wolfowitz in
[Wol70]. Abraham Wald wurde am 31.10.1902 in eine jiidische Familie in Klau-
senburg (Koloszvar, Cluj) hineingeboren. Es war eine Familie von Intellektuellen,
aber weil sie Juden waren, wurden sie gezwungen mit einer Arbeit unter ih-
ren Fahigkeiten ihren Lebensunterhalt zu verdienen. Abraham Wald wurde von
seinen Eltern, die Lehrer waren, ausgebildet. Seine hervorragenden mathemati-
schen Fiahigkeiten flihrten zu dem Wunsch sich der mathematischen Forschung
anzunehmen, so daft er 1927 die Universitdt Wien besuchte, um mit Karl Men-
ger zu studieren. Er arbeitete unter Mengers Aufsicht an Geometrie und ihm
wurde 1931 die Doktorwiirde verlichen. Wahrend 1931 bis 1937 veroffentlichte
Wald 21 Artikel iiber Geometrie, welche Menger als "... tief, schén und vom
grundlegenden Wert"beschreibt. Wald verdffentlichte auch zehn Artikel iiber
Wirtschaft und Okonometrie. Auferdem verdffentlichte er 1936 eine wichtige
Analyse iiber saisonale Bewegungen bei Zeitreihen. Das Hauptziel von ihm war
die Entwicklung von Methoden, um die saisonale Variation zu minimieren. Nach
Morgenstern waren diese Methoden bis dahin allen anderen entwickelten Tech-
niken iiberlegen.

Die Cowles Kommission lud ihn 1938 in die Vereinigten Staaten von Amerika
ein, um O6konometrische Forschung zu betreiben. Bis September 1938 war Wald
ein ”Fellow of the Carnegie Corporation”. Aufierdem war er als Professor fiir
Statistik an der Columbia University in New York tétig.

Er wurde in 1941 dazu berufen, bis zu seinem Lebensende an der mathema-
tischen Fakultdt von der Columbia University lehren zu diirfen. Neben seiner
Lehre und Forschung an der Columbia University beschéftigte er sich mit Kriegs-
arbeit, nachdem die USA in den zweiten Weltkrieg eintraten. Er hat dann an
militdrischen Projekten mit der statistischen Forschungsgruppe an der Columbia
University gearbeitet. Er benutzte sein statistisches Wissen, um eine Methode
zur Schitzung von Schwachstellen von Flugzeugen zu entwickeln.

Wie wir oben bereits erwdhnt haben, arbeitete Wald anfangs an der reinen
Mathematik, vor allem an der Geometrie. Seine erste reine mathematische Ar-
beit war {iber metrische Réume, eine Erweiterung von Steinitzs Arbeit {iber
unendlichdimensionale Vektorrdume, und einige schéne Ergebnisse in der Diffe-
rentialgeometrie.

Walds wichtigste Arbeit war allerdings in der Statistik. 1939 schrieb Wald in
dieser Arbeit:

”... ich weise daraufhin, daf die beiden grofsten Probleme der statistischen Theo-
rie zu dieser Zeit, das Testen von Hypothesen und das Schétzen ist.” Beide Falle
konnen als besondere Fille eines viel allgemeineren Problems betrachtet wer-
den - bekannt als ” das statistische Entscheidungsproblem ”. Er definiert Ver-
lustfunktionen, Risikofunktionen, a-Priori-Verteilungen, Bayes Entscheidungs-
regeln, zulassige Entscheidungsregeln und Minimax Entscheidungsregeln. Des-
weiteren beweist er, dafs eine Minimax Entscheidungsregel ein konstantes Risiko
unter bestimmten Regularitdtsvoraussetzungen hat.

Aufserdem hat Wald Verallgemeinerungen iiber das ”Problem des Ruins des



Spielers” entwickelt, welche eine wichtige Rolle in der statistischen sequentiellen
Analysis spielen. Er erfand das Thema der sequentiellen Analysis als Reaktion
auf die Nachfrage nach effizienteren Methoden der industriellen Qualitétskon-
trolle wahrend des zweiten Weltkriegs. Die Idee hier ist eine einfache, bloff Wald
war der Erste, der eine statistische Theorie entwickelt hat. Es ist besser die Da-
ten, die sequentiell produziert werden, zu analysieren, als alle Daten zu sammeln
und dann die Daten zu analysieren. In dieser Annéherung wihlt man keinen fes-
ten Stichprobenumfang, sondern man kann das Probieren zu jedem beliebigen
Zeitpunkt beenden, wenn die bis dahin gewonnenen Ergebnisse es rechtfertigen.
Wald war der Erste, der das allgemeine Problem von sequentiellen Tests iiber
statistische Hypothesen gel6st hat. Die optimale Eigenschaft des Likelihood-
Quotienten-Tests wurde durch Wald 1943 vermutet und in einem Artikel, an
dem er gemeinsam mit Wolfowitz gearbeitet hat, bewiesen (Wald-Test). Diese
und die damit verbundene Arbeit zielten sehr stark auf praktische Anwendungen
ab und seine Sétze iiber die Verteilungen der erforderlichen Anzahl von Beobach-
tungen und den Wahrscheinlichkeiten, die sich auf die Fehler beziehen, fanden
sofortige Anwendung. Seine wichtigsten Ergebnisse iiber sequentielle Analysis
und die Theorie der Entscheidungsfunktionen, waren zusammen in seiner 1947
veroffentlichten Arbeit ”Sequential Analysis”.

Er bewies wichtige Resultate in der Wirtschaft. Das vielleicht wichtigste Resul-
tat ist die Existenz einer Losung fiir sein wettbewerbsfahiges Wirtschaftsmodell,
welches er fiir das Menger Seminar angefertigt hat. Auferdem approximierte er
Formeln fiir Wirtschafts-Indexzahlen und bewies, die Existenz und Eindeutig-
keit von Losungen fiir das Walras’sche Gleichungssystem fiir Produktionen, das
Cournot Duopol-Problem und letztendlich befasste er sich mit den stochasti-
schen Differentialgleichungen, an denen er zusammen mit Mann (1943) gearbei-
tet hat.

1950 bekam Wald eine Einladung von der indischen Regierung eine Statistik-
Vorlesung in Indien zu halten. Er flog gemeinsam mit seiner Frau dorthin, aber
tragischerweise kamen sie beide, am 13.Dezember 1950 in Travancore (Indien),
bei einem Flugzeugabsturz um.

Wolfowitz schreibt iiber seinen Mentor: ” Einer seiner grofen Beitrége zur Sta-
tistik war, die mathematische Prazision in der Formulierung der Probleme und
die mathematische Strenge in der Argumentation. Diese Qualitéiten, die bei ihm
zu Beginn seiner statistischen Karriere in 1938 noch nicht so ausgereift waren,
hatten sich mit der Zeit verbessert, wenn auch nicht zur Zufriedenheit aller.”



2 Einfiihrung der Grundbegriffe. Einige techni-
sche bekannte Ergebnisse

Wir wollen zunéchst einige grundlegende Sachen der Martingaltheorie und der
Wahrscheinlichkeitsrechnung einfithren, um einen groben Uberblick zu erhalten.
Hierbei werden wir manche Sachen beweisen und manche wiederum nicht. Fiir
die Ergebnisse, die wir nicht beweisen, geben wir Referenzen an, wo die Be-
weise stehen. Wir gehen davon aus, dafs dem Leser die Begriffe: vollstdndiger
Wahrscheinlichkeitsraum, Erwartungswert und stochastische Prozesse bekannt
sind.

Definition 2.0.1 (Pfadstetigkeit). Ein stochastischer Prozess X heif$t stetig
n w, wenn fast alle Pfade stetig sind. Also wenn fir fast alle w gilt, dafS die
Abbildung

X():TxQ—-R , X()(tw)r— Xi(w)
fir eine Indexmenge T stetig ist.

Ein Prozess X heiftt zeitstetig, wenn T' = R ist. Ein Prozess X heifit zeitdis-
kret, wenn 7' = N ist. Wenn wir einen zeitstetigen Prozess meinen, dann wird
der Index ¢ sein. Wenn wir einen zeitdiskreten Prozess oder eine Folge von Zu-
fallsvariablen haben, wird der Index j oder n sein. Wenn wir Prozesse meinen,
die diskret in w sein sollen, dann schreiben wir diskrete Prozesse. Ansonsten sind
alle Prozesse, die wir in dieser Arbeit betrachten, stetig in w. Wir schreiben dann
nicht mehr extra hin, daf diese Prozesse stetig in w sind.

Definition 2.0.2 (Filtration). FEine Filtration (F); ist eine Familie von o-
Teilalgebren, so daf8 Fs C Fy fir alle s < t und s,t € Ry gilt. Die kanonische
Filtration fir einen Prozess X := (Xy); ist fir alle t durch

Fii=0({Xs:0<s<t}) definiert.
Wir wollen nun definieren, was eine Stoppzeit von einem beliebigen Prozess ist.

Definition 2.0.3 (Stoppzeit). Eine Stoppzeit T bzgl. der kanonischen Filtra-
tion (Fi)r des Prozesses X := (Xi)¢ ist eine Abbildung:

T :Q—[0,400] , so daf fir allet >0 gilt: {r <t} e F; .
Mit anderen Worten ist 7 eine positive Zufallsvariable, die moglicherweise den

Wert +o0o annimmt. Wir schreiben 7 ist eine Stoppzeit von X, falls 7 eine
Stoppzeit bzgl. der kanonischen Filtration ist, die von X erzeugt wird.



2.1 Martingal und Doob-Ungleichung

In dieser Sektion wollen wir Martingale behandeln. Auferdem wollen wir die
Doob-Ungleichung fiir LP-Martingale einfiihren.

Definition 2.1.1 (Martingal). Seien s,t € Ry. Der Prozess X := (Xy); ist
ein (Fy)i-Martingal, wenn er die folgenden drei Bedingungen erfillt:

X ist (Fi)¢-adaptiert, d.h. fir alle t > 0 ist X; Fi-mefbar. (2.1.1)
Fiir alle t > 0 gilt E(|Xy]) < 400. (2.1.2)
Fiir alle 0 < s <t gilt E(X|Fs) = X5 f.s. (2.1.3)

Wir sprechen von einem Sub- bzw. Supermartingal, falls E(X,|Fs) > X, fs.
bzw. E(Xt|Fs) < X, fs. gilt. Wenn X ein Martingal ist, dann folgt aus der
Jensenungleichung, daf |X| ein Submartingal ist.

Wir wollen nun eine Proposition einfiihren. Diese Proposition wurde von Doob in
[Doo84| fiir zeitdiskrete Sub- bzw. Supermartingale bewiesen. Auf einen Beweis
von dieser Proposition fiir zeitstetige Sub- bzw. Supermartingale verweisen wir
auf die Biicher [GikSko79], S.11 und [RogWil94], S.189.

Proposition 2.1.2. Fir Sub- bzw. Supermartingale X und Stoppzeiten o, T
mit o < 7 f.s. gilt die Ungleichung:

E(X,;) > E(X,) bz FE(X;)<E(X,).
Wir werden in dieser Arbeit das Problem haben, daf fiir Martingale eben nicht

immer E(X,) = E(X,) fir alle Stoppzeiten o, 7 mit o < 7 f.s. gilt.

Definition 2.1.3 (LP-Martingal). Sei X ein Martingal bzgl. (F;):. Dann ist
X ein LP-Martingal, wenn E(|X|P) < +oo, fir alle t > 0 gilt.

Fiir p = 2, schreiben wir anstatt L2-Martingal auch quadratisch integrierbares
Martingal.

Satz 2.1.4 (Doob-Ungleichung). Sei X := (X;); ein LP-Martingal. Dann
gilt fiir 1 <p < 400, fir alle t und A > 0 die folgende Ungleichung:

APP(sup | Xs| > N) < E(|Xy)P) .
0<s<t

Fir 1 < p < +o0 ist das Submartingal (Supg<s<; |Xs|)¢ n LP enthalten. Wir
bekommen dann die LP-Doobungleichung:

B sup X.7) < (&)pE<|ti> .

0<s<t

Diesen Satz beweisen wir nicht, ein Beweis steht z.B. im Buch von Bauer
[Bau91], Kapitel 46, Satz 46.4.



2.2 Brownsche Bewegung und spezielle Martingale

Die Brownsche Bewegung, die wir nun einfiihren werden, ist ein Martingal bzgl.
der kanonischen Filtration. Sie wurde von dem Biologen Brown zum ersten Mal
1827 beobachtet, in dem er Pflanzensporen in Wasser beobachtet hat, die eine
Art Zitterbewegungen vollfiihren. Diese Bewegung wurde auch interessanter-
weise von Albert Einstein untersucht und mathematisch formuliert. Einstein
hat damals diese Zitterbewegungen unter dem Mikroskop fiir Fettkiigelchen in
Wasser beobachtet. Die Brownsche Bewegung findet aber auch in der Finanzma-
thematik ihre Anwendung. So haben die Herren Black und Scholes ein Modell
entwickelt, welches in Abhéngigkeit der Brownschen Bewegung den Kurs von
Aktienoptionen wiedergeben soll.

Definition 2.2.1 (Standard Brownsche Bewegung). Fin Prozess B :=
(By)i>0 heifst eine Standard Brownsche Bewegung in R, wenn der Prozess fol-
gende FEigenschaften besitzt:

1. BO =0 f.S.

2. Fiur alle s,t € Ry mit 0 < s <t < o0, ist B, — Bs etne normalverteilte
Zufallsvariable, mit E(B; — Bs) =0 und Var(B; — Bs) =t — s.

3. Fir allel € NU{0} und fir jede Folge (t;)k=0,..;0 mit 0 <ty <t; <...<
t; < 00 ist (By, — By, )k=1,...; eine Folge von unabhingigen Zufallsvaria-
blen.

Insbesondere ist By fir eint > 0 eine stetige Zufallsvariable, die normalverteilt
mit E(By) =0 und Var(B;) =t ist und die Dichte

B, (u) = exp(—%) Yu € R (2.2.1)

hat.

Wir werden nun fiir die Standard Brownsche Bewegung B immer die Brownsche
Bewegung schreiben.

Proposition 2.2.2. Sei B := (B;); die Brownsche Bewegung. Dann ist

(Bf = t)iz0
ein Martingal bzgl. der kanonischen Filtration (Fy):.

Beweis:

1. Adaptiertheit von (BZ —t);:
klar.



2. Integrierbarkeit von (B? —t);:
E(|B? —t)) <EBH+E(l)=t+t=2t <400 V0<t<+00

3. bedingter Erwartungswert:
E(Bt2 - t|~7:5) = E((Bs + B — Bs)2 - t|~7:s)
= E(Bf + QBS(Bt - BS) + (Bt - Bs)2 - t|-7:s)
= B2?+2B,-E(B; — Bs) + E((B; — Bs)*) —t
= B242B,-0+t—s—t
= B’—s Y0<s<t

Hierbei wurde verwendet, daR (B; — B,) und (B; — B,)? unabhiingig von
F, fiir alle s < ¢ sind. Somit ist der bedingte Erwartungswert gleich dem
unbedingten Erwartungswert. Dann kénnen wir die Erwartungswerte mit
Hilfe der Verteilung von (B; — Bs) berechnen. Auferdem haben wir be-
nutzt, daR By, bzw. B2, F,-mefbar sind.

Mit (1), (2), (3) folgt nun, da® (B? — t); ein (F;);-Martingal ist. O
Proposition 2.2.3. Sei B := (B;); die Brownsche Bewegung und (Fi): die

nattirliche Filtration. Dann ist

2
(exp(AB; — %t))t

fiir beliebige A € R, ein (Fi):-Martingal.
Beweis:

1. Adaptiertheit von (exp(AB; — A;t))t:
klar.

2. Integrierbarkeit von (exp(AB; — ’\;t))t:
A2 22 A2 N2
E(|lexp(AB; — ?t)|) = E(exp(AB; — ?t)) = exp(?t - ?t) =1<o0 Vt>0

Den Erwartungswert von der Zufallsvariablen exp(AB; — A;t) erhalten wir
mit Hilfe der Dichte (2.2.1).

3. bedingter Erwartungswert:

2 2
E(exp(AB; — %t)|f5) = E(exp(\(B; — BS))e:ﬂp(}\Bs)\fs)e:ﬂp(f%t}

exp(A(By — Bs)) ist unabhéngig von Fs und exp(AB;) ist Fs-messbar.
Deswegen erhalten wir:

10



E(exp(AB; — %tﬂfs) = E(exp(A\(B: — Bs)))wp()\Bs)exp(—%t)

= eap(y (t— s))eap(ABLJeap(~ 1)

)\2
= exp(ABs — ?5) YO<s<t.

Hier haben wir, wie in der Proposition 2.2.2 die Verteilung von B; — By
benutzt, um die Erwartungswerte auszurechnen.

Somit ist (exp(AB; — %t))t ein (F;):-Martingal fiir beliebige reelle A.

2.3 Gleichgradige Integrierbarkeit von Prozessen

In dieser Sektion wollen wir erkléaren, was der Begriff der gleichgradigen Inte-
grierbarkeit von Prozessen bedeutet, und Beispiele fiir nicht gleichgradig inte-
grierbare Martingale angeben.

Definition 2.3.1 (gleichgradige Integrierbarkeit von Prozessen). Sei
(Xt)i>0 ein Prozess. Wir sagen, daf8 der Prozess (Xy): gleichgradig integrierbar
1st, wenn

lim SUEE(|Xt|1{|X,,|2c}) =0

c=too 4>

gilt.

Proposition 2.3.2. Es ist bereits bekannt, dafi die Prozesse B und (B? —t);
Martingale sind. Wir wollen aber nun zeigen, daf$ diese Prozesse keine gleich-
gradig integrierbaren Martingale sind.

Beweis:

Wir wollen mit Hilfe der Definition eines gleichgradigen Prozesses zeigen, dafs B
kein gleichgradig integrierbares Martingal ist. Hierzu berechnen wir den zugeho-
rigen Erwartungswert mit Hilfe der Dichte (2.2.1) der Brownschen Bewegung.

u?

1
E(|B]1 : = 1 N — ——)d
2
u

o
2 ——-ecaxp(———) du
/C 5 P(=5;)

2
\/?exp(—%) . (2.3.1)

11



In der zweiten Gleichung haben wir benutzt, daft auf der rechten Seite der
ersten Gleichung eine gerade Funktion unter dem Integral steht. In der dritten
Gleichung haben wir integriert und die Grenzen eingesetzt. Dann bekommen
wir:

Somit gilt:

CgrfooiupEﬂBtll{\Btpc}) t+oo.

Also ist B kein gleichgradig integrierbares Martingal.

2

E(IB} —tllyp_y5e)) = /|U — 12 t|>c}\/— p(—5;) du

,\/{ ) U2
— /7 (u —t)l{‘uz_tec}\/ﬁezp(—%)du

Vit ) 1 u2
— — D1z 5= ——)d
/\/g(u ) {| 2 t\Z} e:rp( Qt) U

+oo ) u2
— )12
+ /\/E (u t) {u t\>c}\/— ( Qt)du

+o0 u?
= 2 u? — 1z g>er ———exp(——) du
(f 0% =0z el p)

Vit
| =01 meon(= 5 dw

[e%s) 1 U2
2 2 ) ———eap(——) d
( /@w )——eap(— ) du

vite 1 w2
- /0 (u —t)\/?mexp(—g)du)

2 u? u?\ i
- \/7( ut - exp(— 2t)\\/?—|—ut exp(— 2t)‘ )

1 ¢
- 7. e
\/7\f Ve+t exp(+2 2t)

1
+ V—c+t- exp(—§—|—2t))

(2.3.2)

Wir bekommen dann:

12



. 2 1 1
sup E(|Bf — t[1p2_ys) = lim \Eﬁﬁoe%)(lw(t))

t>0 t—o00
. 2 1 1
+ Jim (f=ViVE= e eap(—5)(1+ O(3) = +oo .
Somit gilt:

lim sup E(|B? — 1 B2—t)>c}) = +00 .
c—+00 t>0

Also ist auch (B? — t); kein gleichgradig integrierbares Martingal.

Definition 2.3.3 (LP-Beschrinktheit). Sei X := (X;): ein Prozess. X ist
LP-beschrankt, fir ein bestimmtes p, falls

sup E(|X¢|P) < 400
¢

gilt.

Wir kénnen den folgenden Satz mit Beweis fiir zeitdiskrete Martingale in dem
Buch [Doo53], S.316-319 wiederfinden. Fiir beliebige zeitdiskrete Prozesse steht
der Satz mit Beweis in dem Buch [Nev69]|, Kapitel 2.5., Sdtze 2.5.1., 2.5.2. und
2.5.4., Seite 69-71, Kapitel 2.6., Satz 2.6.1., Korollar zu Satz 2.6.1., Seite 77.
Dieser Satz gilt aber auch fiir zeitstetige Prozesse. Wir verweisen hier auf die
Biicher [IkeWat81], S.30 und [RogWil94], S. 176.

Satz 2.3.4. Sei 1l < p < +oo und X := (X;)¢ € LP ein Prozess, der fir
t — oo f.s. gegen eine Zufallsvariable X, konvergiert. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1. X ist L%-beschrinkt, fiir einige q €]p,+00].

2. (Xi): konvergiert f.s. gegen X in LP.

3. (| X¢|P): ist gleichgradig integrierbar.

4. limy 00 E(| X P) = E(| X oo |?).

5. Es existiert ein'Y € LP, so daff | X¢| <Y f.s., fir allet > 0.

Wir wollen den Satz nun anwenden, um zu zeigen, daR (exp(B; — 3t)); kein
gleichgradig integrierbares Martingal ist.

Proposition 2.3.5. Es ist bereits bekannt, daf8 der Prozess (exp(By — 5t))
ein Martingal ist. Wir wollen nun zeigen, dafs dieser Prozess kein gleichgradig
integrierbares Martingal ist.

13



Fiir t — oo gilt: By = O(4/2tlog(log(t))) f.s. Deswegen erhalten wir:

. 1 ) B, 1 . t
tlgrolo exp(B; — it) = tlilgo emp(t(T - 5)) = tlilgo emp(—a) =0 fs. (2.3.3)
Somit konvergiert das Martingal (exp(B; — it)), fiir ¢ — oo f.s. gegen Null.
Nun koénnen wir mit Hilfe der Dichte der Brownschen Bewegung (2.2.1) den
Erwartungswert von exp(pB;) fir alle t € R ausrechnen:

2
Blleap(B,~ 30IF) = Bleap(pBy)eap(~2) = eap(-tyep(-21)
= exp(%p(p —1) <400 Vt>0 (2.3.4)

Somit erhalten wir:

1
sup E(exp(B; — it)p) =400 Vp>1.
t

Dann kénnen wir den Satz 2.3.4 anwenden. Nach diesem Satz ist fiir ein fast
sicher konvergentes Martingal die LP-Beschranktheit von einem Martingal fiir
p > 1 dquivalent zur gleichgradigen Integrierbarkeit von dem Martingal. Somit
ist (exp(B; — %t))t auch kein gleichgradig integrierbares Martingal.

2.4 Gestopptes Martingal

Wir wollen den folgenden Satz beweisen. Diesen Satz haben wir dem Internet
entnommen. Wir kénnen aber auch einen Beweis zu diesem Satz in dem Buch

[RevYor01], Kapitel 3, Korollar 3.6., S.71 und in dem Buch [Doo84], S.471 finden.

Satz 2.4.1. Sei (X;)i>0 ein Martingal bzgl. (Fi): und T eine Stoppzeit bzgl.
(Ft)t. Dann ist der gestoppte Prozess (X-at)r ein Martingal bzgl. (Fy);.

Beweis:

Wir miissen zuerst die (F;);-Adaptiertheit von (X¢ar )¢ zeigen. Es gilt:

Xinr = Xelprsyy + Xol<py fs.

Die Zufallsvariablen Xy, 1(,+;; und 1(,<; sind F;-mefibar. Allerdings kénnen
wir nicht sagen, ob X, F;-mefbar. Da 7 den Wert unendlich annehmen kann.
Somit gibt es ein Problem. Daher fithren wir zuerst eine Folge (7;); von pfaddis-
kreten Stoppzeiten ein, die 7 approximieren und beweisen das folgende Lemma.

Lemma 2.4.2. Sei 7; : @ — 2/ - N eine Folge von Zufallsvariablen, die T
approzimieren und die folgendermafen definiert sind:

14



k
rj=mf{t >7:t= oY fir einige k € N} (2.4.1)

Dann ist 7; eine diskrete Stoppzeit bzgl. (Fy): fir alle j € N und (Xiar,)e ist
ein (Fi)¢-Martingal fir alle j € N.

Beweis von Lemma 2.4.2:

1 <t < £ und alle j € N haben wir:

27

=<ttt (2.42)

Somit ist fiir alle j € N 7; eine diskrete Stoppzeit bzgl. (F;);. Somit erhalten
wir fiir alle B € B(R) und j € N:

> k-1
{Xirr, € B} = H{XM% €BIN{rj=-}eF. (2.4.3)

Somit ist X¢a-, fiir alle j und ¢, F-mefbar. Jetzt zeigen wir, daf fiir beliebige
t € Ry und j € N die folgende Relation erfiillt ist:

E(‘XTj/\tD <00

Es gilt fiir alle j e Nund ¢t € R:

B(Xon) < S B(IXamt]) + B(X) < oo

{k:%<t}

Seien nun t1,...,t; € (s,t) die Werte, mit P(r; =¢;) > 0firi=1,...,k. Dann
ergibt sich fiir alle s < t:

E(XoneFs) = E(E(X7nel Fe)|Fs)

(B (1{TJ<tk}Xr]At|ftk)\f)+E( (1{Tj>tk}XTj/\t‘Ftk)|fs)
(Lry<tir E(Xryne Fe )| Fs) + E(Lir 0 B(Xr | F )1 Fs)
(1{T]<tk}X'r]/\tk|JT ) +E(1{r7>tk}th|]:)

(Lir <ty Xont | Fs) + E(Lry 53 Xratg | Fs)

(

(X

(

(

| | I |
Djbjtijtijtij

X nte | Fs)

rinty 1| Fs)
Xoint, [ Fs)
XoinslFs) = Xoins s,

|
Dj

= E
E
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Lemma 2.4.3. Die Folge (X, p¢); ist fiir alle t gleichgradig integrierbar.

Beweis von Lemma 2.4.3:

sup E(|Xonellyx, nj>21) = sup( Z E( X2 1 _emrymgx15ap)
j=>1 j>1 {k‘u<t} 27 27 3
T2

E(IXe L r 203001, ail>a))

< swp( Y B(Xl _iotyngix, se)

>1
I= {k: it <t}

+  E(XiLr,>0000x,, 0052})
= sup B(|Xi|1{x, . of>a))
j>1

< sup E(lXt|1{supj>1 \XTjAt\>z})
jz1 -

- E(|Xt|1{supj21|XTjM|>;E})

Erste Ungleichung: Nach Voraussetzung ist (X;); ein Martingal bzgl. (F;);. Wie
wir bereits erwidhnt haben, folgt daraus, da | X| ein Submartingal ist.

Die Majorante von | X} 1X, ni|>a) 18t [ X¢|. Die Zufallsvariable | X¢| ist in-
J

|1{Supj>1
tegrierbar fiir alle ¢, da (X); ein Martingal ist. Wir konnen dann den Lebesgue-

Satz der majorisierten Konvergenz anwenden:

IN

lim sup E(|X7'j/\t‘1{|X-,—j/\t|>I})

=00 131 wh_{go E(|Xt|1{supj21 IXTJ-m|>x})

= E(|Xt| :vlggo l{supj21 IXTj/\t|>fD}) =0.

Wir haben hier verwendet, daf lim; . 1{x,,,|>2} = 0 gilt. Somit ergibt sich:

lim SupE(|X7j/\t|1{‘X7jM‘>$}) =0. (2.4.4)

300 j21
Deswegen ist die Folge (X, a¢); fiir alle ¢ gleichgradig integrierbar.

Aus der Definition der Folge 7; folgt:

Tj 2 Tj41 £s. und  lim 75 =7 fs. (2.4.5)

J—00

Aus (2.4.5), (2.4.3) und der Stetigkeit von X, e folgt, daft X, fiir jedes t > 0,
Fi-mefbar ist. Es muss noch gezeigt werden, daf folgende Beziehungen gelten:
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E(| X nt]) <oo VE>0 und E(Xopae|Fs) = Xops fs. Vs <t.

Es gilt:

E(|Xinr]) = E(lim |Xing|) < E(Xinn ) < 400 Vi EN V>0 (2.4.6)
jﬂoo

Erste Gleichung: Da lim;_ ., 7; = 7 f.s. gilt und da fast alle Pfade von (X;),
stetig sind, haben wir die Beziehung lim; .o Xr;n¢ = Xrng f.s. Erste Unglei-
chung: Nach Lemma 2.4.2 ist (X;ar,); ein (F3);-Martingal. Somit ist (| X¢ar,|)e
ein (F;)-Submartingal und nach Definition von (7;); folgt t A7; > t A Tjp1
f.s., fiir alle j € N. Die Endlichkeit auf der rechten Seite von (2.4.6) folgt nach
Lemma 2.4.2.

Das folgende Lemma ist aus dem Buch [ChuWil90]|, Kapitel 1.5., Seite 8.

Lemma 2.4.4. Sei (Y;); eine Folge von Zufallsvariablen, die (F)¢-adaptiert
ist und die fiir j — oo gegen Y € L' in L' konvergiert. Dann gilt fiir jedes
s € Ry und Fs € (Fi)i, daf8 (E(Y;|F)); eine Folge von Zufallsvariablen ist,
die fiir j — oo gegen E(Y|Fs) in L' konvergiert.

Beweis von Lemma 2.4.4:

Nach Voraussetzung konvergiert (Y;); in L' gegen eine integrierbare Zufalls-
variable Y. Das ist nach Satz 2.3.4 dquivalent dazu, da® (Y}); eine gleichgradig
integrierbare Folge ist. Auferdem gilt fiir alle s € Ry und j — oc:

E(EY;Fs) = EY|F)) < B(E(Y; = Y[Fs)) = E(]Y; =Y]) = 0 (2.4.7)

Wir haben hier die Jensenungleichung angewendet. Somit konvergiert fiir jedes
s >0, BE(Y;|Fs) gegen E(Y|Fs) in L. Das ist nach Satz 2.3.4 dquivalent dazu,
dab (E(Y;|Fs)); eine gleichgradig integrierbare Folge ist.

Dann gilt fiir alle s < ¢:

E(X-,—/\t|.7:s) - E(Jli)ngo X'rj/\t‘j:s)

= lim B(X;0|7) = Jim Xopo = Xono fs. (248)
Erste und Vierte Gleichung: Da lim; .., 7; = 7 f.s. gilt und da fast alle Pfade
von (X¢); stetig sind, haben wir die Beziehungen lim; o X;n¢ = X7a¢ f.5. und
lim;j 0o Xrjns = Xrps f:8. Zweite Gleichung: Lemma 2.4.4 fiir Y; = Xya,, und
Y = Xia-. Dritte Gleichung: (X, r¢); ist Martingal nach Lemma 2.4.2.

Somit ist (X, a¢): ein Martingal bzgl. (F);.
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2.5 Optionaler Stoppsatz von Doob

Doob’s optionaler Stoppsatz ist in vielen grundlegenden Texten iiber Martingal-
und Wahrscheinlichkeitstheorie enthalten (siche zum Beispiel Satz 10.10. aus
dem Buch von Williams [Wil91]). Préziserweise sagt der Satz Folgendes aus,
daf wenn wir irgendwann Vermoégen kaufen, dann kénnen wir es zu einem spé-
teren Zeitpunkt verkaufen. Wenn der Marktpreis ein diskretes Martingal ist,
dann kénnen wir kein Geld durch ” Markttiming ” verdienen, weil der erwartete
Preis zu der Verkaufszeit gleich dem Preis ist, der anfangs bezahlt wurde. Wir
bezeichnen mit T'(w) die Zeit, zu welcher das Vermogen verkauft wird. Doob
hat den Optionalen Stoppsatz in seinem Buch [Doo53] ” Stochastic Processes ”
bewiesen. Dieses Buch hat sehr viel zur Entwicklung der modernen Wahrschein-
lichkeitstheorie beigetragen.

Satz 2.5.1 (Optionaler Stoppsatz fiir Martingale). Sei X = (X;); ein
Martingal und T eine beschrinkte Stoppzeit. Dann gilt

Xo = E(Xr|Fo) fs.

Wenn X ein gleichgradig integrierbares Martingal ist, dann gilt fiir eine beliebige
Stoppzeit T':

XO = E(XT‘fo) f.S.

2.6 Lokales Martingal

Definition 2.6.1 (lokales Martingal). FEin Prozess (My);, mit My = 0 f.s.,
heifsit lokales Martingal bzgl. der kanonischen Filtration (Fy):, falls eine Folge
von Stoppzeiten (Tp)nen bzgl. (Fi)¢ existiert, so daf

1. die Folge (1p,)n ist wachsend mit lim, o, 7, = +00 f.s.,

2. fiir jedes n > 1 ist der Prozess (Miar, )t ein gleichgradig integrierbares
(Fi)e-Martingal.

Insbesondere ist jedes Martingal auch ein lokales Martingal. Allerdings gilt nicht
die Umkehrung, das heisst nicht jedes lokales Martingal ist ein Martingal. Wir
geben hierfiir ein Beispiel aus dem Internet.

Beispiel 2.6.2. Seien X eine Zufallsvariable, die nicht integrierbar ist und B
die Brownsche Bewegung, die unabhdngig von X ist. Seien My = X - By und
FX = Fivo(X). Dann ist M := (M;); ein lokales Martingal, aber kein (F7<);-
Martingal.

Beweis:

Es sei
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Sp=inf{t:n+1>|M;| >n}. (2.6.1)

Dann ist (S, ), eine Folge von Stoppzeiten, mit

Sp < Spy1 fs. und lim S, = 4+o00 (2.6.2)

n—oo

Aufserdem ist |Myas,, | fiir alle n € N beschrénkt, wegen

= |[Mg<s,y + Ms, 1yss,4
‘Mt|1{t§5‘n} + ‘MSH|1{t>Sn} <n-+ |Msn| <n+n+l=2n+1.

IN

Hier haben wir die Definition von S,, benutzt. Es gilt ndmlich n+1 > |Mg, | > n,
fiir alle n € N. Somit ist (M;ags, ): integrierbar, fiir alle n. Aufierdem gilt:

E(Mins,|F;*) = E(X - Bins, |F) = XE(Bins, | F;') = X Bsns, = Msns,

Zweite Gleichung: X ist FX-mefbar. Dritte Gleichung: B ist ein Martingal.
Somit ist Mipg, ein Martingal. Wir miissen noch die gleichgradige Integrierbar-
keit von (Mias, ): zeigen. Es gilt:

thm Mt/\Sn = MS'n f.s. (263)

Somit konvergiert Mg, fast sicher gegen Mg, . Auflerdem ist M;ng, fiir al-
le n und ¢ beschrinkt. Dann kénnen wir Satz 2.3.4 (Implikation (5) nach (2))
anwenden und wir erhalten, daf (Mins, )+ ein gleichgradig integrierbares Mar-
tingal ist. Somit ist M ein lokales Martingal.

Wir wollen nun mit Hilfe von (2.2.1) zeigen, daR E(|B;|) = /2 fiir alle ¢t > 0

gilt. Wir werden dieses Ergebnis im Verlauf der Arbeit noch mehrmals verwen-
den. Wir erhalten mit Hilfe der Verteilung der Brownschen Bewegung (2.2.1):

u?

E(|By) = /\u|\/76xp( 27,‘ / \/ﬁ zp(— ?t)du
_ \/?(_exp(_;t))goz 3: V>0 . (2.6.4)

Weil X unabhéngig von B ist, bekommen wir

E(|Mi]) = E(1X - Bi|) = E(IX)E(|Bt|) = +o0 V£ >0 .

Somit ist M nicht integrierbar und deswegen kein (F;X);-Martingal.
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2.7 Quadratische Variation

Sei t € Ry und 7y eine Partition von [0, ], d.h. eine endliche Teilmenge mit 7, =

{0 =1ty <t1 <...<tp =t} Wirsetzen ém; := max {|t;41 —¢;],j =0,1,...,k—1}.
Sei 7} eine Folge von Partitionen des Intervalls [0, ¢]. Seien i firj=1,...,kp

die Elemente von 7j'. Dann bekommen wir folgenden Satz (siche [ChuWil90],
Kapitel 4.2., Satz 4.1., S.76). Die Definition des stochastischen Integrals (f; X, dX;)
kénnen wir in dem Buch [ChuWil90], Kapitel 2.5., S.34/35 nachlesen.

Satz 2.7.1. Seit > 0 und (7}")nen eine Folge von Partitionen von dem Intervall

0,t], so daf$ lim,, .o, 07 = 0 ist. Sei nun X := (X;); ein lokales Martingal und
t
fir jedes n € N sei:

kn
Stn = Z(Xt]+1 - th)2

j=1

Dann konvergiert (Sf*),, fast sicher gegen < X >, wobei

t
<X >=(Xy)? — (Xo)* — 2/ X, dX, [s.
0

Und wir werden < X >; die quadratische Variation von dem Prozess X zur
Zeit t nennen und < X >:= (< X >4); den quadratischen Variationsprozess
bzgl. X. X hat endliche quadratische Variation, falls < X > fast sicher endlich
ist. Fir den Fall, dafy < X >; fiirt — oo f.s. konvergiert, bezeichnen wir den
Grenzwert mit < X >.

Die folgende Proposition kénnen wir unter anderem in dem Buch [RevYor01],
Kapitel 4.1., Proposition 1.26, S.131 finden. Wir werden diese Proposition im
Verlauf der Arbeit immer wieder brauchen, unter anderem in der Sektion 3.3.

Proposition 2.7.2. Sei (X;); ein lokales Martingal. Wenn < X > < +00
fast sicher gilt, dann existiert eine Zufallsvariable X, so dafl X; f.s. gegen
X konuvergiert.

2.8 Die Dichte der ersten einseitigen Uberschreitungszeit
der Brownschen Bewegung

Wir behandeln die Stoppzeit

To=inf{t >0: By =a} Va#0 (2.8.1)

Wir bemerken zuerst, daf 7, < +oo f.s. ist, wegen liminf; .. B; = —oo, fiir
a < 0 und limsup,_, ., By = 400, fiir @ > 0. Wir wollen als Néchstes die Dichte
von 7, ermitteln. Dazu beziehen wir uns auf das Buch [RevYor01], Kapitel 3,
Proposition 3.7., S.105-107.
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Lemma 2.8.1. Die Dichte dieser Stoppzeit ist:

2
Fro(0) = \/;C;'Te:z:p(;) Yu>0 Va0 (2.8.2)

Beweis von Lemma 2.8.1:

Fiir den Beweis benutzen wir die Starke Markoveigenschaft der Brownschen Be-
wegung und das Reflektionsprinzip. Das Lemma zur starken Markoveigenschaft
wurde dem Buch [K1e07], Kapitel 21.3, Satz 21.18., Seite 441 entnommen. Klenke
hat in diesem Buch einen Beweis fiir die starke Markoveigenschaft der Brown-
schen Bewegung angegeben. Die Proposition zum Reflektionsprinzip haben wir
dem Buch [RevYor01], Kapitel 3, Proposition 3.7., Seite 105 entnommen.

Lemma 2.8.2 (Starke Markov-Eigenschaft der Brownschen Bewegung).
Sei T eine Stoppzeit von B. Dann ist (B4 — B;); eine Brownsche Bewegung,
die unabhdngig von F, ist.

Proposition 2.8.3 (Reflektionsprinzip). Sei7, = inf{t: B, = a} unda > 0.
Dann gelten:

2P(sup Bs > a,By <a)=P(sup Bs >a)=P(r, <t) (2.8.3)
0<s<t 0<s<t

Beweis von Proposition 2.8.3:

Es gilt die Ereignisgleichheit:

{ra <t} ={sup Bs >a} (2.8.4)
0<s<t

Somit erhalten wir die zweite Gleichung in (2.8.3).

Die Pfade der Brownschen Bewegung haben im Intervall [7,,¢] dieselbe Wahr-
scheinlichkeit unter der Geraden y = a und iiber der Geraden y = a zu verlaufen.
Dieses Argument bezeichnen wir als Reflektionsprinzip. Die Pfade, die exakt den
Wert a zur Zeit t annehmen, haben die Wahrscheinlichkeit Null. Daher erhalten
wir:

P(sup Bg>a) = P(sup Bs>a,B;>a)+ P(sup Bs>a,B; <a)
0<s<t 0<s<t 0<s<t
= 2P(sup Bs >a,B; >a)=2P(B; > a) . (2.8.5)
0<s<t

Dritte Gleichung: {B; > a} C {supy<s<; Bs > a}. Nach der Definition von 7,
gilt, B;, = a f.s. Dann erhalten wir:

21



P(sup Bs>a,B;<a) = P(r,<t,B;<B;,)

0<s<t
= P(ra <t,Br4(t-r,) — Br, <0)
= E(l{TaSt’BTa#’(fr*‘ra)7B7'a<0})
= E(l{r,<ty 1B, ¢ rsy—Br <0})
= E(EQ,<ty B, (B <0}Fr))
= E(lg,<nyE(1yB,, .. B, <0}Fr))
= E(l{,<nE(lp, ,.-B,, <0}))
= E(l{,<nE(yB,<0y))
= EQ,<y- %)
1
= §P(’Ta <t)

Erste Gleichung: Gleichung (2.8.4). Sechste Gleichung: Das Ereignis {7, < t}
ist F,, -mefkbar. Siebente und Achte Gleichung: Starke Markoveigenschaft der
Brownschen Bewegung. Neunte Gleichung: Die Dichte von B; ist eine gerade
Funktion.

Die Ereignisse {B; > a} und {supy<,<, Bs} N {B: < a} sind disjunkt. Dann
gilt:

P(sup B;>a)=P(B;>a)+ P(sup Bs >a,B;<a).
0<s<t 0<s<t
Das konnen wir in die erste Gleichung in (2.8.3) einsetzen und wir bekommen:
P(sup Bs>a)=2P(B;>a). (2.8.6)
0<s<t

Wir erhalten dann mit (2.8.6) und unter Verwendung der Dichte der Brownschen
Bewegung (2.2.1) fiir alle @ > 0 die folgende Gleichung;:

< 1 u?
P(sup By >a)=2 exp(——)du .
(s, Bz ) =2 [ oenl=5

Nun differenzieren wir nach ¢ und erhalten fiir alle a > 0 die Dichte der ersten
einseitigen Uberschreitungszeit der Brownschen Bewegung (2.8.2):
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1 [ u? 1 [, u?
’LL2 2

1 [ u? 1 -~ o u
(—W ) emp(—g)du—i— m(—tufxp(—%ﬂa +t ) exp(—g)du)

a2
= exp(—a) YVt >0.

Zweite Gleichung: Unter dem Integral differenziert. Dritte Gleichung: partielle
Integration des zweiten Integrals auf der rechten Seite.

Fiir a < 0 kénnen wir (—By); betrachten und analog verfahren. Denn (—By);
hat die gleiche Verteilung, wie (B;);. Dann ergibt sich die Dichte (2.8.2) O

Lemma 2.8.4. Die Dichte der ersten einseitigen Uberschreitungszeit der Brown-
schen Bewegung mit Drift

7(a,b) :=inf{t > 0: By = bt — a} (2.8.7)

ist fir alle a # 0 und b > 0:

bu — 2
f‘r(a,b)(u) = \/mexp(_( UQUG)

) Yu>0. (2.8.8)

Beweis:
Wir wissen schon, daf die Stoppzeit 7, fiir alle a # 0 die Dichte (2.8.2) hat.
Nach Girsanov’s Satz (siehe zum Beispiel [KarShr91]|, Kapitel 3.5, Satz 5.1.,

S.191) ist (By); = (B, — bt); eine Brownsche Bewegung mit Drift b > 0, unter
dem Maf:

PO (A):= E(1,Y;) ,YAeF,

wobei wir Y; = exp(bB; — %t), fiir alle ¢ > 0 setzen.
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PO(r, <) = B(lg,en¥s) = B(EQq, < YilFrun) = B(Lgr, <y E(YVel Frn0))
b2

= EQlr.<nYron) = B(lgr,<ny¥r,) = BE(L{r,<nyeap(ba — 5 7a))
t v | al ’
- exp(ba — —u —5.)du
| cavton = G im0
t (a — bu)?
= ———exp(— du
o Varad )

Erstes Gleichheitszeichen: Definition von dem Maf P®)(.). Zweites Gleichheits-
zeichen: Erwartungswerttreue. Drittes Gleichheitszeichen: {7, < ¢} € Fr A
Viertes Gleichheitszeichen: Stoppsatz von Doob. Fiinftes Gleichheitszeichen: Auf
der Menge {7, < t} ist Y, ar = Y, . Sechstes Gleichheitszeichen: B, = a f.s.
Siebentes Gleichheitszeichen: Dichte der Stoppzeit 7, (2.8.2).

Somit erhalten wir fiir die Stoppzeit 7(a,b) die Dichte (2.8.8) O

2.9 Waldidentititen fiir die Uberschreitungszeiten der Brown-
schen Bewegung
In dieser Sektion kénnen wir nun fiir 7 = 7, direkt ausrechnen, ob die drei

Waldidentitéten gelten, und ob die Voraussetzungen fiir die drei Waldidentitéten
erfillt sind.

Proposition 2.9.1. Sei 7, die Stoppzeit, die durch (2.8.1) definiert wurde.
Dann gelten fiir alle a # 0:

E(t) < +o0 Vo < % , E(Ta%) =400, (2.9.1)
EB,;)=a#0, (2.9.2)

und
a’> = E(B2) # E(1,) = +oo . (2.9.3)

Beweis von Proposition 2.9.1:

Wir kennen die Dichte der Stoppzeit 7,, siehe (2.8.2). Wir erhalten dann fiir
5 — 00:

a a® a . a?
Fls) = Al Ren(- ) = L1 54 0()
_la 5—3/2 1
= & PI+0(2) (2.9.4)
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Dann bekommen wir fiir 6 < % und s — oo das Folgende:

/fTa(u)'uédu = f‘f'a Cu du+/ fTa u‘sdu
0

1+/ e ul~ %(1+0( ) du

IA

|al 1 5" /5 5—3
= 1+ + 0 2 du
amro e o) whay
la| 1 1 1
= 1+ 1 +O(—
+ a1~ D0l
= ¢ <400 flirs—oo.

Hierbei ist ¢4 5 eine Konstante, die von @ und § abhéngt. Deswegen gilt fiir alle
a#0und § < %:

E(Tg) < 400

Fir 6 = % und s — oo erhalten wir die folgende Beziehung:

fTa(u)u%du = fTa u2du—|—/ fTa u%du

z/m (1+0()du

= mlog(u)ﬁ + O(/1 w2 du)

= L iog(s) + 0

= +4oo firs—oo.

Deswegen gilt fiir alle a # 0:

E(t}?) = 400 .

Aus der Stetigkeit der Pfade der Brownschen Bewegung (B;); bekommen wir,
dafs B;, = a f.s. ist und somit folgt:

E(B;)=E(a)=a#0

Die erste Waldidentitat gilt also nicht. Der Erwartungswert von 7, ist auch nicht
endlich, weil aus der Holderungleichung E(7, % %) < E(r,) folgt und E(7a U %) =
+00, fiir alle a # 0 ist. Das Resultat
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E(rq) =400 VYa#0

hatten wir auch mit Hilfe der Dichte von 7, berechnen koénnen. Aufserdem er-
halten wir, da die zweite Waldidentitét, wegen E(B2 ) = a? # oo = E(7,),
auch nicht gilt. Wir wollen noch schauen, ob die dritte Waldidentitat erfiillt ist.

O
Proposition 2.9.2. Sei 7, die Stoppzeit, die durch (2.8.1) definiert wurde.
Dann gilt fir alle a # 0 und alle A > 0:
E(exp(Ar,)) = +00 . (2.9.5)
Fira >0 gilt:
1
E(exp(B‘ra - 57-@)) =1, (296)
und fir a < 0:
1
E(exp(B;, — 57-&)) =exp(2a) < 1. (2.9.7)
Beweis von Proposition 2.9.2:
Da exp(At) > 1+ At, fiir alle A > 0 und ¢ > 0 ist, folgt somit aus E(7r,) = 400,
dak E(exp(A1,)) = +oo ist, fiir alle A > 0 und alle a # 0.
Fiir a > 0 bekommen wir, wegen B, = a f.s.:
Bleap(Br, ~ 3ra) = Blewpla 37 = [ eapla— 30)—Scan(~3)d
exp(Br, — 57a)) = eap(a = 57a)) = ; ezp(a — ju mexp 5 U

= /000 \/%exp(—%(u - a)Q) du = P(r(a,1) < +00) =1,

Nach der Sektion 2.8 ist die Stoppzeit 7(a, 1) fast sicher endlich, fiir alle ¢ > 0
und besitzt die Dichte (2.8.8). Somit ist die dritte Waldidentitat erfiillt fiir alle
a > 0, obwohl die Voraussetzung E(exp(37,)) = +oc fiir diese nicht gilt.

Fir a < 0 erhalten wir:

o _ 2
E(exp(B,, — %Ta)) = FE(exp(a— %Ta)) = /0 exp(a — %u)\/ﬁeﬂlﬂp(*;ﬁu) du

*  —a 1
= exp(2a ——eap(——(u+a)?) du
) [ —enpl—g(u+a))
= exp(2a)P(1(—a,1) < +00) = exp(2a) <1 Va <0,
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Nach der Sektion 2.8 ist die Stoppzeit 7(—a, 1) fast sicher endlich, fiir alle a > 0
und besitzt die Dichte (2.8.8).

Somit ist die dritte Waldidentitat nicht mehr erfiillt.
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3 Erste Waldidentitat

In diesem Kapitel werden wir zunéchst einmal die Burkholder, Gundy und Davis
Ungleichungen fiir die gestoppte Brownsche Bewegung beweisen. Danach werden
wir eine von diesen Ungleichungen benutzen, um den wichtigsten Satz 3.0.3 zu
beweisen. Diesen Satz haben die Herren Burkholder und Gundy in ihrem Artikel
[BurGun70| in Kapitel 7, Korollar 7.1., S.299 angegeben.

Satz 3.0.3. Sei (B;); die Brownsche Bewegung. Sei T eine Stoppzeit von B.
Wenn die Voraussetzung

E(r'?) < o0 (3.0.8)

erfillt ist, dann gilt die erste Waldidentitdit:

E(B,)=0. (3.0.9)

Im weiteren Verlauf des Kapitels werden wir mehrere Verfeinerungen der ersten
Waldidentitéit zeigen. Wir werden fiir spezielle Stoppzeiten bzw. fiir spezielle
lokale Martingale sehen, ob die Verfeinerungen anwendbar sind und ob die erste
Waldidentitéat gilt. Spéater werden wir Stoppzeiten der Brownschen Bewegung
fiir nichtlineare Schranken behandeln.

3.1 Burkholder, Gundy und Davis Ungleichungen der ge-
stoppten Brownschen Bewegung

Diese Ungleichungen haben urspriinglich die drei Herren Burkholder, Gundy
und Davis fiir beliebige Martingale in ihrem Artikel [BurGun70] in Kapitel 7,
Satz 7.1., S.297 bewiesen. Dabei haben sie die so genannte Gute — Lambda-
Ungleichung verwendet. Wir werden uns auf den Satz im Buch [RevYor01],
Kapitel 4.4, S.160-163 beziehen. Hierbei brauchen wir nicht die Gute — Lambda-
Ungleichung, sondern die Dominanzbeziehung, auf die wir im Laufe dieser Sekti-
on noch eingehen werden. Diese Ungleichungen liefern untere und obere Schran-
ken fiir den Erwartungswert von der Zufallsvariablen sup, | Bsa-|?, fiir beliebige
0 < p < +o0o. Wir werden im Nachfolgenden immer davon ausgehen, dafs p
endlich ist.

Satz 3.1.1 (Burkholder, Gundy und Davis Ungleichungen). Sei 7 eine
Stoppzeit von B mit E(TP/Q) < +00, fiir ein bestimmtes p > 0. Dann existieren
Konstanten c,,Cp > 0, so daf$ folgende Ungleichungen gelten:

cpE(TP/?) < E(sup | Boa-|?) < CoE(17/?) (3.1.1)
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Beweis von Satz 3.1.1:

Wir wollen diesen Satz zeigen. Dazu zeigen wir zunichst die folgende Proposi-
tion, die die linke Ungleichung beinhaltet.

Proposition 3.1.2. Sei 7 eine Stoppzeit von B mit E(tP/?) < +oo, fir ein
bestimmtes p > 0. Dann ezistiert eine Konstante ¢, > 0, so daff

cpE(77/%) < E(sup [ Bya, |?) (3.1.2)

gilt.

Beweis von Proposition 3.1.2:

Es gilt fiir alle ¢ > 0 und ein bestimmtes p > 0:

E(|BinrP) = / E(|Bu?)dP(t AT < u) :/ cpuP/2dP(t AT < u)
0 0

= E(tAT)P?). (3.1.3)

Hierbei ist ¢, > 0 eine Konstante, die von p abhéngt. In der zweiten Gleichung
haben wir die Dichte der Brownschen Bewegung (2.2.1) benutzt, um den Er-
wartungswert auszurechnen. Nun ist fiir alle ¢:

|Bt/\7'| < sup |Bs/\'r‘ f.s.
0<s<t

Somit erhalten wir fiir alle ¢ und ein bestimmtes p > 0:

cpE((t AT)P/?) = E(|Bins|P) < E( sup |Bonr|?) - (3.1.4)
0<s<t

Auf der linken und auf der rechten Seite der Ungleichung (3.1.4) kénnen wir
den Satz von der monotonen Konvergenz anwenden. Somit kdnnen wir zum
Grenzwert t — oo iibergehen und es gilt dann die folgende Ungleichung fiir ein
bestimmtes p > 0:

CPE(TP/2) S E(Sup |Bs/\7'|p) (315)

Proposition 3.1.3. Sei 7 eine Stoppzeit von B mit E(T”/Q) < +o0, fir ein
p > 1. Dann existiert eine Konstante Cp, > 0, so dafs

E(sup | Bua, ) < C,E(7P/?) (3.1.6)

gilt.
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Beweis von Proposition 3.1.3:

Wir haben fiir alle ¢t und ein bestimmtes p > 1, die Doobungleichung:
E(sup [Bonr?) < (—2= P E(|Bins|?) - (3.1.7)
0<s<t p—1

Wegen der Beziehung (3.1.3) bekommen wir fiir alle ¢ und ein bestimmtes p > 0:

E(|Binel?) = 6 B((t AT)/?) .
Hierbei ist ¢, > 0 eine Konstante, die von p abhéngt. Somit erhalten wir:
E( sup [Boar|P) < cp(—L— VP E((t AT)P/?) | (3.1.8)
0<s<t p—1

Auf der linken und auf der rechten Seite der Ungleichung (3.1.8) konnen wir,
wie in der Proposition 3.1.2 den Satz von der monotonen Konvergenz anwenden.
Somit kénnen wir zum Grenzwert t — oo tibergehen und es gilt dann die folgende
Ungleichung fiir ein bestimmtes p > 1:

E(sup [Bsa- ") < cp(p%l)pE(Tpﬂ) = C,E(r"/?) .

Nach Proposition 3.1.3 existiert somit fiir p = 2 eine integrierbare Stoppzeit
7 von der Brownschen Bewegung und eine Konstante Cy > 0, so daf fiir alle
beschrankten Stoppzeiten T von B folgende Ungleichung gilt:

E( sup |Biar|?) < CoE(TAT) . (3.1.9)
0<s<T

Wir bezeichnen (3.1.9) als 7 Dominanzbeziehung ”.

Lemma 3.1.4. Sei B die Brownsche Bewegung und T eine beliebige Stoppzeit
von B. Dann existiert eine Konstante Cs, so daf$ fir alle x > 0

1
P(sup |Bsar|? > 2,7 < x) < Cy—E(T A 2)
s T

gilt.

Beweis von Lemma 3.1.4:

Wir definieren fiir alle z > 0:
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R=mf{t: ¢t AT >z} (3.1.10)

und

S =inf{t: sup |Bsn,|* >z} . (3.1.11)
0<s<t

Aus der Stetigkeit von (¢t A 7); folgt: {7 <z} = {R = +00}. Daraus folgt:

P(sup |Bspr|? > 2,7 <z) = P(sup|Bssr|* > 2, R = +00)
S S

IN

P( sup |Beps|* > 2,8 < 400, R = +00)
0<s<S

IN
—

P( sup |Bs/\7'|2 Z :L') S *E( sup |Bs/\‘r|2)
0<s<SAR € 0<s<SAR

< C2éE(T AN(SAR)) < CQ%E(T AzT)

Erste Ungleichung: supg<,<; |Bsar| ist monoton wachsend mit .
Zweite Ungleichung: Fiir alle x > 0 gilt:

{ sup |Bsar|? > 2,8 < +00,R=+o0} C{ sup |Bsrs| >z}
0<s<S 0<s<SAR

Dritte Ungleichung: Markov-Ungleichung.

vorletzte Ungleichung: Dominanzbeziehung (3.1.9).

Die letzte Ungleichung folgt aus der Stetigkeit von (¢ A 7); und = > 0. Somit
haben wir dann 7 A (SA R) < 7 A z.

Proposition 3.1.5. Sei 7 eine Stoppzeit von B mit E(tP/?) < +oo, fir ein
p €]0,2[. Dann existiert fir ein p €]0,2[ eine Konstante C, > 0, so daf

E(sup | Bu,P) < C,E(7P/?)

gilt.
Beweis von Proposition 3.1.5:

Lemma 3.1.6. Seien Z eine pfadstetige, positive Zufallsvariable und f : [0, +o00[—
R eine stetige Funktion. Dann gilt:

E(f(2) = /100P(Z>x)df(x)+ / P(Z > 2)df(z) + [(0)

/OOO P(Z > z)df (z) + f(0) (3.1.12)
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Beweis von Lemma 3.1.6:

E(f(2) = / F(t)dP(Z < t) /f YdP(Z > t)

_/0 /Odf(x)dP(Z>t)+f(0)
_/OOO/:O dP(Z > t)df (z) + f(0)

— /OOOP(Z > x) df (x) + f(0)
_ /1°°p<Z>x df / P(Z > 2)df (x) + £(0)
O
Nun gilt:
E(Slslp |Bs/\‘l"p) - /OOO P(Sl;p |Bs/\7'|2 > l’) d(xp/z)

oo

(P(sup |Bspr|? > 2,7 < x) 4+ P(sup |Bopr|? > 2,7 > ) d(zP/?)

8

(P(sup |Bsar|? > 2,7 < x) + P(T > )) d(mp/Q)

oo

(CQ%(E(T]-{TS’E}) + E(‘Tl{‘r>z})) + P(T > x)) d(xp/2)

oo

/
J
< /Ooo(cziE(T Az)+ P(r > z))d(zP/?)
/
/

(CQ%E(TI{T@}) +2P(r > x)) d(z?/?)

— GE(r /OO d(“j/Q)) +2E(7?)

= CQE(T/ gxp/z_zdx)+2E(Tp/2)

T

= GoB(r—Loa 27X 4 2B()
P

_ p p/2
(022_p +2)E(TP7)
= C,E(P?) Vp€lo,2]

Erstes Gleichheitszeichen: Lemma 3.1.6 mit Z = sup, |Bsa-|? und f(z) = xP/2.
Zweites Ungleichheitszeichen: Lemma 3.1.4. Fiinftes Gleichheitszeichen: Satz
von Fubini fiir den ersten Term und Lemma 3.1.6 mit Z = 7 und f(z) = z*/?
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fiir den zweiten Term. Vorletzte Gleichung: lim, . 2P/2~1 = 0, weil p €]0,2]
ist.

Wegen Proposition 3.1.5 bekommen wir fiir ein bestimmtes p €]0, 2[ die rechte
Ungleichung in (3.1.1). Zusammen mit der Proposition 3.1.3 erhalten wir dann
fiir ein bestimmtes p > 0 die rechte Ungleichung in (3.1.1). Die linke Unglei-
chung in (3.1.1) fiir ein bestimmtes p > 0 folgt aus der Proposition 3.1.2. Somit
haben wir den Satz 3.1.1 bewiesen.

3.2 Erste Waldidentitéat fiir die Brownsche Bewegung

Wir wenden uns nun wieder dem wichtigsten Satz 3.0.3 dieses Kapitels zu, den
wir zwar eingangs erwahnt haben, aber nicht bewiesen haben.

Beweis von Satz 3.0.3:
B ist ein Martingal, nach Satz 2.4.1 ist dann (Bia,): ebenfalls ein Martingal,

fiir beliebige Stoppzeiten 7. Nach der dritten Bedingung fiir Martingale (siehe
Definition 2.1.1) haben wir dann fiir alle ¢:

E(Bt/\r) = E(BO/\T) = E(BO) =0 )
da die Standard Brownsche Bewegung in 0 startet. Aus der Voraussetzung

E(t'/?) < 400 folgt, dak die Stoppzeit 7 fast sicher endlich ist. Nach Pro-
position 2.7.2 existiert dann B, = lim;_,o, Bia- f.s. Somit erhalten wir:

E(B) = E(lim By) (3.2.1)

Nach den Burkholder, Gundy und Davis Ungleichungen, Satz 3.1.1 existiert eine
Konstante ¢; > 0, mit folgender Eigenschaft:

E(sgp |Bsar|) <e1-E(WVT) . (3.2.2)

Nun ist nach Voraussetzung E(7'/2) < 4-00. Somit ist sup, |Bsa-| integrierbar,
und bildet eine Majorante von |Bia-|. Dann kénnen wir in Gleichung (3.2.1)
den Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden und den Limes und den
Erwartungswert vertauschen.

E(Br) = E(lim Byr) = lim E(Byr) =0
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Wir wollen nun ein Anwendungsbeispiel und ein Gegenbeispiel fiir Stoppzei-
ten angeben, die den Satz 3.0.3 erfiillen bzw. nicht erfiillen. Das folgende An-
wendungsbeispiel und das darauffolgende Gegenbeispiel wurden in der Referenz
[NovT71], Satz 1, S. 449 und dem Beweis von Satz 1, S.452/453 behandelt.

Anwendungsbeispiel 3.2.1. Fir alle a > 0 sei:

F(a,b) = inf{t : B, < —a + bt*/?} . (3.2.3)

Dann gelten fir b > 0:

E(7(a,0)"/?) = 2

; (3.2.4)

und die erste Waldidentitat

E(Bi(ap) =0 . (3.2.5)

Beweis von Anwendungsbeispiel 3.2.1:
Der Prozess (B + a); ist ein Martingal bzgl. (F%);. Wir wissen, daf B ein
Martingal ist und die Konstante a ist ein Martingal. Die Summe von Martin-

galen ist wieder ein Martingal. Wir wollen nun den Erwartungswert von B; + a
ausrechnen.

EBi+a)=E(B)+a=a.

Nun ist 7(a, b) At beschrankt durch ¢ und wir kénnen den Stoppsatz von Doob
anwenden, und wir erhalten:

E(B3apyat +a) = E(By) +a=a

Aus der Definition von 7(a,b) folgt: Bz pat +a > b(7(a,b) A t)1/2 f.s. Somit
ergibt sich fiir alle a > 0, b > 0 und ¢:

a = E(Bs(apre +a) 2 b E((7(a,b) At)'?)
beziehungsweise
%zmﬁ@mAW%.

Somit ist ¢ die Majorante von (7(a, b) At)Y/2. Wir kénnen dann zum Grenzwert
t — oo iibergehen und den Satz von der majorisierten Konvergenz benutzen:
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> lim E((7(a,b) At)'/?) = E(7(a,b)'/?) .

a
b~ t—oo

Daraus folgt, dak F(7(a,b)'/?) < +oo0 ist, fiir alle a > 0 und b > 0. Wir kénnen
dann den Satz 3.0.3 anwenden und erhalten die erste Waldidentitét (3.2.5):

E(B‘T'(a.,b)) =0.

Mit Hilfe dieser Waldidentitdt und der Definition von 7(a,b) kénnen wir nun
E(7(a,b)) fiir alle a > 0 und b > 0 berechnen:

0 = E(Bi(ap) = —a+ bE(F(a,b)"/?) .
Daraus folgt (3.2.4).

Gegenbeispiel 3.2.2. Seien a > 0 und 7(a,b), wie in (4.2.1) definiert. Dann
gelten fiir b <0:
E(7(a,b)'/?) = 400 (3.2.6)

und

E(Bz(ap) #0 - (3.2.7)
Beweis von Gegenbeispiel 3.2.2:

Fir b = 0 ist 7(a,b) = inf{t : By < —a} := 7_,. Wir hatten in der Sektion
2.9 bemerkt, daf 7_, genau so verteilt ist, wie 7, und daf der Erwartungswert
von 7, nicht existiert. Somit gilt E(7(a,0)'/?) = E(T;/Q) = +oo. Fir b < 0
ist 7(a,b) > 7_q f.5. Deswegen folgt auch E(7(a,b)'/?) > E(T;/z). Daraus folgt
(3.2.6) fiir alle b < 0. Es gilt B, = —a + b7(a,b)*/? fs. Daraus folgt fiir
b=0:

E(B-T—(mb)) =-a<0.

und fiir b < 0:

E(Bi(ap) = —a+bE(F(a,b)"/?) = —00 < 0 .
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3.3 Verfeinerungen der ersten Waldidentitit

In dieser Sektion wird sich herausstellen, daf die erste Waldidentitidt F(B,) = 0
sogar erfiillt sein kann, obwohl der Erwartungswert von /7 nicht existiert. Im
folgenden Satz 3.3.1 erhalten wir eine Verfeinerung von Satz 3.0.3. Diesen Satz
haben wir dem Artikel [Nov96], Korollar, S. 717 entnommen.

Satz 3.3.1. Sei B die Brownsche Bewegung und T eine f.s. endliche Stoppzeit
von B, mit E(B}) < oo oder E(B;) < 0co. Dann ist die Ungleichung

lim inf VEP(T > t) > \/2|E(BT)| (3.3.1)

erfillt, und falls noch zusdtzlich E(|B;|) < oo gilt, dann haben wir die folgende
Implikation:

liminf VIP(r >t)=0 = E(B,)=0. (3.3.2)

t—o0

Dieser Satz gilt eigentlich fiir beliebige lokale Martingale £ (siche [Nov96]|, Satz
1, S. 717-720). Wir werden im néchsten Schritt das Lemma 3.3.2 beweisen, das
uns eine interessante asymptotische Gleichheit vermittelt. Dieses Lemma mit
Beweis konnen wir in [Nov96], S.718/719, wiederfinden.

Lemma 3.3.2. Sei £ ein lokales Martingal, mit < £ >, < +o00 f.s. Wenn ein
A > 0 existiert mit

sup E(exp(A&:)) < +o0o  (Cramer-Bedingung) , (3.3.3)
>0

dann ist 0 < E({) < 400 und die folgende Gleichung

Jim VIP(< € >o> 1) = \/EE(foo) (3.3.4)

ist erfillt.

Beweis:

Wir setzen

Ag r=sup{A > 0:sup E(exp(A&)) < +oo} (3.3.5)
>0

Wir bemerken mit Hilfe des Fatou-Lemmas, dafs fiir 0 < A < A} Folgendes gilt:
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Bleap(Mwo)) = E(liminf exp(A&)

< litrgg)lf E(exp(A&)) < lign sup E(exp(A&)) < 400 .

Die Endlichkeit auf der rechten Seite folgt aus der Voraussetzung (3.3.3). Fiir
ein lokales Martingal £ mit der Voraussetzung < £ >,,< 400 f.s. folgt nach der
Proposition 2.7.2, da der Grenzwert &; fast sicher gegen £, konvergiert. Wegen
der Voraussetzung (3.3.3), fiir 0 < A < Ay, ist sup,~o E((§7)1%) < 400, fiir
alle € > 0. und somit ist (¢;7); nach dem Satz 2.3.4 gleichgradig integrierbar.
£ ist ein lokales Martingal. Dann existiert eine Folge (7,), von Stoppzeiten fiir
(&)¢, mit 7, — +oo f.s., fiir n — oo. Fiir (§); := (max(0,&)); und (& ); =
(max (0, —¢&;)): haben wir:

E(&h,.) — E(€iar,) = E(éinr,) = E(&) = 0. (3.3.6)

Zweite Gleichung: ¢ ist ein lokales Martingal. Aus (3.3.6) erhalten wir fiir alle
n € Nund ¢t € Ry die Gleichheit:

E(&fhr,) = E(&nr,) -

Nach dem Fatou-Lemma und der gleichgradigen Integrierbarkeit von (&), er-
halten wir dann:

E(¢)

E(tlim lim &, )

— 00 N—00

< lim lim E(§,,, )= lim lm E(h, ) = E(lim lim &)
= B(gL) <oo.

Dann bekommen wir die erste Aussage des Lemmas, und zwar 0 < E(éy) =
E(&L) — B(€Z) < +oo. (&) ist ein lokales Martingal bzgl. (F;);. Mit Hilfe
der Ité-Formel kann man zeigen, daf (2,()\)); = (exp(A& — % < € >y))y, fur
0 < A < A4 auch ein lokales Martingal bzgl. (F3); ist.

Aus der Voraussetzung (3.3.3), fiir 0 < A < Ay und dem Satz 7.0.3 folgt, daf
(E¢(A)): gleichgradig integrierbar ist. Deswegen haben wir fiir 0 < A < Ay die
folgende Gleichheit:

E(Zw(N) = E(lim Z,(\) = Jim B(Z,(\)) = lim 1=1.

t—o00 t—o0

Dann haben wir fiir 0 < A < A4 [:
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A2 A2
L= Bleop(- 5 <€ >w)) = E(l—eap(~5 <€>w))

= B(Es()) — exp(—% <€ >x))
2

<E>) — ea:p(—% <& >0))

2
— Eleap(Moo — 75

2
= FE((lexp(Ms) — l)emp(—% <&E>x)) . (3.3.7)

Wir benutzen die Ungleichung |e® — 1| < |z|e”, um fiir 0 < A < Ay weiter
abzuschétzen:

. )\2 . /\2
A |emp()‘€oo) - 1|€(L‘p(—? < € >oo) A )‘lfoo‘exp()‘goo -5 < 6 >oo)

2
< [sclezp(Aa) -

Wir zeigen nun, daf aus der Voraussetzung (3.3.3) fir 0 < A < A4, die Endlich-
keit von E(|{x|exp(As)) folgt. In der Tat haben wir:

IN

N

E([éoclerp(M)) = E(l{ngo}fooexp()\fm)
- E(1{£w<0}£oo€$p()‘§oo)) (3'3'8)

Weiter existiert fiir alle 0 < A < A4 ein € > 0, so dafs A + € < Ay ist. Es gilt
x < exp(ex), fiir alle e > 0 und « € R. Wir erhalten dann £, < exp(€e€s). Somit
bekommen wir:

goo€$p(/\£oo) < exp((/\ + 6)600) fs.

Fiir die beiden Terme auf der rechten Seite von (3.3.8) bekommen wir dann, fiir
O < )\ + €< A_»'_Z

E(1e <oyéocerp(Moo)) < E(exp((A + €)ése)) < 400 (3.3.9)
beziehungsweise
E1{e >01600erP(Mss)) < E(exp((A + €)és)) < 400 . (3.3.10)

Die Ungleichungen (3.3.9), (3.3.9) und die Gleichung (3.3.8) implizieren, daf
E(|éx|ezp(Aés)) endlich ist. Fiir die Funktion A\~ (exp(As) — 1)e:£p(—)‘72 <
& >) fithren wir eine Reihenentwicklung durch und bekommen fiir A — 0:
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1 2 1 A2 1 A2
Xexp(Agoo ) <E>o) — Xe:z:p(f? <&>5) = X(1 + Moo — 5 <€ >0 +o(N))
1, A2 .
- X(1—3<§>o<,+o(>\ )

1
= e+ 0(3)
= fx+to(l),flir A—0.
Wir erhalten dann fiir A — 0 die Gleichung:

1-— E(egcp(—)\?2 <E>x0)) = AE(Ex) +0(N) . (3.3.11)

Wir setzen nun u := A\?/2. Wir kénnen dann Lemma 3.1.6 mit Z =< £ >, und
f(z) = exp(—uz) anwenden und erhalten:

E(exp(—u <& >x)) = /000 exp(—ut) dP(< £ >o< t)

—/ uP(< & >00> t)exp(—ut) dt + 1.
0

Somit ergibt sich fiir die linke Seite von Gleichung (3.3.7) die folgende Beziehung;:

1—E(exp(—u <€ >x)) = /000 uP(< & >o0> t)exp(—ut)dt . (3.3.12)

Mit (3.3.12) und (3.3.11) erhalten wir dann fiir u — 0:

/OC uP(< € >0> t)exp(—ut)dt = 1— Eexp(—u < € >))
0

= V2uE(£y) 4 o(vu) , fiir u — 0 .

Daraus folgt nun:

o 2 1 .
/0 P(< € >00> t)exp(—ut) dt = \/;E(foo) + o(%) , fir u — 0. (3.3.13)

Nun werden wir einen Satz von Tauber benutzen. Diesen Satz hat Karamata in

seiner Arbeit [Kar30] bewiesen. Wir kénnen diesen Satz und einen Beweis dafiir
aber auch in [Sen76] oder in [Fel71], Kapitel 13, Beispiel (c¢) wiederfinden.

Hilfssatz 3.3.3 (Karamata-Tauber Satz). Sei X eine Zufallsvariable, mit
Werten in [0, 00[. Sei 0 < p < +oo und L eine reellwertige, positive Funktion ist,
die langsam variiert, das heisst im;_, oo L(At)/L(t) = 1, fir alle A\ > 0. Dann
sind folgende Beziehungen dquivalent:
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1. (1 = E(exp(—uX))) = u'PL(1)(1 4+ O(1)) firu—0

2. 7P P(X > ) = pls Lt)(1 + O(1)) fiir t — o0

Hierbei ist T'(p) == [~ tP~te " dt.

Damit ist der Beweis von Lemma 3.3.2 erbracht. Wir setzen némlich X =<
€ >0, L(t) = E(x) und p = 1/2. Die obere Gleichung (3.3.13) ergibt dann die
gewlinschte Beziehung (3.3.4):

tlirgo \/EP(< §>00>t) = \/EE(EOO)

Die nachfolgende Bemerkung wurde in dem Artikel [Nov96], Bemerkung 1, S.720
angegeben.

Bemerkung 3.3.4. Die Gleichung (3.3.4)

t@&Vﬂ%<£>m>tﬁ=¢EE@m)

kann erfillt sein, wenn die Cramer-Bedingung (3.3.3) zwar nicht erfillt ist,
dafiir aber E(£3)) < +o00 und die Bedingung

A< &>
sup(A; — A

)< C L fir0<i<e
>0 2

fiir ein bestimmtes € > 0 gelten.

Unter dieser Bedingung ist (2:(\)): = (exp(A& — )‘72 < & >4))¢ ein lokales,
beschranktes (F;):-Martingal. Somit ist (2:(\)); ein gleichgradig integrierbares
(F:)¢-Martingal. Damit ist der Beweis von dieser Bemerkung analog zu dem
Beweis vom Lemma 3.3.2.

Wir wollen nun das Lemma 3.3.2 anwenden, um eine Verfeinerung fiir die erste
Waldidentitéit von lokalen Martingalen zu bekommen. Wir beziehen uns dabei
auf den Artikel von Novikov [Nov96], Satz 1, S.717 und Beweis von Satz 1,
S.719/720.

Satz 3.3.5 (Verfeinerung der 1.Waldidentitét fiir lokale Martingale).
Sei & ein quadratisch integrierbares, lokales Martingal. Auflerdem sei < £ >, <
+o00 f.s. und E(L) < oo oder E(£3) < oo. Dann gilt

lim inf VIP(< € >0> 1) > \/§|E(§Oo)|. (3.3.14)
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Falls noch zusitzlich der Erwartungswert von £, existiert, d.h. E(£X) < oo und
E(&y) < 0o. Dann haben wir folgende Implikation:

lim inf VIP(< €>>1) =0 = E(fy)=0. (3.3.15)
Beweis :

Wir betrachten fiir alle A > 0 die Stoppzeit:

Ra=inf{t>0:&> A} . (3.3.16)

Lemma 3.3.6. Das gestoppte lokale Martingal (gt/\RA)t erfillt die Bedingungen
von Lemma 3.3.2.

Beweis von Lemma 3.3.6:

Fiir beliebige A > 0 und A > 0 gilt:

sup E(exp(A,n5,)) < sup E(exp(AA)) = exp(AA) < oo . (3.3.17)
>0

t>0

Auferdem erhalten wir:

dm < &> 5 =<E>p, <400 fs.

Erste Gleichung: Satz von der monotonen Konvergenz. Die Endlichkeit von
< & >, folgt aus der Voraussetzung < § >oo< +00 fs.

Nach Lemma 3.3.2 gilt daher fiir beliebige A > 0:

2
lim inf VIP(< € >00> 1) > lim inf VIP(<E>p > 1) = \/;E(gm) .

Auf der anderen Seite gilt:

E(€r,) = Ep,—eyéc) T Bz, corbis)
= E(l{RA:oo}goo) + E<1{}~%A<00}A)
= E(lip,_0boc) +AP(Ra < 00) > E(115,_oyboo) -

Weil (&), stetig in w ist, gilt fiir R4:
Ra, < Ra, VYA <A, Jim Ra =00 (3.3.18)
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Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz bekommen wir dann:

AIm By mooyboo) = B(Jim &z,) = ElSoo) -

Daher haben wir

liminf VEP(< € >00> 1) > \/Z Jim E(¢s,) = \/EE@m)

gezeigt. Somit ist liminf; .., vVIP(< & >4> t) nicht kleiner als \/gE(foo). Fir
die Stoppzeit

Roa=inf{t>0:6&<—-A} YA>0 (3.3.19)

verfahren wir vollig analog, wie zuvor und bekommen dann:

litrgigf VIP(< € >00> t) > \/Z lim B(—£z )= \/EE(SOO) )

A—o0

Falls der Erwartungswert von &, existiert und lim inf; . V#P(< & >o>1) =0
erfiillt ist, erhalten wir mit Hilfe der Ungleichung (3.3.14) |E(¢)| < 0. Somit
erhalten wir die erste Waldidentitét fiir lokale Martingale: E(£) = 0. Damit
ist der Satz bewiesen.

3.4 Starkere Verfeinerung der ersten Waldidentitét fiir die
Brownschen Bewegung

Wir wollen nun ein Resultat von Galtchouk und Novikov [GalNov97|, Satz 1
prasentieren, welches wir aber nicht beweisen werden. Sondern wir zeigen, daf
dieser Satz eine stirkere Verfeinerung der ersten Waldidentitét fiir lokale Mar-
tingale ist, als der Satz 3.3.5.

Satz 3.4.1. Sei & = (&) ein quadratisch integrierbares, lokales Martingal und
< € >< +00 fis. Auflerdem sei E(|€x|) < +00 und es existiere eine positive,
monoton wachsende Funktion f mit E(f(< £ >w)) < +00 und

/ h FOt3/%dt = +o0 | (3.4.1)
1

dann folgt E({x) = 0.
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Proposition 3.4.2. Fiir eine Funktion f und der Zufallsvariablen < £ >, die
die Figenschaften aus dem Satz 3.4.1 erfillen, gilt folgende Implikation:

E(f(<§>x)) <+oo = liminf VIP(< € >0>1) =0 (3.4.2)
—00
Beweis von Proposition 3.4.2:

Nach Lemma 3.1.6 gilt die folgende Gleichung:

+oo > E(f(<€>))

_ / P(< € 5> 1) df (1) /P<£>oo>t)df()+f()

/ P(<&>0>t)df(t) + ¢, (3.4.3)

wobei ¢ = fol P(< & >5> t)df (t)+ f(0) eine endliche Konstante ist. Wir kénnen
die Voraussetzung (3.4.1) partiell integrieren und erhalten:

2/ t12 df (1) / FOE=3/2dt 4 2672 f(1)[3° (3.4.4)
1
Der erste Term auf der rechten Seite ist nach Voraussetzung (3.4.1) unendlich.

Der zweite Term auf der rechten Seite ist positiv. Somit ist die linke Seite auch
unendlich. Somit erhalten wir die Aquivalenz:

/OO FO32dt = 400 & /Oo t7Y24f(t) = +oo . (3.4.5)
1 1

Aus den Beziehungen (3.4.3) und (3.4.5) folgt, daf fiir genligend grofe ¢ ein
£ > 0 existiert, mit P(< & >,> t) < e-t~/2. Das heifit:

P(<E>>t) =o(t™1/?)  fiirt — oo . (3.4.6)
Das ist dquivalent mit:
Jim VIP(< € >0>1)=0. (3.4.7)

Daraus folgt dann lim inf; .. VtP(< & >,>t) = 0.

Bemerkung 3.4.3. Wenn wir speziell & = Bya, und f(t) = v/t fiir allet € Ry
betrachten, dann erfillt f die Figenschaften von Satz 3.4.1. Speziell wird dann
der Satz 8.4.1 zu Satz 3.0.3.

E(f(<€>)=E@Y*) <400 = E(B;)=0.
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Nach dem Satz 3.4.1 und der Proposition 3.4.2 ist dann die Voraussetzung
E(1'/?) < 40 fiir eine Stoppzeit 7 der Brownschen Bewegung stiirker als die
Voraussetzung lim inf; o, vtP(T > t) = 0.

3.5 Verfeinerung der ersten Waldidentitat fiir spezielle
Stoppzeiten der Brownschen Bewegung

Wir behandeln nun spezielle Stoppzeiten, die den Satz 3.3.5 erfiillen bzw. nicht
erfiillen. Das néichste Beispiel stammt aus dem Artikel von Novikov [Nov96], Bei-
spiel 1, S.720. Es behandelt die erste einseitige Uberschreitungszeit der Brown-
schen Bewegung.

Beispiel 3.5.1. Sei 7, :=inf{t > 0: B; = a} und a # 0. Dann gilt die Glei-

chung
Jim VEP(T, > t) =/ = |a\ \/ = |E )| (3.5.1)

Aus der Sektion 2.8 kennen wir die Dichte von 7, fiir alle a # 0:

Beweis:

Fow) = =11 _cap(- L) w0
T Ve P )

Wir betrachten dann die Wahrscheinlichkeit:

< lal a
P(r, >t :/ exp(——)du
( ) o p(=5.)

Als Nachstes fiihren wir eine Variablensubstitution: = z durch. Wir bekom-

SE

men dann:

0 2 Lol 2
-2 x [2 [ T
P(Ta > t) = o Eexp(f?)dx = ;/0 el’p(fg) dx . (352)

Nun fiihren wir eine Reihenentwicklung von dem Integral auf der rechten Seite
an der Stelle 0 durch und bekommen die folgende Reihe:

la|

= 2 B 0 22 2 ‘Cl|
/0 exp(—?)da: = /0ea:p(——)dm—i—exp(——)\xzo-(—)

2 Vi
1lal? d z? i
+ 57%.13( )|w 0+O( 3/2) ur ¢t — oo
|al "
= \[+O(t3/2)furt—>oo
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Somit erhalten wir fiir ¢ — oo:

Vir(, > 1) = 2(al +0(2)

Zusammen mit B, = a f.s. bekommen wir das gesuchte Resultat (3.5.1):

hm\[PTa>t \/>|a| \/>|E B;,)

Bemerkung 3.5.2. Um die Identitit (3.5.1) zu bekommen, hdtten wir auch
das Lemma 3.3.2 anwenden kénnen. Dazu miissen wir zeigen, dafi die Voraus-
setzungen von dem Lemma 3.3.2 erfillt sind.

Beweis:

(Binr, )t ist ein Martingal nach Satz 2.4.1 und damit auch ein lokales Mar-
tingal. Es gilt < B >, = 7, < 400 f.s. Nun ist Biar, < a f.s. fiir alle ¢ > 0 und
daher ist die Cramer-Bedingung (3.3.3) fiir alle A > 0 und alle a > 0 erfiillt:

sup E(exp(ABiar,)) < exp(Aa) < o0 .
¢

Fiir a < 0 haben wir —Ba,, < a. Und da —B; dieselbe Verteilung wie B; hat,
erhalten wir fiir a < 0 ebenfalls die Cramer-Bedingung (3.3.3) fiir alle A > 0.
Daher sind alle Eigenschaften von Lemma 3.3.2 erfiillt.

Wir wollen nun ein Gegenbeispiel aus dem Artikel von Novikov [Nov96], Beispiel
1, S.720 zeigen. Das heisst, wir wollen eine spezielle Stoppzeit angeben, wofiir

die Gleichung in Lemma 3.3.2 nicht mehr gilt. Wir betrachten hierfiir die erste
Riickkehrzeit der Brownschen Bewegung.

Gegenbeispiel 3.5.3. Seien a > 0 und 7, = inf{t > 0: B; = a}. Seien a > b

und:

Oap =inf{t >7,: B, =b} . (3.5.3)

Dann folgt die strikte Ungleichung:

Jim ViP(o,p > t) \fu; Bs,,) (3.5.4)
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Beweis:
Wir wollen die Verteilung der Stoppzeit o, studieren und diese bekommen
wir, mit Hilfe des Reflektionsprinzips. Wir verfahren dann analog, wie in der

Sektion 2.8.

Wir kénnen das Ereignis {0, < t} fiir alle a > b explizit angeben:

{oap <t} ={3s € [14,t] : Bs < b} . (3.5.5)

Wir erhalten dann die Verteilung von o, fiir alle a > b und a > 0:

Plogp <t) = P(Ti<nsf<tBS§b):P(Tl<nsftB —a<b-—a)
= P(sup —Bs+a>a—-b=P( sup B;—a>a—0>b)
Ta <8<t Ta<s<t
= P(r,<t, sup Bsi,, >2a-0)
0<s<t—7q

Zweite Gleichung: Verschiebung der Brownschen Bewegung nach oben. Dritte
Gleichung: Mit —1 multipliziert. Vorletzte Gleichung: Auf dem Intervall [r,, ]
ist —B + a genau so verteilt, wie B — a. Letzte Gleichung: Zeittransformation.
Nun sei By = Biyr,, fiir allet > 0. Dann ist B eine zeittransformierte Brownsche
Bewegung. Wir gehen dann analog vor, wie in der Sektion 2.8 und erhalten ein
analoges Resultat, zu der Relation (2.8.3):

P(ogp <t) = P(r,< t,0<sg) By >2a—b) =2P(1, <t,B;_,, >2a—b)
= 2P(B,>2a—b). (3.5.6)

Fiir die Stoppzeit To,_p wissen wir bereits aus der Sektion 2.8, Gleichungen
(2.8.3) und (2.8.5), daf folgende Beziehung erfiillt ist:

P(r9q—p <t) =2P(B; > 2a —b) (3.5.7)
Mit (3.5.6) und (3.5.7) erhalten wir dann:
P(Ua’b < t) = 2P(Bt > 2a — b) = P(Tga,b < t) .
Somit haben o, und 79,_; dieselbe Verteilung. Wir bekommen dann auch

P(Ua’b > t) = 1_P(Ua,b < t) =1—P(rq-p < t) = P(Tga,b > t), fir alle t > 0.
Somit erhalten wir:

hm\[P(aab>t)—hm\/PTgab>t \/>E Tzab|—\/>(2a—b).
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Erste Gleichung: o, und 7o, sind gleichverteilt. Zweite Gleichung: Beispiel
3.5.1. Aber da 2a — b > |b] ist, fiir @ > b und a > 0, gilt die strikte Ungleichung
(3.5.4).

Bemerkung 3.5.4. Die Cramer-Bedingung ist fiir (Bins, ,)¢ nicht erfillt. Das
heifst fir alle A > 0 gilt:

sup E(exp(ABino, ,)) = +00 . (3.5.8)
>0

Beweis:

(Btao, , )t ist ein Martingal bzgl. der kanonischen Filtration der Brownschen
Bewegung. Auferdem gilt: < B >g.5= Oap < +00 5., weil P(o,p < 4+00) =
P(19q—p < +00) = 1, wegen P(limsup,_,., By = +00) = 1 ist. Somit sind bis
auf die Cramer-Bedingung alle Voraussetzungen von Lemma 3.3.2 erfiillt. Die
Cramer-Bedingung kann nicht gelten, weil wir im Gegenbeispiel 3.5.3 die strikte
Ungleichung (3.5.4) verifizieren konnten.

3.6 Beispiele fiir lokale Martingale fiir die Verfeinerung
der ersten Waldidentitat
Wir geben spezielle lokale Martingale an und schauen, ob diese die Aussagen

des Satzes 3.3.5 erfiillen. Wir gelangen zu der Frage, ob es ein lokales Martingal
£ gibt, dafs die Bedingungen in dem Satz 3.3.5 erfiillt, aber fiir das

lim inf VIP(< €>0>1) =0 (3.6.1)
gilt, aber
limsup VtP(< € >o0> 1) > 0 (3.6.2)
t—oo

ist? Fiir den Fall, daf es so ist, welche Schlufifolgerungen kénnen wir ziehen?
Das folgende Beispiel stammt aus der Referenz [Sto97], Kapitel 24.7, S.290.

Beispiel 3.6.1. Sei (t,), eine Folge von Zeiten, mit t1 = 1 und t;41 > t; fir
alle i € N und die Funktion g sei folgendermaflen definiert:

1 ,wenn 0<s<1l=t
g(s):=<¢ 1/s , wenn t; <s <tjp1 fiir ungerade i
V2, wenn t; < s <ty fiir gerade i, i € N

Seien 1y = inf {t > 0: B; = 1} und 019 = inf {t > 7 : B; = 0}. Wir definieren
den folgenden Prozess & durch:
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tAC1,0 t
& ::/ 9(s) dBs =/ Lio102539(s) dBs .
0 0

Dann gilt (3.6.1) und (5.6.2).

Beweis:

Wir zeigen zuerst, dal E(< £ >;) < +o0, fiir alle ¢t > 0 ist.

E(< € >1) = B( / " g5 ds) = B(Glt A are)) V.

Hierbei ist G(t) := fg g(s)? ds. Diese Funktion ist wohldefiniert fiir alle ¢, da aus
der Definition von g(s) folgt, daR g(s)? integrierbar auf [0,¢] ist. Auferdem ist
@G streng monoton wachsend. Es gilt dann fiir alle ¢:

B(< € >) = B(G(t Aoig)) < G(t) < +00 .

Als Wiener-Integral ist £ ein (F;),-Martingal. Nach dem Satz 4.21. und dem
Beweis, S.171-173 aus dem Buch [HacTha99] gilt genau dann E(< & >;) < 400
fiir alle ¢, wenn £ ein quadratisch integrierbares Martingal ist. Nun ist

<€ >oo=G(o1) = /01,0 g(s)? ds f.s. (3.6.3)
0

Die Stoppzeit 01,9 hat nach dem Gegenbeispiel 3.5.3 dieselbe Verteilung, wie
1o = inf{t > 0: B, = 2}. Also gilt P(c1 > t) = P(12 > t). Nach dem Beispiel
3.5.1 haben wir fiir geniigend groRe t, P(r> > t) = ct=1/2(1 + O(3)), wobei

c= 2\/2 ist. Da die Funktion G positiv und streng monoton wachsend ist, gibt

es eine ebenfalls positive, streng monoton wachsende, inverse Funktion G~! mit

P(< § >0 > t) = P(G(O'Lo) > t) = P(Ul,O > G_l(t))
= G214 0(%))  fiir t — o0 .

Nun setzen wir t; = i, fiir alle i € N. Sei ¢ € [2i— 1, 2i[. Dann gilt nach Definition
von g und G:

i—1 2k 1 t 1 i—1 2k+1
Git) = 1 —d —d 2d
“ +Z/k 182 s+/2i7152 SJF;/z ’

k=1 2k— k
i—1
1 1 1 1 .
S LG g2
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Nun gilt fiir alle k € N:

1 1 < 1
2k—1 2k~ 2k—1 2k+1°

Daraus folgt:

1 1 1 1
1+;(2k_1—%)+(%_1—E)Jr?(l—l)

G(t)

i—1

1 1 11
< 1 _ 3y 2%i—1
= +kZ:1(2k—1 TR Gy SO R Chll)
o
= 21— —.
t

Fiir die inverse Funktion G~ bekommen wir dann eine untere Schranke:

1
<Gt i —1,2i] .
5 = G™'(t) Vte|2 , 24

mfm Vit € (20— 1,2i] .

Es gilt inf;e[2;_1,2i /(20 — t) = 0. Daraus folgt

Daraus folgt:

t
o i T S i .
0 ill?olote[QliIifl,Qi[ t(2i —t) > htrglogf 76’*1(15)

Somit ist also liminf;_, . 4 /G+(t) = 0. Das ist dquivalent mit

01,0
litminf VtP (/ g(s)*ds > t) = litminf VIP(< £ >00>1) =0.
— 00 O — 00

Lemma 3.6.2. Sei 01 wie oben definiert und & := OtMl’O g(s)dBg, fir alle

t. Dann konvergiert & f.s. gegen &, fiir t — 0o und es gilt:

E(jéss]) < +00 . (3.6.4)
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Beweis von Lemma 3.6.2:

Nach Sektion 2.8 ist 7 < 400 f.s. Wir hatten bereits erwdhnt, daft 75 dieselbe
Verteilung hat, wie 01 . Dann ist auch o1, < +oo f.s. Dann ist < £ >, < 400
f.s., wegen (3.6.3). Nach Proposition 2.7.2 existiert:

foo = lim & fs. (3.6.5)

Wir konnen einen Zeitwechsel einfiihren:

Ti=inf{s>0:<&{>>t}=inf{s>0: / g(u)? du >t} . (3.6.6)
0

Wir bekommen dann die Gleichheit:

E(léx]) = \/E E(V<€>x) . (3.6.7)

Wir kénnen dann die rechte Seite partiell integrieren und erhalten:

E(V<&>x)

/Oo VEdP(< € >, < t)
0

/1\/£dP(<5>Oog t)+/00\/fdP(<§>oo§t)

0 1

= /lﬁdp(<g>oo§t)/Oo\/idp(<g>oo>t)
0 1

1
/ VEdP(< € > < t) — VIP(< € >00> 1)
0
1 3
+ /1 SUEP(< €5 e (3.6.8)

Das erste Integral auf der rechte Seite ist von oben und von unten beschrénkt.
G~ ist eine monoton wachsende Funktion, und somit ist L eine monoton

G~1(e)
fallende Funktion ist. Dann bekommen wir:
li 1t‘%P <E>>t 1 0
Jim 5 (<€>x )—ggocQ\/i :

Daher ist das zweite Integral auf der rechten Seite endlich. Angenommen fiir
den zweiten Term auf der rechten Seite von (3.6.8) gelte:

Jim VEP(< € >00> 1) = 400
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Dadurch, daf die anderen beiden Terme endlich sind und von unten durch Null
beschrankt sind, wiirde dann

E(V< & >5)=—00

folgen. Das kann aber nicht sein, weil < £ >,,> 0 fs. ist und somit auch
E(V< & >0) > 0 ist. Somit ist die rechte Seite von (3.6.8) endlich und es gilt:

+00 > \/ZE(\/< € >00) = E(|¢0]) - (3.6.9)

Nach Satz 3.3.5 gilt dann:

E ( /. g(s)d&) — Bl) =0,

Nun sei ¢ € [2i,2i + 1[. Dann gilt nach Definition von g und G.

i 2k i=1l 2k41 t
G(t) 1+Z/k 18—2ds+2/ 2ds+/2 2ds

9

L1 1
1 — = —)+2(t—-1)+2(t — 2
+k§(2k_1 op) T 20— 1) +2(t - 2)

Nun gilt:

1 1 1 1
_ )<
2k—1 2k-—1

0=( VkeN.

2% -1 2k

Daraus folgt:

L1 1 ‘ ‘
1+;(2]€7_1—ﬁ)+22—2+2(t—22)

—1+2i 4+ 2(t — 20)
—14+2t—2i.

G(t)

Fir die inverse Funktion bekommen wir eine obere Schranke:

t+2i+1
G7t) < tratl

< G firt e [20,2i+1].
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Daraus folgt:

7] ¢
./ <./ Vit e [26,2i + 1] .
t+2i+1 -\ G1(t) 12,21 + 1

. 2(2i+1 ;
AuRerdem gilt noch sup;¢(g; 2541 \/t+§f+1 = \/214_(1:_;3_1 = \/jﬁg = 1. Daraus
folgt:

1o 1 \/T . t
= lim su ———— <limsup 4|/ =—— -
i—00 te[2i72127?+1[ t+2i4+1 t_)oop G-1(t)

Also erhalten wir mit ¢ = 2\/2 :

t
limsup VIP(< € >oo> t) = climsu —>0.
t—>oop ( § ) t—>oop Gil(t)

Bemerkung 3.6.3. Somit haben wir zwar ein lokales, quadratisch integrier-
bares Martingal £ gefunden, fir das der Erwartungswert von s existiert bzw.
gleich Null ist, aber es ist nicht gleichgradig integrierbar, weil die Beziehung
(5.6.2) nach Azema (1980) eine hinreichende und notwendige Bedingung fir
die nichtgleichgradige Integrierbarkeit von £ ist.

Wir zeigen nun ein Beispiel, wo zwar liminf; ., VIP(< & >5> t) = 0 ist, aber
wir kénnen dann nicht folgern, dak der Erwartungswert von &, gleich Null ist,
weil ndmlich die Voraussetzung E(|{w|) < +00 aus Satz 3.3.5 nicht erfiillt ist.
Es stammt aus der Literatur [Nov96], Beispiel 2, S.720/721:

Gegenbeispiel 3.6.4. Sei 7 eine positive Zufallsvariable, mit der Verteilung

P(r>t) = ﬁ, firt > 0. 7 sei unabhdngig von der Brownschen Bewegung

(B)t und & = JATg(s) dBs, wobei

1 ,wenn 0<s<2
-3, wenn 2<s

g(s) := { log(s)

Dann ist (&) ein lokales Martingal bzgl. der Filtration der Brownschen Bewe-
gung und es gilt:

Jim VIP(< €>>1) =0 (3.6.10)

Ferner existiert der Erwartungswert von £, nicht.
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Beweis:

Wir setzen G(t) = fot g(s)?ds. Wir erhalten dann:

1

V14 G1(t)

P(<€é>>t) = PG(r)>t)=P(r>G () =
1 1.0 ..
= 76’—1(75) (1—1—0(;)) fir t — oo

Die Umkehrfunktion von G existiert, weil G streng monoton wachsend ist. Sei
nun speziell fir a > 0:

1 ,wenn 0<s<2
7 wenn 2<s

9(s) :—{ log(s)~

Nach den Eigenschaften von reguldren Funktionen (siehe [Sen76]) bekommen
wir dann fiir ¢ — oo:

G(t) = t(log(t))"*(1 + O(1)) und G~*(t) = t(log(t))*(1 + O(1)) . (3.6.11)

Deswegen gilt fiir a > 0:

Jim VEP(< € >o0> ) = lim log(t)% =0

Wir werden nun zeigen, dal der Erwartungswert von &,, nicht existiert. Wir
kénnen E(1/< € >« ) partiell integrieren:

BE(V<€é>s) = /OOO\/EdP(<§>OO§t)

—VIP(< € >00> 1)

1 o0
+ 5/ tTIP(< € >0 t)dt . (3.6.12)
0

Wir wollen erkldren, warum der erste Term auf der rechten Seite in (3.6.12)
verschwindet. Fiir ¢t — oo gilt:

VIP(< € >00> 1) = VIP(G(1) > t) = VIP(r > G™L(t))

= VtP(1 > t(log(t))*) = m

1
1 +log(t)™

— 0.
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Erstes Gleichheitszeichen: < £ >.,= G(7). Zweites Gleichheitszeichen: Umkehr-
funktion von G existiert. Drittes Gleichheitszeichen: rechte Gleichung in (3.6.11).
Viertes Gleichheitszeichen: Definition der Stoppzeit 7.

Es ist klar, daR vtP(< € >o> t) = 0 ist, fiir ¢ = 0.

Nun kénnen wir substituieren und zwar t = G(u) = fou g(s)? ds. Dann erhalten
wir dt = g(u)?du. Unter Verwendung von Gleichung (3.6.12) haben wir dann:

E(/<E&>x) = 1/oot‘%P(<§>oo> t)dt
0

2
/OOO(G(U))I/2P(T > u)g(u)? du

N~ N~

h u))~V # u)” du
|Gt d

Fiir 4 — oo und a > 0 ist g(u)? = (log(u))~®. Dann erhalten wir fiir u — oo,
wegen (3.6.11):

w1 L
(fog(u))™ = u(u+1) (log(u))/2 0.

Fiir u — 0 ist g(u) = 1 und G(u) = u. Dann erhalten wir fiir den Integranden:

w2 (log(u))*/?

VRS B 1
Vu+1  u(u+1)

Somit divergiert das Integral und wir bekommen:

— o0, firu —0

E(V<&>x) =400 (3.6.13)

Wir kénnen nun den gleichen Zeitwechsel fiir das lokale Martingal fo. g(s) dBs
machen, den wir schon in dem Beispiel 3.6.1 eingefiihrt haben:

Ty=inf{s>0:<&{>>t}=inf{s>0: / gu)*du>t}y.  (3.6.14)
0

Wir erhalten dann:

1
E(¢3) = B(L) = 7=E(V<€>x) = +00. (3.6.15)
V2T
Erste Gleichung: ¢ und £ sind gleichverteilt, weil —B; genau so verteilt ist,
wie B;. Zweite Gleichung: Zeitwechsel. Die Unendlichkeit der rechten Seite folgt
aus (3.6.13). Somit existiert der Erwartungswert von £, nicht, obwohl (3.6.10)
gilt.
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3.7 Uberschreitungszeiten der Brownschen Bewegung fiir
nichtlineare Schranken

Diese Sektion beschiftigt sich mit dem Verhalten der Standard Brownschen Be-
wegung (B;); fiir nichtlineare Funktionen f. Hierbei ist f immer eine stetige,
unbeschrinkte Funktion. Fiir stetige, beschriankte Funktionen ist es trivial, den
Satz 3.7.1 zu zeigen. Der Satz 3.7.1 wurde aus dem Artikel von Novikov [Nov96],
Sektion 3, Satz 2, S.721-723, iibernommen. Fiir den Fall, daft f eine stiickwei-
se stetige Funktion ist und daf die Spriinge von f beschréankt sind, d.h. also
sup;so |f(t) — f(t)7| < ¢, wobei f~ der linksseitige Limes ist und ¢ > 0, wiirde
der nachfolgende Satz 3.7.1 auch gelten (siche zum Beispiel [Nov83], Kapitel 1,
Satz 3, S. 144).

Satz 3.7.1. Sei (B;); die Brownsche Bewegung und sei

Tp=inf{t >0: B, = f(t)} . (3.7.1)

Auferdem sei f : [0, +00[— R eine monotone Funktion (entweder wachsend oder
fallend) mit f(0) > 0. Dann ist 0 < E(B,,) < 0o und wir haben die Gleichheit:

lim VEP(ry > t) = \/ZE(BTf). (3.7.2)

Falls f eine monoton wachsende Funktion ist, dann ist E(B;,) > 0 und

E(B;,) < +00 & /Oo FOE32dt < +o00 (3.7.3)
1

Falls f eine fallende, konvexe Funktion ist, dann ist E(B;,) < oo und

E(B;,) >0« /OO |F()[t3/2dt < 400 . (3.7.4)
1

Beweis der Aquivalenz (3.7.3):

(Fir den Fall, dafs 77 nicht f.s. endlich ist, ist das Resultat trivial). Sei also f
eine monoton wachsende Funktion, so daf 7y < +o0 f.s. Dann existiert B, nach
Proposition 2.7.2 und da f(0) > 0 ist, folgt:

E(B,) = E(f(r7)) > 0. (3.7.5)

Als Nichstes wollen wir die Beziehung (3.7.3) herleiten. Wegen der Stetigkeit
der Probepfade der Brownschen Bewegung haben wir B;, = f(7y) f.s. Nun
kénnen wir das Lemma 3.1.6 mit Z = 7¢ anwenden:
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E(B.) = E(f(ry))
- / P(ry > u) df (u) + / P(ry > u) df (u) + £(0)
= /100 P(1y > w)df(u) +c. (3.7.6)

Hierbei ist ¢ = fol P(1y > u)df(u) + f(0). Somit ergibt sich die Aquivalenz:

E(B;,)<o0 & /OOP(Tf>t)df(t)<+oo. (3.7.7)

Wegen der Monotonitét der Funktion f gilt f(s) > f(t), fiir alle s > ¢ und dann
erhalten wir die Abschétzung:

[ s as = g [ 57 ds = g2 ) = 272
t

t

Insgesamt erhalten wir dann: f(t) < % I f(s)s73/%ds = o(V1), fiir t — <.
Deswegen haben wir fiir alle ¢ > 0:

f) <avt+er, (3.7.8)

wobei ¢; und ¢y Konstanten sind. Die Funktion f ist monoton wachsend, des-
wegen haben wir f(t) > f(0), fiir alle ¢ > 0. Dann ist fiir ¢ — oo:

P(Tf>t)

I
3
o)
»
A
~
&
)

~—

(3.7.9)

vV

,“E

o)

»

AN

~
=~

o+ (=]
o o
ININ

Va)
ININ

|

e

s

3
Sl

|

_l’_

Q
it

Wir benutzen die Beziehung (3.7.9) und integrieren partiell:

/100P(rf >t)df(t) > C/lwt_1/2(1+0(1))df(t)
= o) Y2 O SO A+ O I)
= O /OO FOt=32dt 4+ Cy .
1

Hier haben wir benutzt, daf f(¢)t=1/2|3° endlich ist, aufgrund der Relation
(3.7.8). Also erhalten wir die folgende Implikation:
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/oo P(ry > t)df(t) < +o0 = /Oo FOt3/%dt < 0o (3.7.10)
1 1

Die Beziehung (3.7.8) und die Definition der Stoppzeit 74 implizieren:

Bipey S f(EATs) Sei/tATy +e2 fs.

Dann ist:

A2 A2
sup(ABiar, — ?(t ANTf)) < sup(Mei/tEA Ty +c2) — ?(t ATF))
>0 >0
1 2
= sup(—=(a1 7}\\/t/\7_f)2+071)+>\02
>0 2 2
2
< 5 the (3.7.11)

Nach der Bemerkung 3.3.4 bekommen wir die Beziehung:

2
lim VtP(r; > t) = \/>E(BTf) .
t—o0 T

Wir erhalten fiir die Verteilung von 7y Ak und alle A >0, £ > 0 und ¢ > 0:

)\2 2
P(ryANk>t) = P(1- exp(—?(Tf ANk)>1— exp(—?t))
1 22
< WEU - ea:p(—?(Tf AEk)))

L BleapABoy i — oy A R)) — eap(— (g A RD)
= 5 ex renk — — (T —exp(——(7
1 — exp(—2-t) P sk Py

1 A
= ————FE((exp(AB, — Dexp(—— (1 Nk 3.7.12
ey PO ) = Ve AR (3712
Erste Ungleichung: Tschebyscheff-Ungleichung. Zweite Gleichung: Stoppsatz von
Doob. Auferdem erhalten wir fiir alle A > 0,k > 0 und ¢ > 0 in (3.7.12) die

folgende Abschéitzung:
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1 A2

P(rpnk>t) < WE((GIP(/\BTMI@) - 1)exp(—?(7'f ANE)))
© BB, mepABr i )eap(— o (ry A )
1 — exp(—2't) ! ! 2
< %E()\BT Akexp(ﬁ + Acg))
1 — exp(—2-t) ! 2
< %E()\f(q A k))exp(ﬁ + Aca) .
1—exp(—2-t) 2

Zweite Ungleichung: e* — 1 < max {0, z}e”. Dritte Ungleichung: Ungleichung
(3.7.11). Vierte Ungleichung: B, ax < f(77 Ak) f.5. Wir setzen nun A = % Fiir
beliebige ¢ > 1 und k > 0 gilt dann:

1 c?
P E>t) < — — _¢+712F k Lyl
(rpNk>t) < [ eap(—1) (f(ry A ))eﬂcp(2 + c2)
1 c?

— Y exp(= + ¢
eyt B AR)en(G + )

est V2E(f(p NK)) (3.7.13)

wobei c3 = ﬁ%_l)exp(é +c2). Wir wollen als Néchstes, daf die Ungleichung
2

(3.7.13) auf die Aquivalenzrelation

E(B;)<oo & / F()t3/%dt < +oo
1

fithrt. Wir bemerken, daf die Bedingung [ f(t)t~*/2dt < +oo die Existenz
einer monotonen, stetigen, positiven Funktion g impliziert, mit f(¢) = o(g(t))
fiir t — oo, wobei g die Eigenschaft floo g(t)t=3/2 dt < 400 hat. Wir wollen den
Erwartungswert von g(7f A k) betrachten. Wir kénnen dann Lemma 3.1.6 mit
Z = 71§ A k anwenden und erhalten:

Blg(ry AK)) = /Ooog@)dP(TfAksw: /1°°P<rfAk>t>dg<t>+c
< CgE(f(Tf/\k))/oot_l/gdg(t)-i-c (3.7.14)

Erste Ungleichung: Die Beziehung (3.7.13). Nun gilt:

400 >/ gt ™32 dt = =207 2g(1)|3° + 2/ =12 dg(t)
1 1
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Der erste Term auf der rechten Seite ist endlich, weil g(t) = o(v/1) ist, fiir
t — 00. Das folgt aus den Eigenschaften von g, siehe (3.7.8). Somit haben wir
die Aquivalenz:

/ gt dt < 00 & / 712 dg(t) < 400 . (3.7.15)
1 1

Somit haben wir herausgefunden, daf in (3.7.14) die folgende Ungleichung fiir
alle k£ > 0 gilt:
E(g(ty Nk)) < caE(f(t§ Nk)) + ¢ (3.7.16)
Da f eine Funktion der Ordnung g ist, existiert eine Konstante c. fiir beliebiges
e > 0, mit f(t) < eg(t)+c.. Wir wihlen ¢ < é Dann bekommen wir eine obere
Schranke fiir E(f (75 A k)).
E(g(ty Nk)) < caBE(f(m5 NE)) + ¢ < caeE(g(T5 N k)) + const.

Dann konnen wir nach E(g(7; A k)) umstellen und wir erhalten:

1
(cace +¢) < 00 vk >0

E k)) <
(9(7s AR)) < T—— ,

Wir lassen nun k gegen Unendlich laufen und da g monoton ist, kénnen wir
dann den Satz von der monotonen Konvergenz anwenden:

B(g(ry)) = lim B(g(ry AK)) < +00

und deswegen ist

E(B:,) = E(f(15)) <eE(g(7f)) + cc < +o00.

Beweis der Aquivalenz (3.7.4):
Aus der Monotonie der Funktion f folgt B, s < f(0) f.s. Demzufolge ist dann:

sup E(exp(ABrynt)) < E(exp(Af(0))) = exp(Af(0)) < 400 .

Damit ist die Cramer-Bedingung aus Lemma 3.3.2 erfiillt und wir kdnnen dieses
Lemma auf den Prozess (B, a¢): anwenden. Wir erhalten dann:

0 < E(B;;) < +o0
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und die Beziehung (3.7.2). Wir zeigen zuerst die Hinrichtung. Wir nehmen also
an, daf E(|f(17)]) = E(|B,|) < +oo ist. Wir kénnen das Lemma 3.1.6 mit
Z = 15 anwenden und bekommen:

+oo > E(|Br,|) = E(f(Tf)|)=/OOOf(t)ldP(Tf<t)

_ / S POy > i) + / P(ry > 1) d|f(t)] + £(0) .

Der zweite Term auf der rechten Seite ist endlich, weil das Integral {iber ein
kompaktes Intervall genommen wird. Somit erhalten wir die Aquivalenz:

E(|B,|) < 400 & /100 P(ry > t)d|f(t)] < +oc . (3.7.17)

Sei nun E(B;,) > 0 angenommen, dann gilt wegen Lemma 3.3.2 fiir ¢ — oo die
Gleichung;:

P(ry >t) = \/7]” —(1+0(= )):Ct*1/2(1+0(%).

Sei f eine monoton fallende Funktion mit f(0) > 0 und negativen Werten. Dann
gibt es ein ¢t; > 0, so dafs fiir alle t > ¢; die Funktion f negativ ist. Dann erhalten
wir eine asymptotische Beziehung fiir f, und zwar:

F()] < /too F(s)ls~2ds  fiir t — oo . (3.7.18)

Daraus folgt fiir t — oo:

fO)] < ervt+es, (3.7.19)

wobei ¢; und ¢y Konstanten sind. Nach partieller Integration gilt dann:

e /100P(Tf>t>d|f<t>|=0 1mt1/2(1+0(1))d|f(t)|
N C/:O &;)'ﬁam(l +O(%))dt+t’1/2|f(t)||cfo : (3.7.20)

Der zweite Term auf der rechten Seite in (3.7.20) ist endlich, wegen (3.7.19).
Damit haben wir die folgende Implikation gezeigt:

EB;,)>0 = / Bt/ dt < +oo . (3.7.21)
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Wir miissen nun noch die Riickrichtung von (3.7.4) zeigen. Dazu benutzen wir
die Girsanov-Maruyama-Skorokhod Transformation von der Brownschen Bewe-
gung (siehe [Nov81]). Fiir eine beliebige monoton fallende, konvexe Funktion f
erhalten wir dann:

VEP(ty >t) > c- eacp(—c/1 |f(s)]s™%/%ds) .

Wir wenden nun die Beziehung (3.7.2) an und erhalten das folgende Ergebnis:

9 t
—E(B-;) = tlinolo VEP(1p > t) > tgrgoc~exp(—c/1 |f(s)]s™%/2 ds)

s

= c~eacp(—c/OO |f(s)|s3/%ds) >0,
1

Die strike Positivitéit folgt aus der Voraussetzung [ 1£(s)]s™3/2ds < +oo.
Somit folgt E(B,,) > 0.
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4 Zweite Waldidentitat

4.1 Zweite Waldidentitat fiir die Brownsche Bewegung

In diesem Kapitel werden wir den Satz 4.1.1 beweisen. Dieser Satz wurde unter
anderem in dem Buch [LipShiO1], Kapitel 4.2., Lemma 4.8., S. 112/113, sowie
in der Arbeit [She67], Satz 1, S. 1912 bewiesen.

Satz 4.1.1. Sei (B;)i>0 die Brownsche Bewegung und sei T eine Stoppzeit bzgl.
(.7:15)7520 mat

E(T) < 400 . (4.1.1)

Dann gilt:

E(B?)=E(r) und E(B;)=0. (4.1.2)

Wir haben bereits in der Sektion 2.2 gesehen, daf (B? — t); ein Martingal ist,
aber dieses Martingal ist nach Sektion 2.3 nicht gleichgradig integrierbar. Somit
kénnen wir nicht direkt den Stoppsatz anwenden, sondern miissen einen Kon-
vergenzsatz anwenden, um die zweite Waldidentitat zu zeigen.

Beweis von Satz 4.1.1:

Nach der Voraussetzung (4.1.1) und der Holderungleichung folgt, daf auch
E(1'/?) < oo ist und wir hatten bereits im Satz 3.0.3 bewiesen, dak somit
die erste Waldidentitdt E(B;) = 0 folgt. Mit der Voraussetzung E(7) < o0
folgt, dak 7 f.s. endlich ist. Dann gilt die Beziehung:

lim tAT=71 fs. (4.1.3)

t—o0

Nach Proposition 2.7.2 existiert dann B, := lim;_, o, Bia, f.s. Wie wir in Propo-
sition 2.2.2 gesehen haben, ist (B? — t); ein Martingal bzgl. (F;);>0. Somit gilt
nach Satz 2.4.1, daR (B?,, —t A T);>0 ein Martingal bzgl. (F;); ist. Deswegen
gilt dann fir alle t > 0:

E(B}\, = (tA7)) = BE(Bju, — (0AT)) = E(Bf —0)=0. (4.1.4)

Dann erhalten wir fiir alle ¢:

E(Btz/\T) = E(t/\T) :

Jetzt zeigen wir, daf (B2,,): gleichgradig integrierbar ist. Wir verwenden dazu
den Satz von Burkholder, Gundy und Davis 3.1.1. Nach diesem Satz folgt aus
der Voraussetzung (4.1.1), daf eine Konstante Cy > 0 existiert, mit:
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E(sup |Bsar|?) < C2B(7) . (4.1.5)

Wegen |Bin-|?> < sup, |Bsar|, fiir alle ¢ > 0 ist nach Satz 2.3.4 der Prozess
(B2.); gleichgradig integrierbar und wir erhalten:

lim E(B.,) = E(B).
t—oo

Nun gilt t A7 < 7 f.s., fiir alle t > 0 und lim; .t A7 = 7 f.s. Nach dem Satz
von der monotonen Konvergenz ergibt sich dann:

E(r) = tlilglo E({tAnT).

Somit erhalten wir die zweite Waldidentitat:

B(B2) = Jim E(B},,) = lim E(t A7) = B(r)

4.2 Anwendungen der ersten und zweiten Waldidentitit
fiir die Brownschen Bewegung

Wir geben nun ein Beispiel fiir eine Stoppzeit, die die zweite Waldidentitét er-
fiillt und wofiir der Satz 4.1.1 anwendbar ist. Diese Stoppzeit hatten wir bereits
in der Sektion 3.2 eingefiihrt. Das folgende Anwendungsbeispiel und das dar-
auffolgende Gegenbeispiel stammt aus der Referenz [Nov71], Satz 1, S. 449 und
dem Beweis von Satz 1, S.452/453.

Anwendungsbeispiel 4.2.1. Seien a > 0 und 7(a,b) = inf{t : By = —a +
bt'/2}. Dann gelten fiir b > 1:

. a
B(#(a,b)) = 55—
und die zweite Waldidentitdt:
2 a’ ~
E(Bi(ap) = 57— = £(T(a,0)) .

Beweis:

Wir betrachten den Prozess:
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(Bi+a)®? —t=B? —t+2aB; +a* .

Wir wissen, daff (B?—t); und B Martingale sind. Insbesondere ist jede Konstante
ein Martingal. Die Summe von Martingalen ist wieder ein Martingal. Somit ist
((B; + a)? — t); ein Martingal. Wir berechnen nun mit Hilfe der Verteilung von
der Brownschen Bewegung (2.2.1) den folgenden Erwartungswert:

E((Bi+a)> —t) = E(B}) +2aE(B;) +a®> —t =t +a* —t = a* .
Nun ist 7(a, b) At beschrinkt durch ¢ und wir kénnen den Stoppsatz von Doob
anwenden, und wir erhalten:
E((Brapne +a)* = (F(a,b) A1) = a® .

Aus der Definition der Stoppzeit 7(a,b) folgt % > bfs. Nunist f(b) =

b2 — 1 monoton wachsend, fiir b > 1. Daraus folgt fiir b > 1:

Bzapyar +a

Famagr ~120 1

oder anders geschrieben:

(Brapyne +a)* = (Fa,b) A1) > (b = 1)7(a,b) At .

Daraus folgt fiir alle a > 0, 5> 1 und t > 0:

0> = B((Brapne +a)> — 7(a,b) A1) > (0 — DE(F(a,b) A1)

beziehungsweise

a2

5 = E(#a,b) A).

Die Majorante von 7(a,b) At ist bz"—il Wir kénnen dann zum Grenzwert ¢ — oo
iibergehen und den Satz von der majorisierten Konvergenz benutzen:

2

> lim E(7(a,b) A t) = E(7(a,b))

b2 —1 7 t—oe

Daraus folgt, dak E(7(a,b)) fiir alle @ > 0 und b > 1 endlich ist. Wir kénnen
dann den Satz 4.1.1 anwenden:
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E(7(a,b)) = E(BZ, ) = a® — 2abE(7(a,b)"/?) + b*E(7(a, b)) .

Erste Gleichung: Zweite Waldidentitéat. Zweite Gleichung: Definition der Stopp-
zeit 7(a, b). Weiter ist fiir alle ¢ > 0 und b > 1:

. a® — 2abE(7(a,b)'/?)  a® — 2aba/b —a? a?
E(F(a,b)) = -7 T N T C A

Gegenbeispiel 4.2.2. Sei 7(a,b) = inf{t : B; < —a + bt'/?} und a > 0. Dann
gelten fiir 0 < b < 1:

E(#(a,b)) = +o0 (4.2.1)

und

B(B,,) # B(#(a,b)) . (4.22)
Beweis:

Sei 0 < b < 1. Angenommen E(7(a,b)) < +oco. Dann kénnen wir den Satz
4.1.1 anwenden und erhalten fiir 0 < b < 1, wie im Anwendungsbeispiel 4.2.1:

a2

E(7(a,b)) = E(BZ(,p)) = p_g <Y

Das ist ein Widerspruch, weil 7(a,b) > 0 f.s. und somit E(7(a,b)) > 0 gilt.
Deswegen haben wir fiir 0 < b < 1 die Beziehung (4.2.1). Fiir alle @ > 0 und
0<b<1gilt:

E(BZ,p —7a,b)) = a®—2abE(7(a,b)"/?) + (b> — 1)E(7(a, b))
= —a®+ (b* - 1)E(7(a,b)) <0.

Erstes Gleichheitszeichen: Defintion von 7(a, b). Zweites Gleichheitszeichen:
E(7(a,b)V/?) = &, fiir b > 0. Ungleichheitszeichen: a > 0, b < 1, E(7(a,b)) > 0.
Somit gilt die zweite Waldidentitét fiir alle ¢ > 0 und 0 < b < 1 nicht mehr:

E(BZ(,p) < E(7(a,b)) .

Das folgende Anwendungsbeispiel stammt aus dem Internet.
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Anwendungsbeispiel 4.2.3. Seien a,b > 0 Konstanten und wir definieren

T_qp:=1inf{t > 0: B, = —a oder By = b} . (4.2.3)

Wir wollen die erste bzw. zweite Waldidentitit anwenden, um die Verteilung
von B zu bestimmen und um den Erwartungswert von T_qp, auszurechnen.

T—a,b

Beweis:

Fiir die Stoppzeit 7_q gilt, daf [Biar_,,| < max{a,b} fs. ist. Wir kénnen
dann die linke Seite der Burkholder, Gundy Ungleichung, Satz 3.1.1 benutzen
und erhalten fiir alle p > 1:

—a,b

cpE(Tp/2 ) < E(sup |Biar_, ,|P) < max{a, b}’ < 400,
t>0 '

wobei ¢, Konstanten sind, die von p abhéngen. Somit folgt dann £ (r* {1217) < 400,
fiir alle p > 1. Deswegen kénnen wir die Sétze 3.0.3 und 4.1.1 anwenden. Nach
Satz 3.0.3 gilt die erste Waldidentitét:

0=E(B, ,,)=—aP(B, ,,=—a)+bP(B, ,, =b) .

T—a,b
T_a,p ist eine Zufallsvariable, also folgt:
1=P(B

=—a)+ P(B =10).

T—a,b T—a,b

Wir haben somit ein Gleichungssystem erhalten, was wir 16sen kdnnen:

b a

PB,_,,=—-a)= , P(B,_,,=b) = . 4.2.4
( —a,b a’) a+b ( a,b ) a+ b ( )
Somit haben wir die Verteilung von B,_, , bestimmt. Nach Satz 4.1.1 gilt die
zweite Waldidentitét:
E(r-ay) = E(B},,)=d"P(B,_,,=—a)+V"P(B,_,, = -b)
G n ba b
T oa+b atb

Somit haben wir herausgefunden, daff der Erwartungswert von 7_,; existiert
und wir konnten sogar exakt angeben, wieviel er betrégt, ndmlich E(1_, ;) = ab.
Hétten wir schon vorher gewusst, dafs der Erwartungswert endlich ist, dann hét-
ten wir nichts mehr tun brauchen, weil wir dann ndmlich nach unseren bisherigen
Uberlegungen die erste Waldidentitéit E(B;_,,) = 0 und die zweite Waldiden-
titdt B(B;_,,) = E(7—q,) bekommen hitten.
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Bemerkung 4.2.4. Seien a > 0 und b = a. Dann ist

Toab = Teaa = 0f{t >0: B >a} . (4.2.5)

Dann gelten:

E(T_04) = a* < +o0

und die zweite Waldidentitat

E(BZ | )=E(T a4 =0d*.
Der Beweis dieser Bemerkung folgt direkt aus dem Beweis vom Anwendungs-
beispiel 4.2.3. Die folgende Proposition stammt aus der Referenz [Bil95], Satz
37.6.

Proposition 4.2.5 (Skorokhod’s Theorem). Sei Z eine Zufallsvariable mit
Erwartungswert Null und Varianz 0? < +00. Dann existiert eine Stoppzeit T mit
Erwartungswert E(T) = 02 < 400, so dap die Zufallsvariable B, die Verteilung
von Z hat, also E(B,) =0 gilt, bzw. E(B2?) = 0% = E(7).

Diesen Satz beweisen wir nicht. Wir diskutieren aber den Fall, wenn Z eine
Zufallsvariable ist, die gleichméRig auf [—1,1] verteilt ist. In diesem Fall sind
die Berechnungen einfach. Die folgende Proposition stammt aus dem Internet.

Proposition 4.2.6. Sei (7"

2" 1 )n eine Folge von Stoppzeiten, definiert durch:
272

=

T(O

=0 f.s. und (4.2.6)

[V

)

N

(n

=

T

- 1
=inf{t>7" VB, ~B = t3.) VneN. (4.2.7)
2:2 _1 1
2'2

1
2

N

s

Dann konvergiert B_ny  fiir n — oo fast sicher gegen eine Zufallsvariable By,
11

2°2

die gleichmdfig auf [—1,1] verteilt ist.

Beweis:

Nach dem Beweis von Anwendungsbeispiel 4.2.3 folgt sofort:

1 1
P(B-,— = +§) = 5 und P(B-,—7 = —*) = = .

(S
[
[N}
[\
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Lemma 4.2.7. Fir allen € N und k € {1,...,2"} gilt:

2k —1 1
P(BT(:»L%)é =—1+ on )= on

Beweis durch vollsténdige Induktion:

1. Induktionsanfang n = 1: Fiir T_11 gilt:

-3 2 -33 2
2. Induktionsvoraussetzung: Sei n aus der Menge fiir die die Aussage:
2k —1 1

=— Vk 1,...,2"
) =5 VRE{l..,2)

P(BT(n) =—-1+
b

wahr ist.

3. Induktionsschritt: Wir wollen von n auf n + 1 schlieffen. Es gilt:

1 1
P(B (n41) = BT(n) W) P(B (71+1) =+ — ol , B ny = .Z‘)
-1 “4:3 ~4:3
1
= P(B (:«21%) T x on+1 |BT(n),% = J))P(BT(:I%),% = JJ)
111
T2 o gntl

Zweites Gleichheitszeichen: Starke Markoveigenschaft der Brownschen Be-
wegung. Drittes Gleichheitszeichen: Induktionsvoraussetzung.

Wir bemerken, daf die Werte von B_n)  gleichverteilt in dem Intervall [—1,1]
11

22
sind und fiir n — oo, wird das Intervall [—1, 1] ausgefiillt. Somit konvergiert
B S gegen eine gleichméfige Verteilung auf dem Intervall [—1,1], fir n —
1

Do (n

’2

1) 1 sind wachsend mit n und beschrankt durch 7_;; =

inf{¢t >0: B, i 1} fiir alle n € N, und 7_; 1 ist fast sicher endlich. Somit ist

7 = lim,— oo ’7' 1 1 fast sicher endlich. Und wegen der Stetigkeit der Pfade der
20

0. D1e Stoppzeiten 7

Brownschen Bewegung bekommen wir:

lim B L) = B, .
n—oo T_114

Weil B_(») in Verteilung gegen eine Zufallsvariable konvergiert, die gleichmébig
11

verteilt a121f2[—1, 1] ist, ist B, gleichmiRig verteilt auf [—1, 1]. Dann gilt: E(B;) =
(-1+1)/4=0und Var(B,) = E(B?) = (1—(-1))/6 =1/3 = E(1).
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5 Dritte Waldidentitat

5.1 Dritte Waldidentitéit fiir die Brownsche Bewegung

Nun werden wir die Frage nach Bedingungen fiir die gleichgradige Integrierbar-
keit flir den Prozess

1
Zy = exp(Binr — §(t AT)) (5.1.1)
diskutieren, wobei 7 eine Stoppzeit bzgl. der natiirlichen Filtration der Brown-
schen Bewegung ist. Der Prozess (exp(B; — %t))t ist nach Proposition 2.2.3 ein
positives Martingal. Somit ist Z auch ein positives Supermartingal und deswe-
gen gilt fiir alle Stoppzeiten o von B:

E(exp(Bony — %(a AT))) = E(Z,) < E(Zy) =1 .

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die gleichgradige Integrier-
barkeit von (Z;), ist die Gleichung E(Zo) = E(exp(B; — 7)) = 1. Die Frage
nach Bedingungen fiir die gleichgradige Integrierbarkeit von dem Martingal der
Form (5.1.1) wurde als erstes durch Girsanov in [Gir60], Satz 1, untersucht. In
dem Buch von Gikham und Skorokhod [GikSko72], Kapitel 1, Sektion 12 wurde
gezeigt, daf fiir ¢ = 1 + ¢ und beliebiges € > 0 die Implikation

E(exp(c- 7)) < +00 = E(exp(B; — %T)) =1 (5.1.2)

erfiillt ist. In dem Artikel von Liptser und Shiryaev [LipShi72|, Lemma 3, wurde
gezeigt, dall die Konstante ¢ = % + &, fiir beliebiges € > 0 gew#hlt werden
kann. Novikov hat dann 1972 in [Nov72], Satz 1, S.717-720, herausgefunden,
daf wir keine Konstante ¢ = % — g, fiir ein beliebiges € > 0 nehmen konnen,
die die Implikation (5.1.2) erfiillt. Wir kénnen also keine Konstante kleiner als
% nehmen. Wir werden in diesem Kapitel den folgenden Satz 5.1.1 beweisen.
Dieser Satz, inklusive Beweis, stammt von Novikov aus seinem Artikel [Nov72],

Satz 1 und Beweis von Satz 1, S.718/719.

Satz 5.1.1. Sei T eine Stoppzeit der Brownschen Bewegung, mit der Figenschaft

E(exp(%T)) <00 . (5.1.3)

Dann ergibt sich fiir die Brownsche Bewegung B die dritte Waldidentitdt:
1
E(exp(B; — 57’)) =1. (5.1.4)
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Die Voraussetzung (5.1.3) ist stirker, als die Voraussetzungen E(7) < oo und
E(7'/?) < co. Denn fiir alle ¢t > 0 ist

1 1
emp(it) >1+ §t .

Falls also die Bedingung (5.1.3) erfiillt ist, dann folgen zusammen mit dem
néchsten Satz 5.1.1 die drei Waldidentitéten:

BE(B,)=0 B(B2)=E(r) Elerp(B;~ 3r))=1

Die dritte Waldidentitdt braucht fiir ihre Giiltigkeit die stérkste Voraussetzung,
wahrend die zweite Waldidentitét die zweitstarkste Voraussetzung braucht und
die erste Waldidentitéat die schwichste Voraussetzung braucht.

Beweis von Satz 5.1.1:

Wir benutzen die Stoppzeit 7(a,b), fiir alle @ > 0 und b > 0. Nach der Sek-
tion 2.8 ist die Zufallsvariable 7(a,b) < 400 f.s., fiir 0 < a < +00, 0 < b < +00
und besitzt die Dichte (2.8.8). Wir betrachten nun 7(a, 1) = inf{t: B; =t —a}.
Wegen der Stetigkeit der Pfade der Brownschen Bewegung und der Definition
der Stoppzeit 7(a, 1) ist B;(,,1) = 7(a,1) — a f.s. Deswegen gilt auch:

1 1
Bra1) — iT(a’ 1) = §T(a’ 1)—a fs.

Dann ist:
1 1
E(ezp(Br(an) = 57(a,1))) = Blexp(37(a,1) —a))
= E(emp(%T(a, 1)))exp(—a) . (5.1.5)

Wir kénnen dann mit Hilfe der Dichte von 7(a,1) (2.8.8) das Exponentialmo-
ment auf der rechten Seite von (5.1.5) ausrechnen:

1 o 1 a (u—a)?
E - ]_ = - . . d
(can(zrian) = [ empgu = can(- )
* a U a? u
— . — _ — d
) Vo Mg taT gty

(5.1.6)



Vierte Gleichung: Dichte der Stoppzeit 7, (2.8.2). Aus (5.1.5) ergibt sich letzt-
endlich:
1
E(exp(Br(q,1) — 5’7’(&, 1))) =exp(—a+a)=1 (5.1.7)
Der Prozess (exp(B; — 3t)); ist ein (F;);-Martingal, siehe Proposition 2.2.3.
7(a,1) ist Fr(q,1)-mekbar. Wegen 7 A7(a,1) < 7(a,1) f.s.ist 7 A7(a,1), Fria1)-
mefbar. Nach dem Satz 2.4.1 ergibt sich dann, dafs

(eap(Bunriany — 5t A7a, 1)) (5.15)

ebenfalls ein (F;);-Martingal ist, und somit auch ein (F;);-Supermartingal. Da
0<7AT7(a,1) <7(a,l) fs. folgt dann nach Proposition 2.1.2:

1= Bleap(Bo - 30)
> Blerp(Bonriany — 5(r Ar(a, 1)
> E(exp(Bra,1) — %T(a, n)y=1. (5.1.9)

Deswegen haben wir folgende Beziehung

E(exp(Brar(a,1) — %(7‘ AT(a, 1)) =1. (5.1.10)

Diese Beziehung kénnen wir umschreiben. Die obige Gleichung ist ndmlich dqui-
valent zu:

1 1
E(1{7<T(a,1)}exp(BT - 57—)) + E(l{TET(a,l)}exp(BT(a,l) - 57_(0“; 1)))

= 1. (5.1.11)

Fiir den zweiten Term auf der linken Seite in (5.1.11) erhalten wir:

1 1
E(l{TZT(ayl)}exp(BT(a,l) — 57’(0,, 1)) = E(l{TZT(a,l)}exp(iT(a? 1) —a)) .

Die Indikatorfunktion ist folgendermafien definiert:

1 1 L fir 7>7(a,1)
{rzr@b} = 0 | fir 7<7(a,1)
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Mit der Definition der Indikatorfunktion und der Monotonie der Exponential-
funktion erhalten wir:

1 1
0< 1{Tzr(a,1)}650p(§7'(07 1)) < 6:17p(§7') f.s. (5.1.12)

Mit Hilfe von (5.1.12) und der Voraussetzung (5.1.3) bekommen wir:

1 1
0 < lim E(1{;>7@1)ezp(57(a,1) —a)) < lim E(exp(iT))exp(—a) =0.

=T
a—00 2 a—00

Damit ergibt sich folgendes Resultat:

1
lim E(l{TZT(awl)}emp(iT(a, 1)—a))=0. (5.1.13)

a—0o0

Wir hatten bereits bemerkt, dak (exp(B; — 5t)); ein Supermartingal ist. Fiir die
Stoppzeit T gilt dann nach Proposition 2.1.2:

Blexp(B; — 57)) < Blexp(By — 50)) =1

Aus der Definition von 7, folgt, dall 7,, < 7,4, f:s. flir a; < ag ist. Deswegen
haben wir fiir a; < ay die Ungleichung;:

1 1
1(r<r, yexp(Br — 57’) < 1greq, yexp(Br — 57’) f.s.

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz, kénnen wir zum Grenzwert im
ersten Term von (5.1.11) unter dem Erwartungswert fiir a — 400 iibergehen:

1
1 = agr}goo E(exp(Brar(a,1) — 57’ AT1(a,1)))
. 1
= lim. E(1{r<ran)yexp(Br — 57))

. 1
+  lim E(l{r>r(a,1)162P(Br(a,1) — 57’(&, 1))

a——+0oo

. 1
= lim E(l{‘r<‘r(a,1)}6xp(BT - *7—))

a——+0oo 2
. 1
= B( lim 1<r@uyerp(Br = 57)) - (5.1.14)

Erste Gleichung: Beziehung (5.1.10). Zweite Gleichung: Beziehung (5.1.11). Drit-
te Gleichung: Relation (5.1.13). Vierte Gleichung: Satz von der monotonen Kon-
vergenz.
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Nach Voraussetzung ist E(exp(37)) < oo. Daraus folgt, dak 7 < oo f.s. und
somit limy— oo Lir<r(a,1)} = Lir<4oo} = 1 f:8. Deswegen erhalten wir die dritte
Waldidentitit (5.1.4):

. 1 1
1=E( lim 1¢cr@1exp(Br — 57)) = E(exp(B, — 57-))

a——+00

Wir wollen nun Beispiele fiir Stoppzeiten geben, wofiir die dritte Waldidentitat
erfiillt bzw. nicht erfiillt ist. Wir werden auch untersuchen, ob die Voraussetzung
E(exp(i7)) < +oo fiir den Satz 5.1.1 gilt. In dem Beweis von Satz 5.1.1 hatten
wir bereits gezeigt, dafs folgendes Beispiel gilt.

Beispiel 5.1.2. Sei

T(a,1)=inf{t >0: B, <t—a} fira>0

Dann gelten fir alle a > 0:

E(escp(%r(a, 1))) = exp(a) < +o0

und

1
E(exp(Brq,1) — 57‘(0,7 n)=1.

Wir wollen nun ein Gegenbeispiel zu Satz 5.1.1 zeigen. Dieses Beispiel haben
wir dem Artikel von Stoyanov [Sto97], S.298 entnommen.

Gegenbeispiel 5.1.3. Wir kénnen fir alle § > 0 und alle 0 < b < 1 eine
Stoppzeit

7(1,b) =inf {t > 0: By > —1+ bt}

finden, die die Bedingung

E(exp((% —0)7(1,b))) < >0 (5.1.15)

erfillt. Allerdings erfillt diese Stoppzeit nicht die dritte Waldidentitdt:

E(exp(Bra,p) — %T(l,b)) =exp2(b—1))<1. (5.1.16)
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Insbesondere gilt:

E(e:tp(1

57(1,0)) = +oo . (5.1.17)

Beweis:

Die Dichte von 7(1,b) hat die folgende Gestalt:

1 (=1 + bu)?
- u) = exp(—
f (l,b)( ) \/W p( 2

Dann kénnen wir mit Hilfe dieser Dichte den folgenden Erwartungswert aus-
rechnen:

)10, +00[ (1) -

b2r(1,b) /oo bPu, 1 (1 —bu)?
E _— = _) . - @7 d
TG = [ e e S5 au
~ 1 b%u b2u 1
= e eap(t b — 2L~ —ya
/0 \/27ru3exp( 2 + 2 Qu) Y
o0

= exp(b)/o 21ru3 exp(—%) du = exp(b) < 5d.18)

Vierte Gleichung: Die Funktion unter dem Integral ist die Dichte der Stoppzeit
71. Nun erhalten wir, daft die beiden Parameter b und § voneinander abhéngen.
Wegen E(exp((3 — 6)7(1,b))) < +oc ergibt sich folgender Zusammenhang:

|
Aus der Definition der Stoppzeit 7(1,b) gilt: By ) = —1+b7(1,b) f.s. Deswegen
ist Br(1,p) — 57(1,b) = =1+ (b — 3)7(1,b) f.s. Mit Hilfe der Dichte von 7(1,b)
(2.8.8) konnen wir nun das Exponentialmoment fiir 0 < b < 1 ausrechnen:

1 1
Blerp(Brap — 57(Lb) = Bleap(~1+ (b~ 2)r(1,5)
1 1 —14+b-u)?
= / 27ru exp( 1+(b—§)u)exp(—#)du
1 1 b?
= ——u——+b——u)d
/ Noro exp(—1+ bu 5 U 2u+ 2u) u
1 b?

= / ﬁexp( (b—1))exp(1 4+ bu — %u ~5g b— Eu) du

= exp(2(b— 1))/000 \/Q;Texp(—i(—l + (1 —b)u)?) du
= exp(2(b—-1))<1.




Vorletzte Gleichung: Die Funktion unter dem Integral ist die Dichte der Stopp-
zeit 7(1,1 — b). Somit ist die dritte Waldidentitdt nicht mehr erfiillt.

1 (=14 bu)?
exp(—
vV 2mu3 2u

Bleap(zr(1.t) = [ eanGu) ) du

Die Stammfunktion fiir

1 1 1 U
exp(gu)frun (u) = —e=serp(—g, +b+ 5(1 - b))

divergiert fiir u — +o00 gegen +oo, da (1 — b%) > 0 ist. Somit erhalten wir fiir
alle 0 < b < 1 die Beziehung (5.1.17).

5.2 Verfeinerung der dritten Waldidentitat

In dieser Sektion geht es darum den folgenden Satz 5.2.1, der aus dem Artikel
von Novikov [Nov77], Satz 2, S. 822/823 stammt, fiir Funktionen g aus einer
speziellen Klasse G zu beweisen. Diese Klasse G umfasst Funktionen, die spezielle
Eigenschaften haben, die wir im Verlauf der Sektion noch angeben werden.

Satz 5.2.1. Sei g eine stetige, positive, monotone Funktion, die auf [0, +o00[

definiert ist. Weiter sei g(t)/+/2tlog(log(t)) streng monoton fallend fir alle t >
to und g(t)//t monoton wachsend fiir alle t > to. Auperdem soll g noch die

Bedingung

/OOO @exp(_g(;f Vit = +00 (5.2.1)

erfillen. Seien B die Brownsche Bewegung und T eine Stoppzeit von B mit der
FEigenschaft:

E(emp(%T —g(7))) < oo . (5.2.2)

Dann gilt die dritte Waldidentitdt:

E(exp(B; — -7))=1. (5.2.3)

Definition 5.2.2. Wir bezeichnen mit G die Klasse der Funktionen g, die die
Eigenschaften aus dem Satz 5.2.1 erfiillen.
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Beispiel 5.2.3. Sei g definiert durch g(t) = /t, fiir alle t. Dann gehért g zur
Klasse G.

Beweis von 5.2.3:
Die Wurzelfunktion ist stetig, positiv und monoton. Aukerdem gilt v/#/v/t = 1,

fiir alle ¢ und v/t/+/2tlog(log(t)) ist streng monoton fallend fiir ¢ — oco. Auker-
dem divergiert das Integral aus (5.2.1). Das sehen wir jetzt:

o0 2 [ee]
/o f?,(—geo:p(fg(t) Ydt = /0 1exp(f%)dt

2t t
*1 1
> / Seap(—3) di = log(#)|Ferp(~ 3) = +oo
1

Wir wollen nun ein Gegenbeispiel fiir eine Funktion angeben, die nicht zu der
Klasse G gehort.

Gegenbeispiel 5.2.4. Die Identitdt gehért nicht zu G.

Beweis von Gegenbeispiel 5.2.4:

o(1)//2Hlog 1ag (1) = || gro—iors = oo fir £ = oc

Somit ist g(t)/+/2tlog(log(t)) nicht streng monoton fallend, fiir ¢ — oco.

Beweis von Satz 5.2.1:
Wir benétigen die nachfolgenden Lemmata. Sie stammen aus dem Artikel von

Shepp [She69], (Lemma 5.2.5, Kapitel 2, Satz 2, S.996 und Lemma 5.2.6, Kapitel
9, Satz 4, S.1007-1008).

Lemma 5.2.5. Sei f eine stetige Funktion, die auf [0, +oo[ definiert ist und sei

Tf:inf{tZO:Bt:f(t)}'

Wenn A > 0 ist, f(0) >0 und @ — 0 firt — oo, dann gilt:

)\2 2

T T ij)) = E(exp(\f(7f) — )\77_ )=1.

E(exp(AB 5
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Beweis: )
Weil £(0) > 0 ist, ist 7; > 0 f.s. Nun sei Y} := exp(AB; — %t) Dann haben wir:

E(Yil{r,<y) = B(EYilyr,<n|Frp)) = E(Lr, <y EYV Fr))) = E(Lr, <y Yoy) -

Erstes Gleichheitszeichen: Erwartungswerttreue.
Zweites Gleichheitszeichen: 1i7,<iy € Fry. Drittes Gleichheitszeichen: starke
Markoveigenschaft von Y.

2
B(lg20¥) = B(Ly,speap(B, — 51)
2
< B snexp(Af(t) — %t))
< eap(hf0) - ) = emprn L - 2
2
= exp(—%t) —0 ,fiirt— oo (5.2.4)

Erstes Ungleichheitszeichen: B, < f(t) f.s., fiir 7y > ¢ f.s. und A > 0. Zweites

Ungleichheitszeichen: 1¢; >4 <1 f.s. Drittes Gleichheitszeichen: @ — 0, fir
t — 0.

Aus (5.2.4) folgt: lim; o E(1{7,>4Y:) = 0. AuRerdem wissen wir nach dem
Beweis der Proposition 2.2.3, dafs wir fiir alle festen Zeiten ¢ die Gleichheit

E(Y;) = E(exp(AB; — 715)) =1

haben. Y ist Martingal. Nach Satz 2.4.1 ist (Yiar,): ein Martingal, fiir die
Stoppzeit 7y. Dann kénnen wir den Stoppsatz von Doob anwenden und erhalten
1=F (Yt/\rf), fiir alle Zeiten ¢t. Dann konnen wir weiterrechnen:

U= i B = Jim B0+ Jim Bl <oV
= 0+ tliFgQE(l{'rf<t}YTf) = E(tlirgo 1{Tf<t}YTf)
= E(Y.rf) (5.2.5)

vorletztes Gleichheitszeichen: Satz von der monotonen Konvergenz. Wir erhalten
mit (5.2.5) und aufgrund der Stetigkeit von den Trajektorien der Brownschen
Bewegung:

1= E(Yr,) = E(exp(ABr, — %Tf» = Blexp(\f(rs) = 577)) -
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Wie wir bereits in der Sektion 5.1 festgestellt haben, ist Y ein positives Su-
permartingal. Dann gilt fiir 7; > 0 f.s.:

2

E(exp(AB;, — >

Tf)) = E(YTf) < E(YO) =1,
fiir beliebige stetige Funktionen f und beliebiges A € R.

Das néichste Lemma gibt den genauen Wert von E(Y,) an.

Lemma 5.2.6. Seien A € R und f eine stetige Funktion, die auf [0, +oo[ defi-
niert ist, mit f(0) > 0. Sei

Tr=inf{t: B, = f(t)} .

Dann gilt
2 )\2
E(exp(AB;; — ?Tf)) = E(exp(\f(1y) — ?Tf)) = P(Ry < +00) , (5.2.6)
wobei
Ry :=inf{t > 0: By = f(t) — At} (5.2.7)
18t.
Beweis:

Wie im Beweis von Lemma 5.2.5 erhalten wir E(exp(AB;, — ’\;Tf)) = 1, fiir
A > 0 und fiir Funktionen f mit lim;_ f(¢)/t — 0. Wegen der Stetigkeit von
f und B und dem Satz von der monotonen Konvergenz erhalten wir:

E(lg,>nY:) = E(l<s<e:B.<f(s)) V1)
= El{im, .o ti<...<tn<t:By, <f(t:)} Y2)
= E(nlij;o Lty <..<tn<t:B,, <f(t:)}Yt)

= lim E(l{t1<--~<tn<t33tiSf(ti)})/;) . (528)

n—0o0

Hierbei ist {0 < ¢; < ... < t, < t} eine Folge von Partitionen, die fiir n — oo
dicht in [0,¢] liegen. Wir betrachten nun den Erwartungswert auf der rechten
Seite von (5.2.8):
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A2 1 u?

1 1
= 1., Nic1 o ———=exp(——(u — Mt)?) du
/]R {ui<f(t:),i=1,..., }\/ﬁ p( 2t( ) )

Erste Gleichung: Verwendung der Dichte der Brownschen Bewegung (2.2.1).
Jetzt konnen wir substituieren, und zwar s = u — At. Dann bekommen wir

)\2
BB, <s(t)i=1,..npexp(ABy = 1)) = /1{uig(ti),i:l,...,n}e”?P(/\u—
R

A2 1 52
E(1 s AB, — 2t) = [ Lrani<cronie —— eap(—2)d
(LB, <f(t),i=1,...myexP(ABy — 1) /R {s@+/\t@Sf(tz)7z—1,--<7n}mexp( 57) 48

Wir kénnen nun wieder den Satz von der monotonen Konvergenz anwenden und
erhalten:

E(lgrsnYy) = lim E(lyp, <f@)i=1,..n} )
= lim P(Btl—k)\tzgf(tz),z:L,n)
= P(Rf > t) .

Y ist Martingal. Nach Satz 2.4.1 ist (Y;a-,): ein Martingal, fiir die Stoppzeit 7.
Dann kénnen wir den Stoppsatz von Doob anwenden und erhalten 1 = E(Yiar f),
fir alle Zeiten t. Dann bekommen wir fiir alle ¢:

1 = E(Y;/\Tf) = E(I{ngt}y,,-f) + E(1{7f>t}Y;) = E(I{ngt}YTf) + P(Ry > t)

Daraus folgt fiir alle ¢:

E(I{ngt}y.,-f) =P(Ry<t) Wt (5.2.9)

Die Ereignise {7y =t} und {R; = t} fiir feste Zeiten ¢ sind Nullmengen. Somit
dndert sich die linke Seite nicht, wenn wir anstatt 1(, <4 die Funktion 1(. 4
betrachten. Ebenso &ndert sich die rechte Seite nicht, wenn wir anstatt P(R; <
t) die Wahrscheinlichkeit P(Ry < t) betrachten. Also erhalten wir, daf die
Gleichung (5.2.9) dquivalent ist zu:

E(1{7f<t}YTf) =P(Ry<t) Vt.

Wir kénnen dann zum Grenzwert ¢ — oo iibergehen und den Satz von der
monotonen Konvergenz anwenden. Wir erhalten dann das gewiinschte Resultat:
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2 2

Bleap(M(r) = 1)) = Bleap(\By, — > 7p) = B(Y:,)

= P(Rj < 400) . (5.2.10)

Lemma 5.2.7. Seien a >0, b € {0,1} und g € G. Dann ist die Stoppzeit

T(a,b) :=inf{t >0: B, =bt — g(t) — a} (5.2.11)
fast sicher endlich.

Beweis:

Wir betrachten zuerst den Fall b = 1. Nach Definition von G ist 90
2tlog(log(t))

streng monoton fallend fiir ¢ — oo. Somit ist auch g(¢)/t streng monoton fallend
fiir t — oo. Auflerdem benutzen wir noch das Gesetz vom iterierten Logarith-
mus, das besagt B; = O(y/2tlog(log(t))) f.s., fiir t — co. Somit ist T'(a, 1) < +00
fs.

Aus der Definition von G folgt:

lim inf M = lim inf L(t) > —1 = liminf L fs.
t—oo/2tlog(log(t)) t—oo | /2tlog(log(t)) t—oo /2tlog(log(t))

Somit ist fT'(a,0) = inf{t : By = —g(t) — a} < +o0 f.s.

Wir wollen nun den Beweis von Satz 5.2.1 fortsetzen. Wir haben in den vo-
rigen Lemmata den Prozess Y = (exp(AB; — ’\;t))t betrachtet. Wir wollen nun
die dritte Waldidentitdt bekommen. Dazu setzen wir A = 1. Aufierdem betrach-
ten wir die Funktion f, die durch f(t) =t — g(t) — a fiir alle ¢ definiert ist. Die
Funktion f erfiillt allerdings nicht die Bedingungen von Lemma 5.2.6, weil

Hmwzlim(l—@—%):lyéo

t—o0 t—o0 t

gilt. Hier haben wir benutzt, daft — 9O fiirt — 00 streng monoton fallend
2tlog(log(t))

ist. Nach dem Lemma 5.2.6 und dem Lemma 5.2.7 gilt die dritte Waldidentitéat:

Bleap(Briun — 5T(@ 1) = Bleap(7(T(a,1)) - 3T(a 1))
= PEt>0:B,=t—g(t)—a—1t)
= P(T(a,0) < 4o00) =1. (5.2.12)

80



Es gilt 0 < T(a,1) AT < T(a,1). Der Prozess (exp(B; — 3t)); ist ein Supermar-
tingal. Dann koénnen wir die Proposition 2.1.2 anwenden und erhalten, wie in
(5.1.9) gezeigt:

E(exp(Br(a,1yar — %(T(a, HAT))=1.

Analog zu dem Beweis von Satz 5.1.1 verfahren wir jetzt weiter und bekommen:

1 1
E(e.%‘p(BT(a’l)/\T — §(T(CL7 1) A T))) = E(l{T(a,1)<T}€xp(BT(a,l) — §T(a7 1)))

1
+ E(l{T(a,l)Zq—}e.’L‘p(BT _ 57.)) )

Aus der Definition der Stoppzeit T'(a, 1) und der Stetigkeit der Pfade der Brown-
schen Bewegung erhalten wir die Gleichung Brp(,,1) = T(a,1) — g(T(a,1)) — a
f.s. und deswegen gilt auch By, 1) — :7(a,1) = 3T(a,1) — g(T(a,1)) — a fs.
Somit ergibt sich:

1
0 < E(]-{T(a,l)<-r}€$p(BT(a,1) — §T(a, 1))

E(l{T(a,1)<‘r}e$p(%T<a7 1) —9(T(a,1)) — a))

Wir brauchen das folgende Lemma und wollen es detailliert zeigen.

Lemma 5.2.8. Sei g € G. Dann kénnen wir ein k > 0 wdhlen, so daf fiir alle
0 < x <y die folgende Ungleichung

1

ST 0@ < sy—g)+h S ) -9 < Sy-2) +k (5:2.13)

N |

erfillt ist.

Beweis von Lemma 5.2.8:

Nach Definition der Klasse G, ist g stetig, positiv und monoton. Dann kann
g fiir 0 <z <y < xp entweder monoton wachsend oder monoton fallend sein.
Falls ¢ monoton fallend ist, gilt fiir alle 0 < z < y < x¢:

9(y) —9(z) <0< S(y —x) .

Falls g monoton wachsend ist, dann gilt g(z) < g(y) < g(xo). Somit ist g(y) —
g(x) beschriankt durch g(zp) — g(x). Dann kénnen wir eine Konstante & > 0
wéhlen, so daf fiir alle 0 < = < y < ¢ die Ungleichung (5.2.13) gilt. Nach

—~
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Definition von G ist g(x)/+/22log(log(x)) streng monoton fallend fiir alle z > x.
Somit ist g(z)/x streng monoton fallend fiir alle © > z(. Dann existiert ein
1 > g, so daf fiir alle 1 <z < y das Folgende gilt:

o(y) ~ 9(x) < 3y~ ).

Nach Definition der Klasse G ist g(x)/y/r monoton wachsend fiir alle x > x.
Somit ist g eine streng monoton wachsende Funktion fiir alle x > zy. Dann gilt
fir alle zp <z <y < z1:

1

9(y) —9(x) > Sy —2) . (5.2.14)

Die linke Seite von (5.2.14) ist beschréankt durch g(z1) — g(x). Wir kénnen dann
eine Konstante k& > 0 finden, die die Ungleichung (5.2.13) fiir alle zp <z <y <
xq erfullt. O

Wir bekommen nach Lemma 5.2.8 die folgende Ungleichung:

lim E(l{T(a,lKT}egcp(%T(a7 1) = ¢g(T(a,1)) —a)) < lim E(exp(%T —g(1)+k—a))

1
= c1E(emp(§7' —g(1))) - alin;o exp(—a) =0 .

Hier haben wir die Voraussetzung E(exp(37—¢(7))) < 400 benutzt. Wir kénnen
nun den Satz von der monotonen Konvergenz anwenden und erhalten:

. 1 . 1
1 = lim E(lcranyerp(Br — 57')) = E(lim 1<p)yexp(Br — 57))

a—00 a—00 2

= E(exp(B; — %T)) .

5.3 Eine wichtige Voraussetzung fiir die Verfeinerung der
dritten Waldidentitat

Die nachfolgende Bemerkung stammt wieder von Novikov aus [Nov77|, Sektion
3, S5.823.

Satz 5.3.1. Auf die Voraussetzung (5.2.1) kann im Satz 5.2.1 nicht verzichtet
werden.

Beweis:
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Dazu fiihren wir einen Widerspruchsbeweis. Angenommen die Funktion g er-
fiillt die Bedingungen aus Satz 5.2.1, aber es gelte:

> g(t) g(t)?
/0 exp(— of )dt < +o0 . (5.3.1)

Wir wollen zeigen, daf die Stoppzeit

T(a,0) =inf{t>0: B, >g(t)+a} Va>0,

nicht fast sicher endlich ist, d.h.

P(T(a,0) <o) <1. (5.3.2)

Wir erhalten mit Hilfe der Eigenschaften der Funktionen g € G die folgende
Ungleichung:

P(T(a,0) <t) < P(Tys)+a <9)

+ D Pltm-1 < Tyt 1)ta < tm) (5.3.3)

m=

i)

Hierbei ist 0 < s < t < 400 und 7, := inf {t > 0 : B; = a}. Wir benutzen die
Dichte von 7, (2.8.2) und koénnen die Wahrscheinlichkeiten auf der rechten Seite
der Ungleichung (5.3.3) bestimmen:

R P

+

[t G a?

wobei 0 < s < t < 4o00. Wir kénnen dann im ersten Integral auf der rechten
Seite eine Variablensubstitution machen und lassen im zweiten Integral auf der
rechten Seite t — +o00 gehen:

Goro? 1 1
/0 P exp(—%) du
[, e,

exp
V2mu3 2u

P(T(a,0) < +00) <

+
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Auferdem haben wir fiir eine positive Funktion g und s > 0, dab oz < 32

ist. Deswegen konnen wir das erste Integral nach oben abschéitzen:

) < A?—%Q;ugezpei)du
o g@;)ﬂzg“ SERCOLD

Nun lassen wir fiir festes s, a — oo gehen. Dann geht s/a? — 0, also verschwin-
det der erste Term. Wir hatten angenommen, daf fiir ein bestimmtes ¢y > 0

das Integral j;zo %exp(—%) du endlich ist. Somit wird fiir alle @ > 0 und

geniigend grofe s, [ < (;)T:: exp(—Y (“2):“)2 ) du echt kleiner als 1. Wir erhalten

P(T(a,0) < 400

+ U .

dann:

L [T ta (g9(w) +a)?
< —
P(T(a,0) < 400) < GEIJPOO i s exp( 50

Fiir (—By): haben wir dieselbe Verteilung wie fiir (By);.
Deswegen erhalten wir mit Hilfe von (5.2.12) und (5.3.4):

Ydu <1 (5.3.4)

E(exp(Br(a,1) — %T(a, 1))) = P(T(a,0) < c0) < 1. (5.3.5)

Die dritte Waldidentitét ist also nicht mehr erfiillt. Dagegen ist die Vorausset-
zung (5.2.2) aus Satz 5.2.1 sehr wohl erfiillt, wie wir jetzt sehen werden. Aus
der Definition von T'(a,1) folgt Br,,1) = T(a,1) — g(T(a,1)) — a f.s. Deswegen
erhalten wir fiir 0 < a < 4o00:

E(exp(%T(a, 1) —g(T(a,1)))) = E(exp(Br(a,1) — %T(a, 1)+a)) <1-exp(a) < +oo .

Hier haben wir die Ungleichung (5.3.5) benutzt. Demzufolge kénnen wir auf die
Voraussetzung (5.2.1) im Satz 5.2.1 nicht verzichten. O

5.4 Verfeinerung der dritten Waldidentitat fiir spezielle
Stoppzeiten der Brownschen Bewegung

Wir wollen nun eine spezielle Klasse von Stoppzeiten betrachten, fiir diese gilt
die dritte Waldidentitéit und die Voraussetzung E(exp(31 — g(7))) < oo von
dem Satz 5.2.1 ist erfiillt.

Beispiel 5.4.1. Fiir alle a >0 und b € {0,1} sei
7(a,b) = inf{t : B, = bt — t'/? —a} (5.4.1)
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Dann gelten die dritte Waldidentitdt:

1
E(exp(Bz(q,1) — 5?(a, H)=1,

die Voraussetzung von Satz 5.2.1:

E(exp(%?(a, 1) = v/7(a,1))) = exp(a) < +00 (5.4.2)
und
E(exp(%%(a, 1)) = +oo .
Beweis:
Die Stoppzeit 7(a,0) := inf{t : B, = —/t — a} ist fast sicher endlich, weil

—+/t langsamer fillt, als —+/2tlog(log(t)), fiir t — oo, und der negative iterierte
Logarithmus die untere Einhiillende der Pfade der Brownschen Bewegung ist.

Dann gilt nach dem Lemma 5.2.6, fiir alle a > 0:

B(exp(Br o) — %f(a, 1)) = P(7(a,0) < 400) = 1.

Daher ist die dritte Waldidentitét erfillt. Nach Definition von 7(a, 1) erhalten
wir dann fiir alle ¢ > 0:

1= Bleap(Brion) — (0, 1)) = Bleap(37(a,1) ~ /(@ 1) )

Daraus folgt fiir alle a > 0:

E(exp(=7(a,1) —/7(a,1))) = exp(a) < o0 .

N |

Wir wollen nun zeigen, daf E(ezp(17(a,1))) = +oo gilt. Dazu beweisen wir die
folgende Proposition.

Proposition 5.4.2. Sei B die Brownsche Bewegung. Dann ist

- 1
X, == exp(B; + V't — §t)

ein Submartingal bzgl. der Filtration der Brownschen Bewegung.

Beweis:
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1. Adaptiertheit von X:
klar.

2. Integrierbarkeit von X: Um den folgenden Erwartungswert zu berech-
nen, verwenden wir die Dichte der Brownschen Bewegung (2.2.1). Dann
gilt fiir alle 0 <t < +o0:

BX]) = Bleap(Be+Vi- 30)

1 1
= St V- ot
exp(2 +Vt 5 )
= exp(Vt) < 400

3. bedingter Erwartungswert:

Blerp(B, + Vi~ 30IF) = eop(VDB(eap(B, — 51)|7)

1
= exp(Vt)exp(Bs — 55)
1
> exp(V/s)exp(Bs — 55
1
= exp(BS+\/§—§s) VO<s<t

Zweite Gleichung: (exp(B; — 3t))¢ ist (F;);-Martingal. Dritte Gleichung:
Monotonie der Exponential- bzw. der Wurzelfunktion.

Mit (1), (2), (3) folgt nun, daf X ein (F;);-Submartingal ist.

Nun betrachten wir die Stoppzeit 7(a,1) := inf{t : B; =t — a}, fiir alle a > 0.
Aus der Definition von 7(a, 1) := inf{t : B; = t—+/t—a}, fiir alle a > 0 folgt, daf
7(a,1) < 7(a,1) f.s. ist. Wir wenden die Proposition 2.1.2 auf das Submartingal

X := (exp(By; + Vi— %t))t an und bekommen:

E(X7(a,1)) 2 E(Xr(a1)) - (5.4.3)

Die rechte Seite konnen wir mit Hilfe der Verteilung der Stoppzeit 7(a, 1) direkt
ausrechnen. Wir erhalten:

E(X;@1) = Blewp(Bran) + T(a,l)—%T(a,l)))
= E(ea:p(%r(a,l) a++/7(a,1)))
_ = 1 a (u—a)?
= /o exp(ﬁu a+\/ﬂ)memp( 5 ) du
= || Zmmert= + Vo



Zweite Gleichung: Definition der Stoppzeit 7(a, 1) eingesetzt. Der Integrand di-
vergiert gegen +oo, fliir u — +o0o. Somit divergiert auch das Integral. Also
erhalten wir fiir alle a > 0

E(X‘r(a,l)) = +o00.

Das setzen wir in die Ungleichung (5.4.3) ein und bekommen:

+o0 = E(X;.(a’l))
— E(e:cp(B;(aJ) +V7(a,1) — %f(a, 1))) = E(exp(

Bleap(7(a,1)))erp(~a)

7(a,1) - a))

N |

exp(—a) ist endlich fiir alle a > 0. Daraus folgt fiir alle a > 0:

E(exp(=7(a,1))) = o0 .

N =
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6 Waldidentitaten im Mehrdimensionalen

Wir wollen uns mit der Frage der Giiltigkeit der Waldidentitdten im Mehr-
dimensionalen auseinandersetzen und miissen hier die Brownsche Bewegung im
Mehrdimensionalen einfiithren. Die Brownsche Bewegung im Mehrdimensionalen
hat spezielle Eigenschaften. Sie ist invariant unter Drehungen. Das heisst, falls
Q eine Orthogonalmatrix ist (d.h. Q7 = Q~1), dann hat X; = Q - B; dieselbe
Verteilung, wie B;. Die Brownsche Bewegung im Ein- bzw. Zweidimensionalen
ist rekurrent, das heisst die Brownsche Bewegung trifft jede offene Umgebung
um Null. Ab der Dimension Drei ist die Brownsche Bewegung aber transient.
Dann besuchen die Trajektorien der Brownschen Bewegung nicht mehr jeden
Punkt.

Definition 6.0.3 (Mehrdimensionale Brownsche Bewegung). FEine Stan-
dard Brownsche Bewegung im R™ ist ein n — Tupel

B, = (Bt1,...,Bin) VE>0,
wobei (By ;)¢ eine Standard Brownsche Bewegung im Eindimensionalen ist, und

die By, unabhdngig fir alle i = 1,...,n sind. Fir die Dichte von B := (By);
bekommen wir dann:

u%—i—...—&—u%
2t

—exp(— ) Y(ui,...,up) € R™ . (6.0.4)

fe,(ut, ... u,) = o)

Wir werden nun fiir die Standard Brownsche Bewegung im R™ immer nur die
n-dimensionale Brownsche Bewegung schreiben.

6.1 FErste Waldidentitiat im Mehrdimensionalen

Satz 6.1.1. Sei 7 eine Stoppzeit der eindimensionalen Brownschen Bewegung
(Bti)t, fir allei=1,...,n, mit

E(r'?) < 400 .

Dann gelten fiir alle n € N:

(B(Br1),...,E(Bry)) =0, (6.1.1)

)

wobei 0 der Nullvektor ist und:
E() B;:)=0. (6.1.2)
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Beweis:

Wir kénnen den Satz 3.0.3 anwenden und erhalten fiir eine Stoppzeit 7 mit
der Eigenschaft E(7'/2) die erste Waldidentitit E(B, ), fiir alle i = 1,...,n.
Somit gelten die Gleichungen (6.1.1) und (6.1.2).

Somit gilt also die erste Waldidentitdt auch im Mehrdimensionalen und zwar
fiir alle Dimensionen.

6.2 Zweite Waldidentitat im Mehrdimensionalen

Wir betrachten nun die Giiltigkeit der zweiten Waldidentitat im Mehrdimensio-
nalen. Wir kénnen nicht sagen, was das Quadrat von einem Vektor ist, somit
macht B? keinen Sinn. Hitten wir eine Matrix zur Verfiigung, dann kénnten
wir sagen, daf das Quadrat von einer Matrix existiert. Wir betrachten nun das
euklidische Skalarprodukt || - || von der n-dimensionalen Brownschen Bewegung
B. Wir erhalten dann in der folgenden Proposition ein interessantes Resultat:

Proposition 6.2.1. Sei B die n-dimensionale Brownsche Bewegung und sei

1B = ZB

Dann ist (| By||* — nt) ein (F;):-Martingal.
Beweis:
1. Adaptiertheit: klar.

2. Integrierbarkeit: Hierbei benutzen wir, daR E(B7;) = t ist, fiir alle
i=1,...,n. Somit erhalten wir fiir alle n € Nund ¢t € R;:

ZB —nt]) < En:E(Bﬁi)+nt=§n:t+nt=2nt<+oo
i=1 i=1

3. bedingter Erwartungswert: In Proposition 2.2.2 haben wir gezeigt, daf§
fiir alle 2 = 1,...,n der Prozess (Bt%i —t)¢ ein (Fi)-Martingal ist. Somit
erhalten wir:

E(||Be||* = nt|Fy) = E((ZBf,i)*ntlfs)

n n
= ZE(sz —t|Fs) = ZBZz -
i=1 i=1

= ||Bs||* —ns Vs<t
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Satz 6.2.2. Sei 7 eine Stoppzeit von (By;):, fir alle i = 1,...,n. Falls die
Voraussetzung

E(T) < +00

erfillt ist. Dann gilt fir alle n € N:

E(|B-|I*) = nE(7) . (6.2.1)
Beweis:

Nach Satz 4.1.1 haben wir, daf falls 7 eine integrierbare Stoppzeit von (By):
ist, gilt im Eindimensionalen F(B?) = E(7). Nun kénnen wir analog zu dem
Beweis von Satz 4.1.1 verfahren und bekommen die Gleichung (6.2.1).

6.3 Dritte Waldidentitat im Mehrdimensionalen

Wir betrachten nun die Giiltigkeit der dritten Waldidentitdt im Mehrdimensio-
nalen. Wir stellen erneut fest, daf die Exponentialfunktion von einem Vektor
B; keinen Sinn macht. Die Exponentialfunktion von einer Matrix wiirde Sinn
machen, aber wir haben keine Matrix zur Verfiigung. Die eindimensionale dritte
Waldidentitét, lautet E(exp(B, — $7)) = 1, fiir beliebige Stoppzeiten 7 von
(Bt):. Wir betrachten nun die Summe Y, B;; und wollen sagen, ob denn
(exp(}_;_, Bii — %t)): ein Martingal ist. Wir kénnen es auch in einer anderen

Form schreiben:

P = ea:p(z By; — Et) = H exp(By; — §t) = HY;” .
i=1 i=1 i=1

Nun ist E(Y;;) = 1, fiir alle ¢ € N und (Y;;); eine Folge von unabhéngigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen.

Proposition 6.3.1. Sei A € R und P/*(\) = exp(A>_ - Bt — ”T)‘Qt) Dann ist
(PI*(N))¢, fiir alle n € N ein Martingal bzgl. (F);.

Das ist klar, weil (P/*()\)); ein Produkt von unabhéngigen Martingalen ist.

Satz 6.3.2. Sei 7 eine Stoppzeit von (By;):, fir alle i = 1,...,n. Falls die
Voraussetzung

E(emp(%T)) < 40

erfillt ist. Dann gilt fir alle n € N:
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) =1. (6.3.1)

Beweis:

Nach Satz 5.1.1 haben wir, daf falls 7 die Voraussetzung E(exp(37)) < 400
erfiillt, daff dann im Eindimensionalen die dritte Waldidentitdt im Eindimen-
sionalen folgt. Nun kénnen wir analog zu dem Beweis von Satz 4.1.1 verfahren

und bekommen die Gleichung (6.3.1).

Wir stellen somit fest, daf wir alle Sétze, Lemmata, Propositionen aus den
vorigen Kapiteln auf die drei eindimensionalen Martingale

Qo Beide (Y Bli—nt)e (exn(y] Bei— 51
i=1 i=1 =1

fiir alle n € N iibertragen konnen.
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7 Appendix

Legende von Stoppzeiten:

k
T =inf{t >7:t= % fiir einige k € N} VjeN (24.1
Sp=inf{t :n+1>|M|>n} VneN (2.6.1
T =inf{t: B;=a} Va#0 (2.8.1
T(a,b) =inf{t >0: By =bt—a} Vb>0 Va#0 (2.8.7
R=inf{t:tAT>2} Vx>0 (3.1.10

=inf{t: sup [Bspr|* >} V>0 (3.1.11
0<s<t

F(a,b) =inf{t: By =bV/t —a} Ya>0 VYb>0 (3.2.3
Ro=inf{t: &> A} VA>0 (3.3.16

R_jy=inf{t:& <—-A} VA>0 (3.3.19

Ogp =if{t >7,: B, =b} VYa>b VYa>0 (3.5.3

Ti =inf{s: < &>> 1t} (

T =inf{t: B, = f(t)} (

T_qp =inf{t: By = —a oder By =b} Va>0 Vb>0 (4.2.3
(
(

—_— — — ~— —  —

T—a,a = inf{t . |Bt| = CL} Va > 0

7 = inf{t > E

_1
3

i) B = B(n 1)i—} Vn eN
72

N
M»—-

Ry =inf{t: By + )\t f®)}r vYxeR (5.2.7)
T(a,b) =inf{t >0: By =bt —g(t) —a} VYa>0 be{0,1} (5.2.11)
7(a,b) =inf{t: By =bt —vt —a} Ya>0 Vbe0,1 (54.1)

’ Stoppzeit T' H E(Br) H E(B%) H E(T) H E(exp(Br — %T)) ‘
T, fir a > 0 a a? +o0 1
7, fiir a < 0 a a? +00 exp(2a) < 1
o(a,b) fira>b,a>0 b b? +o0 ea:p( (b—a)) <
T_qq fir a > 7/2 0 a? a? cla) <1
T_qgo fir 0 <a<m/2 0 a? a? 1
7(a,b) fira >0,b>1 0 ¢ ¢ 1
7(a,b) fira >0,1>0b>0 0 N 1 exp(2a(b—1)) < 1
#(a,b) fir a>0,b>1 0 || c(a,b) < 1
7(a,b) fira>0,1>0>0 0 +o0 +00 c(a,b) <1
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Dichten von Zufallsvariablen:

2

[, (u) = \/%mexp(—z—t) VueR (2.2.1)

la| ’

Jra (u) =

exp
V2mu3d ( QU)
__la (bu — a)?
fT(a,b) (U) - memp( 2u )
u% +...+ u%
2t

Va#0 VYu>0 (2.8.2)

Vo>0 VYa#0 Yu>0 (2.8.8)

—exp(— ) V(ui,...,u,) €R™ (6.0.4)

f(Btlv__thn)(’LLl, - 7un) = (27Tt)5

Satz 7.0.3. Sei M := (M), ein lokales Martingal bzgl. der kanonischen Filtra-
tion (Ft)t-

1. Falls M >0, dann ist M ein Supermartingal bzgl. (F%);.

2. Wenn fir alle t € Ry , E(supg<s<; |Ms|) < +oo gilt, dann ist M ein
Martingal bzgl. (Fy)t.

3. Wenn E(supg|M;s|) < 400, dann ist M ein gleichgradig integrierbares
Martingal bzgl. (Fi)¢.

Beweis:

M ist ein lokales (F);-Martingal. Somit ist M, (F;)¢-adaptiert. Nun wollen
wir die Implikation (1) beweisen. Sei (7,), eine Folge von Stoppzeiten, mit
lim,, 0o 7, = +00 und wofiir (M;a, )+ ein gleichgradig integrierbares Martingal
ist. Dann gilt fiir alle ¢:

E(|M]) = E(M) = E(liminf Mia,,) < liminf E(Miar,) < 400 .

n—oo n—oo

Erste Gleichung: M > 0. Erste Ungleichung: Fatou-Lemma. M ist von unten
durch Null beschrankt und somit folgt die Integrierbarkeit von M; fiir alle ¢ aus
der gleichgradigen Integrierbarkeit von M, fiir allen € N. Fiir alle 0 <s <t
gilt:

E(M|Fs) = E(liminf Mypr, |Fs) < liminf E(Mia,, | Fs) = liminf Mga,, = M; f.s.

n—oo

Erste Ungleichung: Fatou-Lemma fiir bedingte Erwartungswerte. Zweite Glei-
chung: M,,,, ist ein gleichgradig integrierbares (F;):-Martingal.

Nun wollen wir die Implikation (2) beweisen. Fiir alle ¢t € R, gilt:

B(Mi]) < B( sup |M,]) < +oo .
0<s<t
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Hier haben wir die Voraussetzung E(supg<,<; |Ms|) < +oo, fiir alle ¢ benutzt.
M., wird durch eine integrierbare Zufallsvariable supg<,<; |Ms| dominiert.
Somit folgt, dafs der Grenzwert M; = lim,,_,oc Minr,, fiir alle ¢ existiert. Fiir
alle 0 < s < t gilt:

E(M|F,) = E(lim Myp,, |F) = lim E(Mpy, |Fs) = lim Mgp,, = M, fs.

Zweite Gleichung: Lemma 2.4.4 mit Y; = M., und Y = M;. Dritte Gleichung:
Maen-, ist ein gleichgradig integrierbares (F;)-Martingal.

Als Néchstes bleibt noch die Implikation (3) zu zeigen. Die Voraussetzung, daft
sup, | M| integrierbar ist, ist stérker, als die Voraussetzung E(supg«<s«<; | Ms|) <
+00. Somit folgt, nach der Implikation (2), daf M ein (F;);-Martingal ist. Nun
ist M, fir alle ¢ durch eine integrierbare Zufallsvariable sup, |M;| dominiert.
Nach dem Satz 2.3.4 existiert dann der Grenzwert M., = lim;_, o, M;. Somit ist
M ein gleichgradig integrierbares (F;);-Martingal.
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