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Zusammenfassung

Im Jahre 1960 behauptete Yamabe ([13]) folgende Aussage bewiesen zu haben: Auf
jeder kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) der Dimension n > 3 exis-
tiert eine zu g konform &quivalente Metrik mit konstanter Skalarkriimmung. Diese
Aussage ist dquivalent zur Existenz einer Losung einer bestimmten semilinearen ellip-
tischen Differentialgleichung, der Yamabe-Gleichung. 1968 fand Trudinger (|11]) einen
Fehler in seinem Beweis und infolgedessen beschéftigten sich viele Mathematiker mit
diesem nach Yamabe benannten Yamabe-Problem. In den 80er Jahren konnte durch
die Arbeiten von Trudinger ([11]), Aubin (|2]) und Schoen ([9]) gezeigt werden, dass
diese Aussage tatséchlich zutrifft. Dadurch ergeben sich viele Vorteile, z. B. kann beim
Analysieren von konform invarianten partiellen Differentialgleichungen auf kompak-
ten Riemannschen Mannigfaltigkeiten die Skalarkriimmung als konstant vorausgesetzt
werden.

Es stellt sich nun die Frage, ob die entsprechende Aussage auch auf Lorentz-
Mannigfaltigkeiten gilt. Das Lorentz’sche Yamabe Problem lautet somit: Existiert zu
einer gegebenen raumlich kompakten global-hyperbolischen Lorentz-Mannigfaltigkeit
(M, g) eine zu g konform &quivalente Metrik mit konstanter Skalarkriimmung? Das
Ziel dieser Arbeit ist es, dieses Problem zu untersuchen.

Bei der sich aus dieser Fragestellung ergebenden Yamabe-Gleichung handelt es sich
um eine semilineare Wellengleichung, deren Losung eine positive glatte Funktion ist
und aus der sich der konforme Faktor ergibt. Um die fiir die Behandlung des Yamabe-
Problems benétigten Grundlagen so allgemein wie moglich zu halten, wird im ersten
Teil dieser Arbeit die lokale Existenztheorie fiir beliebige semilineare Wellengleichun-
gen fiir Schnitte auf Vektorbiindeln im Rahmen eines Cauchy-Problems entwickelt.
Hierzu wird der Umkehrsatz fiir Banachrdume angewendet, um mithilfe von bereits
existierenden Existenzergebnissen zu linearen Wellengleichungen, Existenzaussagen
zu semilinearen Wellengleichungen machen zu konnen. Es wird bewiesen, dass, falls
die Nichtlinearitdt bestimmte Bedingungen erfiillt, eine fast zeitglobale Losung des
Cauchy-Problems fiir kleine Anfangsdaten sowie eine zeitlokale Losung fiir beliebige
Anfangsdaten existiert.

Der zweite Teil der Arbeit befasst sich mit der Yamabe-Gleichung auf global-
hyperbolischen Lorentz-Mannigfaltigkeiten. Zuerst wird gezeigt, dass die Nichtlinea-
ritdt der Yamabe-Gleichung die geforderten Bedingungen aus dem ersten Teil erfiillt,
so dass, falls die Skalarkriimmung der gegebenen Metrik nahe an einer Konstanten
liegt, kleine Anfangsdaten existieren, so dass die Yamabe-Gleichung eine fast zeit-
globale Losung besitzt. Mithilfe von Energieabschiatzungen wird anschliefend fiir 4-
dimensionale global-hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeiten gezeigt, dass unter der
Annahme, dass die konstante Skalarkriimmung der konform dquivalenten Metrik nicht-
positiv ist, eine zeitglobale Losung der Yamabe-Gleichung existiert, die allerdings nicht



notwendigerweise positiv ist. Aulerdem wird gezeigt, dass, falls die H%-Norm der Ska-
larkriimmung beziiglich der gegebenen Metrik auf einem kompakten Zeitintervall auf
eine bestimmte Weise beschrankt ist, die Losung positiv auf diesem Zeitintervall ist.
Hierbei wird ebenfalls angenommen, dass die konstante Skalarkriimmung der konform
aquivalenten Metrik nichtpositiv ist. Falls zusétzlich hierzu gilt, dass die Skalarkriim-
mung beziiglich der gegebenen Metrik negativ ist und die Metrik gewisse Bedingungen
erfiillt, dann ist die Losung fiir alle Zeiten in einem kompakten Zeitintervall positiv,
auf dem der Gradient der Skalarkriimmung auf eine bestimmte Weise beschrénkt ist.
In beiden Féllen folgt unter den angefiihrten Bedingungen die Existenz einer zeitglo-
balen positiven Losung, falls M = [ x ¥ fiir ein beschrianktes offenes Intervall I ist.
Zum Schluss wird flir M = R x ¥ ein Beispiel fiir die Nichtexistenz einer globalen
positiven Losung angefiihrt.
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Abstract

Yamabe([13]) claimed in 1960 that he had proven the following theorem: Any Rieman-
nian metric g on a compact smooth manifold M of dimension n > 3 is conformal to
a metric with constant scalar curvature. An equivalent formulation of this theorem is
the existence of a solution to a certain semilinear elliptic differential equation, the so-
called Yamabe equation. In 1968 Trudinger ([11]) found a mistake in Yamabe’s paper
and consequently many mathematicians dealt with this so-called Yamabe problem. In
the 80s Trudinger (|11]), Aubin (|2]) and Shoen (|9]) were able to fix the mistake and
prove that Yamabe’s theorem was indeed true. This has many advantages, for exam-
ple when analyzing a conformally invariant partial differential equation on compact
Riemannian manifolds one can assume that the scalar curvature is constant.

The question now arises whether the analogous statement on Lorentzian manifolds
also applies. The Lorentzian Yamabe Problem can be stated as follows: Given a spati-
ally compact globally hyperbolic Lorentzian manifold (M, g), does there exist a metric
conformal to g with constant scalar curvature? The goal of this dissertation is to ex-
amine this problem.

The Yamabe equation which arises from this question is a semilinear wave equation
which must have a positive smooth solution. In the first part of this dissertation the
local theory of existence of general semilinear wave equations for sections on vector
bundles was developed. For this the inverse function theorem and already existing
statements about the existence of solutions to linear wave equation on Lorentzian ma-
nifolds were used. It will be proven that there exists an almost global solution to the
corresponding Cauchy problem for small initial data as well as a time local solution
for arbitrary initial data if the nonlinearity fulfills certain conditions.

The second part of the dissertation deals with the Yamabe equation on globally hyper-
bolic Lorentzian manifolds. First by using the results of the first part it will be proven
that there exist initial data such that the Yamabe equation has an almost time global
solution if the scalar curvature of the given metric is sufficiently close to a constant.
Afterwards by using energy estimates it will be shown in the case of 4-dimensional
Lorentzian manifolds that under the assumption that the constant scalar curvature of
the conformal metric is non-positive there exists a global smooth solution to the Ya-
mabe equation which is not necessarily positive. But it will be proven that the solution
is positive on a compact time interval if the H?-Norm of the scalar curvature of the
given metric is bounded on this time interval in a certain way or if the scalar curvature
is negative and the gradient of the scalar curvature is bounded in a specific way. In
both cases the existence of a global positive smooth solution follows, if the Lorentzian
manifold has the form M = I x ¥ where [ is an open bounded time interval and X is a
Riemannian manifold. At the end an example for the nonexistence of a global positive
solution in the case of M = R x ¥ will be presented.
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1 Einleitung

Das Yamabe-Problem auf einer Lorentz-Mannigfaltigkeit lautet: Existiert zu einer ge-
gebenen Lorentz-Mannigfaltigkeit (M, g) eine zu g konform dquivalente Metrik g mit
konstanter Skalarkriimmung S5? Sei S, die Skalarkriimmung beziiglich der Metrik g
und sei dim(M) = n + 1. Dann ist diese Fragestellung dquivalent zum Finden einer
glatten Losung der Differentialgleichung

1

n—1 1 u

bzw. einer positiven glatten Losung der Differentialgleichung

n—1 n—1
O — S, 0 — ——
9P T+ An g¥ in

+3

Szpn1 = 0. (1.2)

Hierbei bezeichnet [J, = —div o grad = —tr(V?) den skalaren d’Alembert-Operator
beziiglich g. In beiden Féllen handelt es sich um semilineare Wellengleichungen. Aus
diesem Grund wird zuerst die lokale Existenz von Losungen allgemeiner semilinearer
Wellengleichungen untersucht. Um die Ergebnisse so allgemein wie méglich zu halten,
wird die Theorie fiir Schnitte auf Vektorbiindel entwickelt. Anschliefend wird die
globale Existenz einer Losung der Gleichung (1.1) bzw. einer positiven Losung von
(1.2) untersucht.

Der erste Teil der Arbeit befasst sich mit allgemeinen semilinearen Wellenglei-
chungen auf global-hyperbolischen Lorentz-Mannigfaltigkeiten. Um das zugehorige
Cauchy-Problem sinnvoll behandeln zu kénnen, werden global-hyperbolische Lorentz-
Mannigfaltigkeiten betrachtet. Solche Mannigfaltigkeiten sind nach dem Theorem
von Bernal - Sénchez (siche Thm. 2.2) isometrisch zu (R x %, —Bdt* + g;), wobei
¥ = {t} x ¥ glatte raumartige Cauchy-Hyperflichen fiir alle ¢t € R sind und {g; }ier
eine Familie Riemannscher Metriken auf ¥; darstellt. Es wird angenommen, dass
> geschlossen ist. Sei £ — M ein reelles Vektorbiindel und sei £ ein semilinearer
Wellenoperator. Fiir ty € R wird das zugehorige Cauchy-Problem

Lu =,
u|2t0 = Uo, (13)
V:ﬂﬂzt = Uz,



1 Einleitung

betrachtet, wobei v das zukunftsgerichtete zeitartige Einheitsnormalenfeld entlang
> ist. Die Schnitte f, ug,u; und die Losung u liegen in geeigneten Raumen, die in
Kapitel 2 eingefiihrt werden. Des Weiteren werden in Kapitel 2 bereits vorhandene
Existenzresultate zu linearen Wellengleichungen auf Lorentz-Mannigfaltigkeiten aus
[5] kurz vorgestellt. Diese Ergebnisse werden verwendet, um in Kapitel 3 Aussagen
zur Existenz einer Losung des Cauchy-Problems (1.3) machen zu konnen. Das Ziel
ist es, die semilineare Wellengleichung zu linearisieren, um mithilfe des Umkehrsatzes
fiir Banachrdume eine fast zeitglobale Losung fiir kleine Anfangsdaten wug, u, f (siehe
Theorem 3.10) bzw. eine zeitlokale Losung fiir beliebige Anfangsdaten (siehe Theorem
3.12) zu erhalten.

In Kapitel 4 wird schlieflich das Yamabe-Problem untersucht. In Abschnitt 4.1
und 4.3 werden bereits existierende Resultate zum Yamabe-Problem auf Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten bzw. auf ultrastatischen Raumzeiten vorgestellt. Mithilfe
von Theorem 3.10 wird in Abschnitt 4.4 gezeigt, dass fiir kleine Anfangsdaten
up, u; und fiir Skalarkriimmungen S,, die nahe an S liegen, fiir ein beliebiges fest
vorgegebenes Zeitintervall eine Losung von (1.1) existiert.

In Abschnitt 4.5 werden Lorentz-Mannigfaltigkeiten der Dimension 3 bzw. 4 betrach-
tet. In diesen beiden Fallen wird in Theorem 4.16 mithilfe von Energieabschétzungen
gezeigt, dass fiir S; < 0 eine glatte zeitglobale Losung der Yamabe-Gleichung
(1.2) existiert, die aber nicht unbedingt positiv ist. In Abschnitt 4.6 werden fiir
4-dimensionale Lorentz-Mannigfaltigkeiten in Theorem 4.17 und 4.25 zwei ver-
schiedene Bedingungen an die Metrik g vorgestellt, so dass die Losung von (1.2)
auf einem fest vorgegebenem Zeitintervall positiv ist. Auch dies wird mithilfe von
Energieabschatzungen erreicht. In Abschnitt 4.7 wird, falls S; > 0 und Sz < 0 gilt,
ein Beispiel fiir die Nichtexistenz einer zeitglobalen positiven Losung gegeben.



2 Das lineare Cauchy-Problem

In diesem Kapitel werden einige Notation eingefiihrt und die Ergebnisse zu linearen
Wellengleichungen auf global-hyperbolischen Lorentz-Mannigfaltigkeiten aus [5] kurz
vorgestellt. Wahrend des gesamten Kapitels sei angenommen, dass (M, g) eine global-
hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit der Dimension n + 1 ist. Es gibt verschiedene
Moglichkeiten eine global-hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit zu definieren. Eine
mogliche Definition ist die folgende:

Definition 2.1. EFine zusammenhdingende, zeitorientierte Lorentz-Mannigfaltigkeit M
heifst genau dann global-hyperbolisch, wenn sie eine Cauchy-Hyperfldche X besitzt, d.h.
eine Teilmenge > C M, die von jeder nicht-erweiterbaren zeitartigen Kurve in M
genau einmal getroffen wird.

Weitere Definitionen und Eigenschaften kénnen z. B. in [6] nachgelesen werden. Fiir
global-hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeiten gilt das folgende wichtige Theorem
von Bernal-Sénchez:

Theorem 2.2 ([4], Thm. 1.1). Jede global-hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit
(M, g) ist isometrisch zu der Produktmannigfaltigkeit (R x X, —Bdt* + g;), wobei
B :Rx ¥ — (0,00) eine positive glatte Funktion ist. Die Niveaumengen 3, := {t} x X
sind fiir alle t € R glatte raumartige Cauchy-Hyperflichen und (g;),cg ist eine glatte
Familie Riemannscher Metriken auf 3.

Folglich kann die global-hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit (M, g) in der Form
(R x ¥, —Bdt? + g;) geschrieben werden, wobei angenommen wird, dass die Cauchy-
Hyperflache ¥ geschlossen ist.

2.1 Der lineare Wellenoperator
Zuerst soll erlautert werden, was man unter einem Wellenoperator auf einer Lorentz-
Mannigfaltigkeit versteht. Sei £ — M ein reelles Vektorbiindel.

Definition 2.3. Fin linearer Wellenoperator L : C*(M,E) — C>®(M,E) ist ein
linearer Differentialoperator der Ordnung zwei, dessen Hauptsymbol durch die Metrik
g gegeben ist, d.h. es gilt

or(§) = —(&,€)g - idg,
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fiir alle x € M und alle ¢ € T*M. Wihlt man lokale Koordinaten x°, 2, ..., " auf M
und eine lokale Trivialisierung von E, dann ldsst sich ein linearer Wellenoperator in
der Form

n - 82 n (9
L - — K " " Bl 5 — 5 5
> gt x) 5mia ; (t2) 5~ +C(t.x)

i.j=0

schreiben, wobei B;, C' Matriz-wertige glatte Koeffizienten sind, (gij)l.j die inverse Ma-
o 0

triz von (gij) mit gij = (57, 527 )g 5t und xo =t gilt.
Ein Beispiel eines Wellenoperators ist der Zusammenhangs-d’Alembert-Operator, der
folgendermafen definiert ist:

Definition 2.4. Se: V ein Zusammenhang auf E. Dieser Zusammenhang induziert
zusammen mit dem Levi-Civita-Zusammenhang auf T*M einen Zusammenhang auf
T"M ® E, der wieder mit V bezeichnet werden soll. Sei tr : T"M @ T*M — R die
metrische Spur, die gegeben ist durch tr(§ @ n) = ({,n) fir{,n e T*M.

Dann ist der Zusammenhangs-d’Alembert-Operator OV : C®(M,E) — C®(M, E)
definiert durch

C®(M,E) 5 C*(M,T"M®FE) 5% C*(M,T"M @ T*M ® E) ~“25"® ¢>~(M, E).

Dies ist nicht nur ein Beispiel fiir einen Wellenoperator, dariiber hinaus zeigt das nichs-
te Lemma, dass sich jeder lineare Wellenoperator als ein Zusammenhangs- d’Alembert-
Operator zuziiglich eines Terms nullter Ordnung schreiben lasst.

Lemma 2.5 ([6], Lemma 1.5.5). Sei L : C*°(M, E) — C*°(M, E) ein linearer Wellen-
operator. Dann existiert ein eindeutiger Zusammenhang V auf E und ein eindeutiges
Endomorphismenfeld B € C*°(M, Hom(E, E)), so dass

L=0V+B

qilt.

2.2 Notationen

Bevor das Hauptresultat aus [5] zur Existenz von Losungen linearer Wellengleichun-
gen vorgestellt werden kann, werden einige Notationen eingefiihrt. Insbesondere wird
der sogenannte Raum der Schnitte beschrankter k-Energien eingefiihrt, in dem die
Losungen enthalten sein werden. Im Unterschied zu den Notationen in [5] werden die-
se Rédume fiir ein beliebiges festes kompaktes Zeitintervall I = [to,t1] C R definiert.



2.2 Notationen

Damit wird sichergestellt, dass die nachfolgend definierten Rdume Banachraume sind.
Sei £ — M ein reelles Vektorbiindel und E* — M das duale Vektorbiindel.

Definition 2.6. Der Zusammenhang auf dem auf 3 eingeschrinkten Vektorbindel
E|s, sei mit V bezeichnet. Der sich aus diesem Zusammenhang und dem Levi-Civita-
Zusammenhang auf T*Y ergebende Zusammenhang wird ebenfalls mit ¥V bezeichnet.
Auf Els, sei eine riemannsche Metrik gegegeben. Sei des Weiteren Y der formal ad-
jungierte Operator zu NV und sei A\ = V'V +id. Dies ist ein positiver, formal selbst-
adjungierter elliptischer Operator. Infolgedessen ist A definiert.

Dann ist fir k € R die Sobolev-Norm eines Schnittes u € C*(X, E|x) definiert durch

—k
[ulle == [|A2u]| 25

Der Sobolev-Raum H*(Z, E|y,) ist definiert als der Abschluss von C*(X, E\,,) beziiglich
|- |lx- Wenn es offensichtlich ist, welches Vektorbiindel gemeint ist, wird H*(X) anstatt
HY(X, Els) geschrieben.

Bemerkung 2.7. Fir k € Ny st

-

k 2
1wl sy = (Z HVUH%?(Z)>
=0
eine zu || - ||k dquivalente Norm.

Sei D'(M,E) der Raum der distributionellen Schnitte von E. Seien des Weite-

ren ufp] die Auswertung eines distributionellen Schnittes u an einem Testschnitt
p € CX(M,E*) und ¢(x) (u(x)) die Auswertung der linearen Form ¢(z) € E} an
der Stelle u(z) € E,. Jeder Sobolev-Schnitt v € H*(X, E|x) kann durch

il = [ (afe()) (A~ 5u(w) dA)

als distributioneller Schnitt aufgefasst werden, wobei dA das Volumenelement von ¥
bezeichnet.

Sei I = [tg,t] C R. Die Familie { H*(3;)}se; ist ein Biindel von Banachriumen iiber
dem Intervall I. Fiir [,k € Ny ist C'(I, H*(X,)) der Raum der [-mal stetig differen-
zierbaren Schnitte dieses Biindels.

Definition 2.8. Der Banachraum

FEX(®, 1) .= C°(I, H*(Z,)) nCH(I, H*1(,))
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beinhaltet die Schnitte mit beschrdankter k-Energie. Seine Norm ist gegeben durch
lulge = e (e s,y + IV0ule1(5,)) -
Die Schnitte u € CY(I, H*(%,)) bzw. u € L*(I, H*(3,)) kénnen durch

Mﬂzjﬁwmﬁwmws

I

als distributionelle Schnitte aufgefasst werden. Da fiir & > 0 insbesondere u € L*(IxX)
gilt, lasst sich u in diesem Fall schreiben als

um:[(éw%>

wobei dA, das Volumen auf ¥, und dV das Volumenelement auf I x X bezeichnet, fir

das dV = B2dA, ds gilt.

5.0 (W) 0) dA(0) ) ds = [ puay,

XX

Fiir den weiteren Verlauf ist es notwendig, den Wellenoperator auf den Raum der
distributionellen Schnitte zu erweitern. Dies geschieht mithilfe des formal dualen Ope-
rators L.

Sei u € D'(M, FE) und ¢ € C°(M, E*), dann kann jeder Differentialoperator L durch

Lulp] = u[L'¢]
zu einem Operator L : D'(M, E) — D'(M, E) erweitert werden.

Im Folgenden wird der Raum definiert, in dem sich die Losung der linearen Wellen-
gleichung befindet.

Definition 2.9. Sei L : D'(M, E) — D'(M, E) ein linearer Wellenoperator. Sei
FEMS, L, 1) = {uec FEXNS,I) : Lu € L*(I, H* (%))}

Fir f € L*(I, H*"1(%,)) liegen die Lésungen von Lu = f mit beschrinkter k-Energie
im Banachraum FE¥(X, L, I).

Man kann nun das zur linearen Wellengleichung zugehorige Cauchy-Problem formu-
lieren: Existiert fiir gegebene f € L2(I, H*"1(%,)), up € H*(Xy,), up € H*1(3;,) mit



2.3 Wohlgestelltheit des linearen Cauchy-Problems

I = [to, 1] eine Losung u € FEX(X, L, I) von

Lu = f,
U|Zt0 = U, (21)
Vuu|zt = Ui,

wobei v das zukunftsgerichtete zeitartige Einheitsnormalenfeld entlang 3 bezeichnet?
Da die gegebene Metrik von der Form g = —A3dt? @ ¢, ist, hat der Zusammenhangs-
d’Alembert-Operator folgende Gestalt

1
ov = thvt + A + Terme hochstens 1. Ordnung.

Infolgedessen lésst sich nach Lemma 2.5 ein beliebiger linearer Wellenoperator fiir
distributionelle Schnitte u € D'(M, E) schreiben als

1 —
L = Evtvt + A —|— A1V —|— Agvt —f- Ag,

wobei Aj, As, A3 Vektorblindelhomomorphismen von T*M ® E nach E beziehungs-
weise von E nach E sind. Da fiir u € FE*(X, L, I)

Al(VU) + AQ(V{U) + Ag(U) € CO(I, Hk_l(E.))
gilt, kann der Raum F&£*(X, L, I) durch den Raum

1

Fek(»,0,1) = {u € FENZ,T)) 3

Vi Viu+ Agyu € L*(I, H’f—l(z:.))}

ersetzt werden.

2.3 Wohlgestelltheit des linearen Cauchy-Problems

In diesem Abschnitt werden die Hauptresultate aus [5] vorgestellt. Zur Losung des
Cauchy-Problems (2.1) wird folgende Energie definiert:

Definition 2.10. Sei [ = [ty,t;] C R ein kompaktes Zeitintervall. Fir k € R und
t € I bezeichnet

Ey(u,t) = Ei(u, %) = [uls, [ 5es,) + 1Voullie s,
die k-Energie von u entlang 2.

Es gilt folgende Energieabschétzung:
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Theorem 2.11 ([5], Thm. 8, Cor. 17). Sei k € R und I = [to,t1] C R. Sei L ein
linearer Wellenoperator. Dann existiert eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle t € 1
und fiir alle u € FE¥(X,0, 1)

d
CEw1) < O Bl t) + | Ll s, 2.2)
und infolgedessen
t
Ei(u,t) < Ex(u,ty) - ) + /GC(tS)HLUH?{k—l(ES) ds (2.3)

to
gilt.
Unter Verwendung dieser Energieabschitzung folgt

Theorem 2.12 (|5], Thm. 13). Sei k € R und I = [tg,t1] C R. Sei L ein linearer
Wellenoperator. Dann ist fiir jedes feste to € I die Abbildung

‘ng(z> DaI) - Hk(Eto) D Hk_l(zto) D LQ([aHk_l(Z'))a

u (u}zto, v”“’zto’ Lu),

ein Isomorphismus.

Dies bedeutet, dass fiir alle f € L2(I, H*1(%,)), ug € H*(Xy,), u1 € H1(3,,) eine
eindeutige Losung u € FE*(X, 0, 1) von (2.1) existiert. Um eine Losung fiir alle t €
I C R zu erhalten, wobei I offen ist, wihlt man eine Ausschopfung ¢ty € I C ... C I
durch kompakte Intervalle [;. Seien u; jeweils die Losungen auf I; mit den gegeben
Anfangsdaten zur Zeit to. Wegen der Eindeutigkeit gilt u.|;;, = u; fiir alle & > j und
somit sind die Losungen u; Einschrankungen einer globalen Lésung u auf /. Aufgrund
der Stetigkeit der Umkehrabbildung ergibt sich zudem die stetige Abhéngigkeit der
Losung von den Anfangsdaten. Folglich ist das Cauchy-Problem (2.1) wohlgestellt.

Bemerkung 2.13. In den Theoremen 2.11 und 2.12 miissen die Koeffizienten des
Wellenoperators nicht notwendigerweise glatt sein. Sei L ein linearer Wellenoperator

der Form
Lu = %Vtvtu + Agu+ Bi(u) + Bo(Vu) + B3(Viu) (2.4)
oder
Lu = OV + By (u) + By(Vu) + Bs(Vu), (2.5)



2.3 Wohlgestelltheit des linearen Cauchy-Problems

wobei

By : C(I, H*(%,)) — L3I, H* (%)),
By : CO(I, H*(2.)) — L*(I, H*1(2.)),
By : CO(1, H* () — L*(I, H*1(2.))

stetige lineare Operatoren sind.
Im Beweis von Theorem 2.11 ist folgende Abschdtzung fiir alle t € I erforderlich:

(A : (52 (By(u) + By(Vu) —i—Bg(Vtu))) A (5 zvt“»m(zt)
< C1|Bi(u) + Ba(Vu) + Bs(B2 Vi) || -1 1672 Veul | gr-i(s,)
< Cs (Il + 185 Veullor s, ) 1875Vl s s

Die zweite Ungleichung ist erfillt, wenn fir jedes feste t € I die Abbildungen

By(t) : H*(Z,) — HFY(Z)
Bo(t) : H (%)) — H" (%))
Bs(t) : H1(%,) — H" (%))

wohldefiniert und stetig sind.






3 Das semilineare Cauchy-Problem

In diesem Kapitel werden allgemeine semilineare Wellengleichungen auf global-hyper-
bolischen Lorentz-Mannigfaltigkeiten im Rahmen eines Cauchy-Problems betrachtet.
Das Ziel ist es, die semilineare Wellengleichung zu linearisieren, um mithilfe des Um-
kehrsatzes fiir Banachrdume die Existenz von Losungen zu untersuchen. Auf diese
Weise kann gezeigt werden, dass unter bestimmten Annahmen an die Nichtlineari-
tdt eine Losung auf beliebigen kompakten Zeitintervallen fiir entsprechend klein ge-
wahlte Anfangsdaten gefunden werden kann. Des Weiteren wird mit einem &hnlichen
Argument gezeigt, dass unter diesen Annahmen auch eine zeitlokale Losung fiir be-
liebige Anfangsdaten existiert. Durch den Umkehrsatz erhélt man zuerst Losungen in
FEF (3,0, 1). Durch ein Bootstrapping-Argument wird dann gezeigt, dass fiir glatte
Anfangsdaten diese Losungen ebenfalls glatt sind.

Es sei erneut angenommen, dass (M, g) = (Rx X, —(dt*@g;) eine global-hyperbolische
Lorentz-Mannigfaltigkeit der Dimension n + 1 ist, wobei X geschlossen ist. Seien
E — M ein reelles Vektorbiindel und I = [tg,t;] C R ein festes kompaktes Inter-
vall. Der Banachraum F (%, I) sei definiert durch

Fu(S, 1) .= C°(1, H*(%,)) ® C°(1, H* 1(Z,, T*S ® E)) @ C°(I, H*1(%,))
und fiir @ := (u, Vu, Viu) € Fp(X, I) ist eine Norm auf F (X, I) gegeben durch
|l 7 = llullcow,arsay + IVullooq mi sy + I Veulloo mri s,y (3.1)
Die folgenden zwei Lemmata werden im weiteren Verlauf haufig verwendet.

Lemma 3.1 ([12], Lemma 1.8). Sei ¥ eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit
der Dimension n. Seien E und F' zwei Vektorbiindel iber M und sei f : E — F eine
glatte fasertreue Abbildung. Dann ist die Abbildung

g: H*S,E) — HS, F)

ur— fou

fir alle k > 5 ebenfalls glatt.

11



3 Das semilineare Cauchy-Problem

Lemma 3.2 (Omega lemma (|1], Lemma 2.4.18)). Seien X, Y Banachriume. Sei
f: X =Y eine C"-Abbildung. Dann ist die Abbildung

Q,: C" (R, X) = C" (R, X)

u+— fou
eine C1-Abbildung. Insbesondere ist die Abbildung

Q,: C°(R, X) — C°(R, X)

u+— fou

ebenfalls C".

Sel nun
A ET"MRQEDE - E

eine glatte fasertreue Abbildung. Nach Lemma 3.1 und Lemma 3.2 ist die induzierte
Abbildung

A Fu(B, 1) — COI, H'(2.)) € LI, H*'(%.))

mit A(v,w, 2)(z) = A(v(z),w(x), z(z)) fir alle z € M wohldefiniert und glatt, falls

k—1> % gilt. Aus diesem Grund wird im folgenden Theorem angenommen, dass
k —1 > % ist. Dann kann ein semilinearer Wellenoperator £ in der Form

Lu :=0Vu+ A(u, Vu, Vi) (3.2)
oder

1 _
Lu = thvtu + Ayu+ A(u, Vu, Vyu) (3.3)
geschrieben werden.

Fiir vy € H¥%y,), vy € HY(3,,) und f e L*(I, H*"*(3,)) wird im Folgenden
das semilineare Cauchy-Problem

Lu = f,
uls,, = uo, (3.4)
Vyu|2t0 = U1

firk—1> % betrachtet.

12



3.1 Fast globale Existenz einer Losung fiir kleine Anfangsdaten

3.1 Fast globale Existenz einer Losung fiir kleine
Anfangsdaten

Zuerst wird fiir ein beliebiges festes Zeitintervall I = [to, t1] die Existenz einer Losung
in FE¥(X,0,1) fiir kleine Anfangsdaten gezeigt. In Theorem 3.10 wird anschliefend
die Glattheit dieser Losung bewiesen, falls die Anfangsdaten glatt sind.

Theorem 3.3. Sei (M,g) = (R x ¥, —(dt*> ® g;) eine (n + 1)-dimensionale global-
hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit und sei 3 geschlossen. Seien I = [to, 1], k —
1> 5 und ser Lu ein semilinearer Wellenoperator der Form

Lu = 0OYu+ A(u, Vu, Vu)

oder
1

Euzﬁ

ViViu+ Agu+ A(u, Vu, Viu),

wobet
Az Fio(S, 1) = COL H1(2,))  LA(1, H" (%))
die induzierte Abbildung zu einer glatten fasertreuen Abbildung
A EGT"MR@FE®E = E
set.

Dann existiert ein € > 0, so dass fir alle f € L*(I,H*'(3%,)), uo € H*(Z,,)
und u; € H*1(3,,) mit

[woll w(syy) + llutllgr-1(s) + 1 —A0,0,0)[[ 27, mr-1(s0y) < € (3.5)
eine eindeutige Losung w € FE(X,0,1) von (3.4) existiert. Diese hingt stetig von
f,uo und uy ab.

Bemerkung 3.4. In Lemma 3.7 wird die Grofie von € genauer bestimmt.

Beweis. Seien A : E @ T"M ® E ® E — FE eine fasertreue glatte Abbildung,
A o F(X, 1) — L*I,H*1(%,)) die induzierte Abbildung und Lu = OVu +
A(u, Vu, Viu), wobei k — 1 > 2 gilt. Um die Existenz einer Losung von (3.4) zu
erhalten, wendet man den Umkehrsatz fiir Banachraume auf die Abbildung

L:FENS,OT) — HYD) @ HH(S,) ® L* (I, H*1(%,)),

13



3 Das semilineare Cauchy-Problem

u — (u‘zto, V,,u|2t0, Lu),

an. Nach Voraussetzung an A ist A insbesondere C'!-differenzierbar ist und somit auch
L. Es bleibt zu zeigen, dass es ein @ € FEk(Z, 0, I) gibt, so dass die Ableitung von £
an der Stelle u,

DL(a) : FEX(2,0,1) — H*y,) @ HY(%,,) @ LA(1, H*1(%,)),

ein Isomorphismus ist. Sei f = A(0,0,0), up = 0 und u; = 0. Dann ist @ = 0 eine
Losung von (3.4). Folglich kann £ um @ = 0 linearisiert werden. Sei v € FE*(X, 0, I).
Dann ist

) d -
DL(0)-v = d—XC(/\v)b\:o

d

d d
- (d—/\()\v|2to>|)\0; ﬁ(/\vyvhto)h:o, d_)\ﬁ(/\vﬂ)‘ = 0)

d
= (U|Zt0a vuv|2t0, aﬁ()\v)h()) .

Weiterhin berechnet man

d
DL(0)-v= ﬁEO‘U)h:O

d _
=0V + 5./4()\1}7 AVu, A\Vv)| =0

=[Vv +D.A(0,0,0) - (v, Vo, Vi)

= Vo + D1.A(0,0,0) - v+ D5.A(0,0,0) - Vo + D3A(0,0,0) - Vv
mit By := D1.4(0,0,0), By := D2.A(0,0,0) und Bs := D3.4(0,0,0). Da die Abbildung
A: F®eT"M ® E® E — FE glatt und fasertreu ist, ist auch die Abbildung A :

El|lg, ®T*%; ® E|s, ® Els, — FE|s, fiir jedes feste t € I glatt und infolgedessen ist nach
Lemma 3.1 die induzierte Abbildung

A, HYNS) @ HY(Z, TS @ B) @ HY(%,) — H1(X)
fir alle k — 1 > 5 und fiir alle ¢ € I glatt. Folglich ist
DA(0,0,0)(t) : H*(X) @ H Y2, T*YS @ BE) @ H* (%) — H (%)

insbesondere fiir jedes feste t € I wohldefiniert und stetig. Somit erfiillen B;, B, und
B3 die in Bemerkung 2.13 genannten Bedingungen. Aufgrund dessen ist

L:=DL0)=0V+B,+By-V+ B3V,

14



3.1 Fast globale Existenz einer Losung fiir kleine Anfangsdaten

ein linearer Wellenoperator. Nach Theorem 2.12 ist die Abbildung

‘ng(za D?D — Hk(Eto) ©® Hk_l(zto) ©® LZ(L Hk_l(ZO))7
v (U‘Et : Vﬂ)‘zt , DL(0) - v),

ein linearer Isomorphismus. Aus dem Umkehrsatz fiir Banachrdume folgt direkt, dass
die Abbildung £ ein lokaler C'-Diffeomorphismus bei @ = 0 ist. Folglich bildet £ eine
Umgebung U C .FE’“(E,D,I) um % = 0 diffeomorph auf U; & U, @ Uz ab, wobei
U C H*Zy,), Uy € H**(3,,) Umgebungen um 0 und Us C L%*(I, H*"1(%,)) eine
Umgebung um A(0, 0, 0) sind. Dies bedeutet, dass ein £ > 0 existiert, so dass fiir alle
(ug, uy, f) € HE(Sy,) ® HE (S, & L2(1, H*1(%,)), die (3.5) erfiillen, eine eindeutige
Losung w € U € FEX(L, 0, 1) existiert, die aufgrund der Stetigkeit von £~ stetig von
(uo, u1, f) abhéngt.

Die Losung u ist eindeutig in U. Es bleibt zu zeigen, dass es keine weitere Losung in
FEX(2,0,1) gibt. Sei u € U eine Losung von (3.4) und sei up € FE¥(X,0,1)\ U eine
weitere Losung von (3.4). Seien v := u — ug, v := (v, Vv, V) und 4, 1y seien analog
definiert. Dann gilt

A(a) — A(ug) = %A(UQ +s-(u—ug))ds

0
1

:/DA(a2+s.<u—a2)).<a—a2)ds

0

1
_ / DLA(E) v+ DAE) - Vo + DyA(E) - Vv ds
0

fiir & = Uy + 5 - (@ — @y). Aufgrund dessen ist v € FE¥(X,0,I) eine Losung des
linearen homogenen Cauchy-Problems

1 — — JE— —
Lv:=0Vv+ [D1A(&) - v+ Do A(E) - Vo + D3A(E) - Vivds =0,
0
U’Eto = 0,
VVU|2tO =0

Weiterhin gilt aufgrund der obigen Uberlegungen, dass wegen k — 1 > 5
DA(w, Vw, Vaw)(t) : H*(S) © H (2, T*S @ E)) @ H1(%,) — H1(%)

fiir jedes feste ¢ € I und fiir alle w € FE*(X, I) stetig ist. Dies induziert die Abschiit-
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3 Das semilineare Cauchy-Problem

zung

1
/ DlA(gs) v+ DQA(ES) . VU + D3A(§S) . B%Vtv ds
0

kal(zt)

Dl.A(f_S) U+ DQ.A(gs) : vv + D3.A(gs> : B%Vﬂ}

< max
s€[0,1]

_1
< C (ol + 1874V ullms, )

Hk—l(zt)

Demzufolge gilt fiir v nach Bemerkung 2.13 die Energieabschétzung

t

to
woraus v = 0 und damit die Eindeutigkeit der Losung folgt. [
Bemerkung 3.5. Wenn f =0 ist, d.h. die Wellengleichung die Form

OV + A(u, Vu, Viu) = 0

mit A(0,0,0) = 0 hat, dann ezistiert ein e > 0, so dass das zugehorige Cauchy-Problem
eine eindeutige Lisung fir alle ug € H*(Zy,), uy € H*1(3,,) mit

[woll ax(syy) + lutllme-1(s,,) <€

hat.

Nun stellt sich die Frage, von welchen Grofsen die in Theorem 3.3 genannte Umgebung
abhéngt. Dies wird unter Verwendung des folgenden Theorems untersucht.

Theorem 3.6 ([1], Prop. 2.5.6). Seien E,F Banachriume, U C E offen und sei
f:UCFE— F eine C"-Abbildung mit r > 1, sei uy € U und sei

Df(u): E— F
v Df (o) - v := (D f (up)) (v)

ein Isomorphismus. Dann ist f ein lokaler C"-Diffeomorphismus nahe ug und fiirr > 2
lassen sich auf folgende Weise Schranken fir die Umgebungen angeben. Sei

L= |Df(uo)ll und M =|[Df(uo)"|,
wobei || - || die jeweilige Operatornorm beschreibt. Es gelte des Weiteren

HDQf(u)H < K fiir [Ju — up|| < R und BR(uo) cU.

16



3.1 Fast globale Existenz einer Losung fiir kleine Anfangsdaten

Sei P = min ( 1 R). Dann bildet f eine offene Menge G C Bp(ug) diffeomorph auf

2K M >
By (f(us) ab.
Mit Hilfe des Theorems 3.6 kann die Grofe € in Theorem 3.3 genauer abgeschétzt
werden.

Lemma 3.7. Sei C' > 0 die Konstante aus der Energieabschdtzung (2.3) fir den
linearen Wellenoperator L := DL(0). Fir v € FE*(X,0,1) mit |lul| rer < R gelte
ID2A(u, Vu, Vou)|| < K(R). Sei R, die grifte Zahl, so dass R, - K(R,) < Le=3CN

1
2
gilt.

Dann existiert unter den Voraussetzungen aus Theorem 3.3 eine Lisung des Cauchy-
Problems (3.4) fiir alle f € L*(I, H*"1(3,)),uq € H*(Sy,),ur € H*1(3;,) mit

R* _1
ool + sy + 11 = A©,0, 0Lz tor sy < e 2N

Beweis. Fiir u,w € FE¥(X,0, 1) ist

d
DOV (u) - w = ﬁmv(u +w) = Vw

unabhéngig von u. Folglich gilt fiir die zweite Ableitung an der Stelle u in Richtung
v,w € FEME,O,1),

D*0Y(u) - (v,w) =D (DOY(-) - w) - v = %Dvwb\o = 0.

Dies impliziert
D*L(u) = D* (OY + A) (u) = D*A(u, Vu, Vu),
was wiederum
D?L(u) = D*A(u, Vu, Vu)
ergibt. Infolgedessen gilt nach Voraussetzung ||D?L(u)|| < K(R) fiir u € FE¥(X, 0, 1)

_ 1
M :=|D -1 P :=min | ——— .
IDL(0)""|| und min <2K(R)M’ R)

Dann gilt unter Verwendung des Theorems 3.6, dass fiir alle f € L*(I, H*"1(%,)),
ug € H*(Xy,), up € HF1(3,,) mit

P

lollsrx(seg) + Nl -1y + 1L = A0, 0,0)l[ 2 mr-1(00)) < 577

17
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eine Losung von (3.4) existiert.

Als Néchstes wird unter Verwendung der Energieabschitzung (2.3) die Kon-
stante M abgeschiitzt. In Theorem 3.3 wurde gezeigt, dass DL£(0) = L ist, wobei L
einen linearen Wellenoperator beschreibt. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch

L7V HYS,) @ HY(S,) @ LA(I, H1(%,)) — FEX(x,0,1),

(U07U17f) = v,

wobei v die Losung des Cauchy-Problems

Lv = f,
U|Et0 = Yo, (36)
V,uls, = v
ist. Sei
[Cfsvo, vl = ([ fll 2 me-120) + voll ey + vl -1z, )-
Dann ist

M = sup {[[v]|zer [ Lv = [, vls,, = vo, Vivls,, = vi, [[(f; 00, 00) [k = 1}

vo,v1,f

Unter Verwendung der Energieabschiatzung fiir lineare Wellengleichungen aus Theo-
rem 2.11 folgt fiir die Losung v € FEX(X,0,1) des Cauchy-Problems (3.6) mit

| (fsvo, v1)[[x =1

||U||%1k(2t) + ||V,,v||%1k71(gt) < (HUOquk(ztO) + ||U1||12qk71(2t0)> - ehto)
t
+ / |’LUH?{’C*1(23) . eC(t—S) ds
to

< efhto) (||Uo\|12r{k(zt0) + ||U1H12Hk—1(zt0) + HfH%Q(I,H’“—l(E.))>

< CHI
Da diese Abschitzung fiir alle t € I gilt, folgt ||v]|%,. < e“Vl und somit M < 30l
Fir R, gilt

oton < 1

1
*K *S_
R (R.) 5 5

und aufgrund dessen folgt P = R* und die Behauptung. [
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3.1 Fast globale Existenz einer Losung fiir kleine Anfangsdaten

Bemerkung 3.8. Im Allgemeinen ist es nicht moglich, durch das Theorem 3.3 nicht-
triviale zeitglobale Léosungen auf I x 3 zu erhalten, wobei I ein offenes Intervall oder
R bezeichnet. Angenommen (ug, uq, f) erfillt fir I, = [to,t,] C I die Bedingung (3.5).
Dann existiert eine Losung v € FE*(X,0,[to, t1]). Um diese Losung auf [to,ts] fiir
ein ty > ty fortzusetzen, missen die neuen Anfangsdaten g := u|gt1, Uy = V,,u|gt1,
[ = fls,, ebenfalls (3.5) mit Iy = [ti,t5] erfiillen. Um dies zu gewdhrleisten, ist es
unter Umstinden notwendig die Anfangsbedingungen (ug,u1, f) so zu wdhlen, dass die
rechte Seite der Energieabschdtzung

luliZen < 1 (ol sy + s sgsy + 15 = A, Tt o) By a5,

entsprechend kleiner wird. Setzt man dies unendlich oft bis I fort, werden zwar, falls I
ein endliches offenes Intervall ist, die Zeitintervalllangen tmmer kleiner, dennoch ist
es maglich, dass die Losung auf dem neuen Zeitintervall aufgrund des Terms

1 = Au, Vu, Ve 721 ez

aus der Energieabschétzung nicht mehr (3.5) geniigt, so dass die urspringlichen An-
fangsbedingungen wieder kleiner gewdhlt werden miissen. So ist es maglich, dass die
Anfangsbedingungen gegen O konvergieren und dementsprechend die eindeutige zeitglo-
bale Losung des Cauchy-Problems die triviale Losung ist.

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Losung von (3.4) glatt ist, wenn glatte Anfangs-
daten vorausgesetzt werden.

Theorem 3.9. Seim € Ny. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen aus Theorem 3.3 gelte
Vif e COI,H*71(%,)) fir alle 0 < j < m und fir alle k —m —2 > 2. Dann gilt
fir die Lésung von (3.4)

m—+2
ue ﬂcz I,H*(%,))
fir alle k —m —2 > 3.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstédndige Induktion {iber m € Ny. Sei u die
Losung des Cauchy-Problems (3.4) mit Lu = %Vtvtu + Ay u + A(u, Vu, V). Fiir

= 0 folgt aus Theorem 3.3, dass u € C°(I, H*(%,)) N CY(I, H*"1(3,)) gilt. Aus
fy A(u, Vu, Vi), Ay,u € CO(1, H*=2(%,)) folgt

%Vtvtu = f—Ayu— Ay, Vu, Viu) € C°(I, H*2(%,))
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3 Das semilineare Cauchy-Problem

und demnach u € C%(I, H*=%(%,)). Damit folgt die Behauptung fiir m = 0.
Fiir den Induktionsschritt sei angenommen, dass Vi f € C°(I, H*=71(%,)) fiir alle
0 <j<m+1 gelte. Sei u die Losung des Cauchy-Problems (3.4), d.h. es gilt

1
&

Nach Induktionsvoraussetzung gilt u € N7“5*C*(I, H*~*(3,)). Folglich bleibt zu zeigen,
dass Vi""?u € CO(I, H*=™=3(%,)) gilt. Wendet man nun auf die Gleichung (3.7) die
(m + 1)-te kovariante Ableitung beziiglich ¢ an, so erhdlt man

m+1 i
m+ 1\ omti=t /1 ; "
> ( Z. >—a PR (B) ViViViu+ A, (V7 )
=0

+ [V A u+ VP (A, Vu, Viu)) = Vi f (3.8)

ViViu+ Agu+ A(u, Vu, Viu) = f. (3.7)

Fiir den Kommutator gilt

(Vi AgJu e OO HM " (3,)),
da u € C™*(I, H*"™71(%,)). Ebenso gilt auch A, (Vy"'u) € C(I, HF"m73(%,))
und nach Voraussetzung an A gilt nach Lemma 3.1 und Lemma 3.2

Vit (A, Vu, Viw)) € CO(I, HF™7%(3,)) fiir u € NXHCY(I, H*/(Z,)) fiir alle
k—m —2> 2. Die zu (3.8) dquivalente Gleichung

- 1
=0

m - m + ]' 8m+1ii ]' 7 m m
Vt 3y = —B(Z ( . )W (E) Vt”u + Agt (Vt +1U) + [Vt —H,Agt} U
+ V7 (A(u, Vu, Vi) — V;”“f)

impliziert dann V"3 € C°(I, H*="3(%,)), woraus v € C™+3(I, H*=™=3(%,)) und
dementsprechend die Behauptung fiir m + 1 folgt. O

Aus diesem Theorem lésst sich nun sehr leicht die Glattheit der Losung folgern.

Theorem 3.10. Sei (M,g) = (R x X, —fdt*> & g;) eine (n + 1)-dimensionale
global-hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit und sei ¥ geschlossen. Seien I := [to, t1]
und sei Lu ein semilinearer Wellenoperator, wie in Theorem 3.3 beschrieben.

Dann existiert ein € > 0, so dass fir alle ug,uy € C®(%,), f € C®( x ¥),
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die fiir alle k —1 > 5 die Bedingung

lwoll v (s + llutllmr-1(s) + 1 — A0,0,0)|[ 27, gr-1(s0y) < € (3.9)

erfillen, eine eindeutige Losung glatte Losung u von (3.4) existiert.

Beweis. Nach Theorem 3.9 gilt v € C™2(I, H*™72(%,)) fiir alle k,m € Ny mit
k —m —2 > % und somit auch fiir alle k,m € Ng mit k —m —2 > 5 +m + 2. Aus
dem Sobolev-Einbettungssatzes, der auch fiir Schnitte auf geschlossenen Riemannschen
Mannigfaltigkeiten gilt (siehe z.B. [7], Appendix, Theorem C.6), folgt H*"™2(%) C
C™2(X), woraus u € C™2(1, C™2(33,)) und demzufolge u € C™+2(I x ) folgt. Da
dies fiir alle k,m € No mit k —m —2 > & +m + 2 gilt, folgt die Glattheit der Losung
u. O

3.2 Existenz einer zeitlokalen Losung fiir beliebige
Anfangsdaten

Es stellt sich nun die Frage, ob man Existenzaussagen auch fiir beliebige Anfangsdaten
ug, u1, f machen kann, die nicht in einer kleinen Umgebung um 0 bzw. A(0, 0, 0) liegen.
Wie im folgenden Theorem gezeigt wird, ist dies moglich. Allerdings erhélt man auf
diese Weise nur zeitlokale Losungen, d.h. es gibt ein T" > #j, so dass die Losung fiir
alle ¢t < T existiert.

Theorem 3.11. Sei (M, g) = (R x 3, —Bdt* ® g;) eine (n + 1)-dimensionale global-
hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit und sei 3 geschlossen. Seien I = [to, t1], k —
1> 3 und ser Lu ein semilinearer Wellenoperator der Form

Lu =0+ A(u, Vu, Viu)

oder
1

Eu:ﬁ

ViViu+ Agu+ A(u, Vu, Viu),

wobet
A Fo(3,1) — CUI,HY(S,)) € LA(I, H (%))
die induzierte Abbildung zu einer glatten fasertreuen Abbildung

A:EoT"M@EGFE — FE
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3 Das semilineare Cauchy-Problem

set.

Dann existiert fir alle uy € H*3(3y,), vy € H*(S,,), f € CO(I, H*(X,)) ein
T € (to,t1], so dass eine eindeutige zeitlokale Losung u € FEN(X,0,[to, T]) des
Cauchy-Problems (3.4) existiert.

Beweis. Sei £ ein Wellenoperator der Form Lu = %Vtvtu + Agu + A(u, Vu, V).
Seien ug € H*3(3y,), up € H"'(5,) gegeben. Sei g := flz,, € H*'(3y,). Das Ziel
ist es, ein ¢ € FEX(X,0,1) zu finden, welches

£90|Et0 =9,
90|2t0 = Up,
Vu@|zt0 = U

erfiillt, so dass die Abblidung

L:FEH®,0,1) — HY(S,,) @ H () @ LA(1, H (%)),

U (u‘2t07 Vl,u|2t0, Lu),

um ¢ linearisiert werden kann.
Sei hierzu u, = 3 3 |gto -uy. Die Parallelverschiebung von ug und u; langs der t-Kurven
seien ebenfalls mit ug bzw. u; bezeichnet. Man betrachte folgenden Ansatz

© = up+ (t—tg) - Uy + (t — to)*w, (3.10)

wobei w ein Schnitt auf ¥, ist und spéter genauer bestimmt werden wird.
Zuerst priift man leicht,

@’2,50 = Uo,

Vopls, = B2 Vigls, = ur.
Des Weiteren ist Lo|s, = g dquivalent zu
2ﬁ_1|gt0w + Agytto + A(ug, Vg, 1) = g,
wodurch

1 = -
w= §5|Et0 (_Agou() — A(uo, Vo, 1) + 9)

folgt. Da uy € H*1(X,,) und ug € H*3(%,,) gilt, folgt Vug € H*2(X,;,) und dement-
sprechend A(ug, Vug, @) € H*1(3,,). Dies impliziert w € H**(X,,) und insbeson-
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3.2 Existenz einer zeitlokalen Losung fiir beliebige Anfangsdaten

dere ¢ € C*°(I, H*1(%,)). Da
6_1Vtvt90 + Agt@ = 25_1111 + AgtSO € CO<Ia Hk_l(EO)) - LQ(Iv Hk_l<2'))

gilt, ist ¢ € FE¥(X,0,1) und deswegen ¢ € V. Sei ¢ := Lp. Dann gilt wegen
Alp, Vi, Vip) € CO(I, H*=1(%,)) auch v € C°(I, H*=1(%,)) C L*(I, H*"1(%,)). Fiir
ve FENE,O,1) gilt

d

DL(p)-v = aﬁ(so + Av)|a=0

d — _
=37V, Vi + Av + aA(go + v, Voo + AV, Vo + AV,0) a0

= B7'V,Viw + Av + D1 A(p, Vi, Vi) - v + DaA(p, Vo, Vi) - Vu
+ D3 A(p, Vo, Vi) - Vyu,

wobei B; = D1 A(p, Vo, Vi), By == Dy A(p, Vo, V,0), By := D3 A(p, Vi, V)
aufgrund der gleichen Argumentation wie im Beweis von Theorem 3.3 fiir alle k—1 > 7
die in Bemerkung 2.13 genannten Bedingungen erfiillen. Somit ist L, := DL(y) ein
linearer Wellenoperator. Da nach Theorem 2.12 die Abbildung

FENS,O,1) — HMSy) @ H (%) @ L2 (1, H (%)),
v (u]y, . Vool DE()-v).
ein linearer Isomorphismus ist, kann erneut der Umkehrsatz angewendet werden. Somit

ist die Abbildung £ ein lokaler C'-Diffeomorphismus bei ¢. Folglich existiert eine
Losung u € FE¥(X,0, I) des Cauchy-Problems

Lu =,
uls,, = to, (3.11)
V,,U,|Zto :ﬁ1

fiir alle @y € H*(3,,) in einer Umgebung um gp’zt = g und fiir alle 7, € H*1(3,)
0
in einer Umgebung um Vl,cp{zt = u;. Infolgedessen existiert insbesondere eine Losung

fiir die zu Beginn des Beweises fest vorgegebenen, aber beliebigen Anfangsdaten wug €
HM3(5,,), up € HFHL(S,,). Zusitzlich muss fiir f die Abschitzung

Hf— ¢HL2(1,H'€—1(2.)) <e(I)

fiir ein gentigend kleines e gelten, wobei £(/) monoton fallend in |/] ist. Aufgrund der

Tatsache, dass Lo = ¢, f € CO,H*"}(%,)), sowie f|, = |, gelten, existiert
to 0

¢
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3 Das semilineare Cauchy-Problem

I* = [ty,T] C I, so dass

If = Yl 2 w1z < e(I).

erfiillt ist. Ersetzt man nun im obigen Beweis I durch I*, so existiert eine Losung
w € FEX(X, 0, I') fiir alle f mit

Hf— W‘L?(I*,H’v*l(z.)) <e(I7)

und wegen e(I) < &(I*) insbesondere auch fir f. Folglich gibt es fiir alle
ug € H*3(3,), wy € H*(S,,), f € O, HF 1 (5,)) ein T € (to,t1], so dass eine
zeitlokale Losung des Cauchy-Problems (3.4) fiir alle ¢ € [ty,T] existiert. Diese ist
aufgrund der gleichen Argumentation wie in Beweis von Theorem 3.3 eindeutig. [

Analog zu Theorem 3.10 zeigt man, dass bei gegebenen glatten Anfangsdaten die
Losung glatt ist und erhélt somit folgendes Theorem.

Theorem 3.12. Sei (M, g) = (R x X, —3dt* ® g;) eine (n + 1)-dimensionale global-
hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit und sei & geschlossen. Seien I := [tg,t;] und
sei Lu ein semulinearer Wellenoperator, wie in Theorem 3.11 beschrieben.

Dann existiert fiir alle ug,u; € C®(3y,), f € C®(I x X) eine eindeutige glatte Lisung
u € C™([ty, T| x X) des Cauchy-Problems (3.4).
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4 Das Yamabe-Problem

In diesem Teil der Arbeit wird die semilineare Wellengleichung betrachtet, die sich
aus dem Yamabe-Problem auf Lorentz-Mannigfaltigkeiten ergibt. Zuerst werden das
Riemannsche Yamabe-Problem und die bereits bekannten Resultate auf Lorentz-
Mannigfaltigkeiten kurz dargestellt.

4.1 Das Yamabe-Problem auf Riemannschen
Mannigfaltigkeiten

Yamabe beschiftigte sich in den 60er Jahren mit folgendem Problem, das nach ihm
benannt wurde: Sei eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) der Dimen-
sion n > 3 gegeben. Existiert eine zu g konform &quivalente Metrik mit konstanter
Skalarkriimmung?

Yamabe selbst behauptete in [13], eine Losung fiir das Problem gefunden zu haben,
jedoch fand Trudinger 1968 einen Fehler in seinem Beweis. Schliefslich konnten Trudin-
ger [11], Aubin [2] und Schoen [9] einen korrekten Beweis dafiir liefern, dass tatséchlich
immer so eine konform dquivalente Metrik gefunden werden kann. Im Folgenden sollen
kurz die Ergebnisse vorgestellt werden.

Sei X eine zusammenhéngende, kompakte n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltig-
keit mit Metrik ¢. Jede konform dquivalente Metrik lisst sich schreiben als § = e?“g,
wobei u € C*(X) eine glatte reellwertige Funktion auf ¥ ist. Unter Verwendung der
Transformationsformel fiir die Skalarkriimmung S, unter einer konformen Anderung
der Metrik (siche z.B. |7], Thm. 1.159) ergibt sich fiir die Skalarkriimmung S; beztiglich
der Metrik g,

S;=e"(2(n—1)Agu— (n—2)(n — 1)|Vul2 + 5,) .

Sei ¢ = e"3°t. Fiir u = ﬁ In(¢p) gilt dann

2 1 1
Agu = (;Ag@ + ?

n—2

|w|3)
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4 Das Yamabe-Problem

und

4

1
2 2
[Vul; = m@\vﬂg'

n+2
n—2

~ 2 Ayp 2 |Vl? 4(n —1) |Vl
(o — 1 g g\ _ g
55 = ¢ ((n )(n—Q @ +n—2 2 n—2 2 5

[ 4n—1)
=" <ﬁﬁgw + 5990> :

Fiir a,, := 4(’;—’_21) ergibt sich

Fir p := gilt fiir die Skalarkriimmung beziiglich g = P~ 'g

Ay + anSgp = anSgp". (4.1)

Demnach existiert genau dann eine zu g konform dquivalente Metrik mit konstanter
Skalarkriimmung Sy, wenn es eine Konstante S; gibt, so dass (4.1) eine positive glatte
Losung besitzt. Dies konnte in folgendem Theorem bewiesen werden:

Theorem 4.1 ([13], [11], [2], [9]). Sei X eine zusammenhdingende, kompakte Riemann-
sche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2. Fir Lyp := Ay + a, Sy sei

() = 28kt
() = .
[/
Dann existiert fiir2 < q <p = Z—fg emne positive glatte Losung @, von Lop = Ap? mit

A= inf{]q(@) tp € Hi(X),0>0,0# 0} = Iq(SOq)-

Somit ist jede Metrik auf einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit konform
A

an *

aquivalent zu einer Metrik mit konstanter Skalarkriimmung Sj :=

Bemerkung 4.2. Betrachtet man den Koeffizienten p genauer, stellt man fest, dass
p= Z—J_rg dem kritischen Exponenten entspricht, von dem bereits bekannt ist, dass die

Gleichung Aw = w? im subkritischen Fall ¢ < Z_J—r% einfach zu losen ist, wihrend fir
den superkritischen Fall ¢ > Z—fg eventuell keine globale glatte Losung existiert.
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4.2 Das Lorentz’sche Yamabe-Problem

4.2 Das Lorentz'sche Yamabe-Problem

Im Folgenden sei M eine (n + 1)-dimensionale global-hyperbolische Lorentz-Mannig-
faltigkeit mit metrischer Signatur (— + ...4+) und n > 2. Nach Theorem 2.2 ldsst
sich M schreiben als M = R x ¥ mit Metrik g = —Sdt* @ g;, wobei ¥; := {t} x &
glatte raumartige Cauchy-Hyperflachen fiir alle t € R sind und {g¢;}icr eine Fami-
lie Riemannscher Metriken auf ¥; darstellt. Es sei angenommen, dass > geschlossen
ist und dass die Metrik g sowie die Skalarkriimmung S, glatt sind. Analog zum Rie-
mannschen Yamabe-Problem stellt man sich nun auch hier die Frage: Léasst sich zur
Lorentz-Mannigfaltigkeit (M, g) eine zu g konform dquivalente Metrik g mit konstanter
Skalarkriimmung S finden?

Bemerkung 4.3. Es kann zur Vereinfachung angenommen werden, dass =1 gilt.
Denn sei § = —Bdt?> ® g, gegeben, dann betrachte die Metrik g = %g = —dt* D g,
mit g; = %gt. Wenn nun zu g eine konform dquivalente Metrik g mat konstanter
Skalarkrimmung gefunden werden kann, dann ist g auch konform dquivalent zur ur-
springlichen Metrik §.

Wie im Riemannschen Fall kann das Yamabe-Problem auf Lorentz-Mannigfaltigkeiten
auf eine Differentialgleichung zuriickgefithrt werden. Im Unterschied zum Riemann-
schen Yamabe-Problem fiihrt dies nicht zu einer elliptischen partiellen Differentialglei-
chung, sondern zu einer Wellengleichung. Es gilt

Lemma 4.4 ([7], Thm. 1.159). Seien g und g = e*'g konform dquivalente Metriken
auf einer (n + 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit M und v € C*°(M). Dann gilt fir
die Skalarkriimmung beziiglich g

Sy =€ (2n0gu — n(n — 1)|Vul? + 5,) | (4.2)

wobei O = —div o grad = —tr(V?) den skalaren d’Alembert-Operator beziiglich g
bezeichnet.

Sei V der Gradient, der nur die Ableitungen entlang ¥ enthélt. Da die Metrik g die
Form —dt? ® g, hat, lautet die Yamabe-Gleichung

n—1(u\> n-12 , 1 1
Setzt man ¢ = enT_l“, dann folgt analog zu den Berechnungen zur Herleitung von
(4.1)
n—1 n—1 nt3
g Syp — Szpn—1 = 0. 4.4
Y+ An g% in g¥ (4.4)
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4 Das Yamabe-Problem

Deshalb ist das Losen des Yamabe-Problems édquivalent zum Finden einer globalen
glatten Losung u von (4.3) oder einer positiven globalen glatten Losung ¢ von (4.4).
Die Nichtlinearitét in (4.4) hat eine einfachere analytische Form als die Nichtlinearitét
n (4.3). Aufgrund dessen ist es fiir n = 2 und n = 3 moglich, fiir die Gleichung (4.4)
eine Energie zu definieren, um, wie in Abschnitt 4.5 gezeigt wird, durch Energieab-
schitzungen die Existenz einer zeitglobalen glatten Losung zu zeigen. Allerdings muss
fiir diese Losung, im Unterschied zur Losung von (4.3), noch zusétzlich die Positivitét
gezeigt werden.

_ n+3

T n—1

der (n + 1)-dimensionalen Lorentz-Mannigfaltigkeit M. Da aber im weiteren Verlauf

Bemerkung 4.5. Der Exponent p : in (4.4) ist der kritische Exponent beziiglich
Sobolev- Einbettungen nur auf ¥; und nicht auf M betrachtet werden, ist es nicht not-
wendig, die Techniken, die tblicherweise im kritischen Fall angewendet werden, zu
benutzen.

In Abschnitt 4.3 werden bereits existierende Resultate zum Yamabe-Problem auf ul-
trastatischen Raumzeiten vorgestellt. Im weiteren Verlauf werden fiir ein beliebiges
festes Zeitintervall I = [to,t1] die Gleichungen (4.3) sowie (4.4) im Rahmen eines
Cauchy-Problems betrachtet. In Abschnitt 4.4 wird das Cauchy-Problem

Oyu+ 51 (%) = 5Vl + 558, = 5:S5e™,
u‘t:tg = Uy, (4'5)
atu|t:t0 = Uz

untersucht. Es wird gezeigt, dass fiir Skalarkriimmungen S;, die sich in einer kleinen
Umgebung um Sj; befinden, das Cauchy-Problem (4.5) fiir kleine glatte Anfangsdaten
ug, up eine glatte Losung auf I x ¥ besitzt. Anschliefend wird fir dim(M) =n+1=4
bzw. n + 1 = 3 das Cauchy-Problem zur Gleichung (4.4) betrachtet:

Op + 2580 — 25007 =0,
S0|t=t0 = Yo, (46)
atSO|t:t0 = ¥1-

In Abschnitt 4.5 wird gezeigt, dass das Cauchy-Problem (4.6) fiir S; < 0 eine glatte
Losung fiir alle t € R besitzt. In Abschnitt 4.6 wird fiir den Fall n = 3 untersucht,
unter welchen Bedingungen an die Metrik g bzw. die Skalarkrimmung S, diese Losung
positiv auf einem vorgegebenen Zeitintervall ist. In Abschnitt 4.7 wird anschlieffend
ein Gegenbeispiel fiir globale Existenz einer positiven Losung auf R x ¥ vorgestellt,
falls S; < 0 und S, > 0 fiir alle (¢,z) € M gilt.

28
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4.3 Das Yamabe-Problem auf ultrastatischen
Raumzeiten

Fiir den Fall einer ultrastatischen Raumzeit, bei der die Metrik die Form g = —dt?*®gs,
hat, wobei gs, nicht von ¢ abhéngt, wurde die Gleichung (4.4) in [8] bereits untersucht.
In diesem Fall lasst sich der d’Alembert-Operator vereinfacht schreiben als

32

D:@_'_Agz'

__ n+3

T n—1

Die Yamabe-Gleichung hat dann fiir p : und a,, := ’1—;1 die Form

0? ~
@90 + nggp = ansg‘Pp» (47)

wobel

LQZ = Agz + anSyz

bis auf den Koeffizienten a,, dem Riemannschen Yamabe-Operator aus Abschnitt 4.1
entspricht. Aufgrund der speziellen Form der Metrik ist es in diesem Fall moglich, die
Resultate des Riemannschen Yamabe-Problems zu verwenden, um Existenzaussagen
fiir die Yamabe-Gleichung (4.7) machen zu konnen. In [8] wird gezeigt, dass die Exis-
tenz einer positiven Losung von den Vorzeichen von S; und dem kleinsten Eigenwert
von L, abhingt.

Theorem 4.6. (/8/, Theorem 3.9) Sei (3, gs) eine kompakte Riemannsche Mannigfal-
tigkeit und sei (M, g) eine global-hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit der Dimension
n+1, n > 2, die fir ein offenes Intervall I C R isometrisch zu (I x ¥, —dt*> @ gs,) ist.

Sei p11(Lyg. ) der kleinste Eigenwert von Ly, .
Dann gilt:
1) Ist py (L) < 0, dann

a) existiert ein Sz < 0, so dass (4.7) eine globale Lisung ¢ € C*(I x X,R5)
besitzt.

b) existiert fiir S; > 0 keine globale Losung ¢ € C®°(R x X, R-) von (4.7).

2) Ist uy(Lgy) = 0, dann
a) existiert fir S; # 0 keine globale Lisung ¢ € C*(R x X,R~q) von (4.7).
b) existiert fiir Sz = 0 eine globale Lisung ¢ € C*(I x X,Rsq) von (4.7).

3) Ist pn(Lgs,) > 0, dann
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4 Das Yamabe-Problem

a) existiert fiir S; = 0 genau dann eine globale Losung ¢ € C*(1 x X, Rs)

von (4.7), wenn |I] < m(ﬂigg'

b) existiert fiir S; < 0 keine globale Losung ¢ € C™(I x X,R-q) von (4.7),
wenn |I]| >

H1 (z’gz) ’
c) existiert ein Sz > 0, so dass (4.7) eine globale Lisung ¢ € C*(I x ¥,R-0)
besitzt.

Bemerkung 4.7. Betrachtet man eine allgemeine Metrik g = —Bdt*> ® g, so dass die
Familie von Riemannschen Metriken von t abhdngt, dann lassen sich die Methoden in
[8] nicht mehr anwenden.

4.4 Fast globale Existenz fiir S, nahe 5,

In diesem Abschnitt wird fiir ein fest vorgegebenes Zeitintervall I = [to, ;] mit
—00 < ty < t; < oo das Cauchy-Problem (4.5) betrachtet. Im weiteren Verlauf wird
folgendes Lemma héiufig verwendet werden, das aus Theorem 3.70 in [3] und Proposi-
tion 3.6 in [10] folgt.

Lemma 4.8. Sei X eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension
n und k > 1. Dann existiert eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle f,g € H*(Z,R)N
C°(Z,R)

1f - gl < C (1l lgllaxs) + 1L s lgll=c) (4.8)
qgilt.

Beweis. Seien I,m € N mit k = [ +m. Fiir f € H*(Z,R) N C%(Z,R) sei f definiert
durch

] 1
fi=7= vol(X) /fdA‘
5

Dann gilt wegen [ fdA = 0 nach Theorem 3.70 in [3]

~ ~ L ~ 11
IV 2 < G Pl Lk, (19)

T —

Wegen k,1 > 1 und || || z(s) < 2| f||lz(») gilt die Ungleichung (4.9) auch fiir f. Dies
impliziert

1—L

1 1 m
IV A1 oy < CollVA S Easy 1 sy < Coll oy 1 ey (420)
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Durch Verwendung der Holder-Ungleichung wund (4.10) ergibt sich fiir
f,g € HY(Z,R)NC°(3,R) analog zum Beweis von Proposition 3.6 in [10] fiir
Funktionen auf R™:

(V') (V7)) < IV 2 o IV 02

z m m z
< Cull Fll e 1 £l ey 91 o gy 9 e
®

1
= Cy (Il lgll o) ® (gl arsyll fllzes))
< Cy (I fllee gl ey + 1 f ey gl e (s)) S

wobei in der letzten Ungleichung benutzt wurde, dass (a + b)k > a™b fir m +1 =k
und a, b € R gilt. Da zudem

1F - VEgllia < 1 e lgllass)

und
lg -V Fllrzs) < gl f s
gilt, folgt
(V') (V79) ey < Cs (I ooy gl sy + 1 19 )
fiir alle I, m € Ny mit [ +m = k und demzufolge die Behauptung. m

Aufgrund der Sobolev-Einbettung H*(X) c C°() fiir & > 2 impliziert Lemma 4.8
folgendes Lemma:

Lemma 4.9. Sei 3 eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension
n. Sei k> 2 und seien f,g € H*(X). Dann ezistiert eine Konstante C' > 0, so dass

1 - gllmr ) < Clfllaesllglnees) (4.11)

erfillt ist.

Durch Induktion lésst sich dies auf beliebige endliche Produkte von Funktionen erwei-
tern.

Lemma 4.10. Sei X eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension
n. Seien p € N und k > 5. Dann existiert eine Konstante C' > 0, so dass

11
=1

p
< Cp*lH 1 fill g s
=1

H(3)
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fiir alle f; € H&(X) gilt.
Fiir f € H¥(X) gilt insbesondere

L7l ey < CP N F e -
Aus Lemma 4.8 folgt zudem mit vollstdndiger Induktion folgendes Lemma:

Lemma 4.11. Sei X eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension
n. Setenp €N, k> 2 und f € H*(X). Dann ezistiert eine Konstante C > 0, so dass

—1
17 ey < 2+ LAy Fllrecsy
gilt.

Mithilfes des Theorems 3.10 kann die fast-zeitglobale Existenz einer Losung von (4.5)
fiir kleine Anfangsdaten gezeigt werden.

Theorem 4.12. Sei (M,g) = (R x &, —dt* ® g;) eine (n + 1)-dimensionale global-
hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit und sei 3 geschlossen. Fiirty € R sei I = [to, t1]
gegeben. Dann existiert ein e > 0, so dass fir alle ug, uy € C™(%,,) und S, € C=(M),
die fir alle k > 5 + 1 die Bedingung

t1

1
[woll (s + w1,y + / %”Sg — Sgllarm,yds < € (4.12)

to

erfiillen, eine eindeutige Losung u € C*°(I x X) des Cauchy-Problems (4.5) existiert.
Beweis. Seien b,, := ”T’l, Cp 1= ﬁ und £ = M x R. Dann ist die Abbildung

A:EeT"MQFE®FE — E
((p7 .CE), (p> y)v (pa Z)) = (p7 bnzz - bn|y‘52]t - cnsgezx)

glatt und fasertreu. Die Yamabe-Gleichung in (4.5) hat dann die Form
Ou + A(u, Vu, Viu) = ¢,S,, (4.13)
wobei
A:Fo(2,1) — COI, HFY(X,)) € L*(I, H* (%))

die von A induzierte Abbildung mit A(v,w,z2)(z) = A(v(z),w(zx),z(z)) fir al-
le + € M ist. Dann existiert nach Theorem 3.10 ein € > 0, so dass fiir alle
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ug, uy € C°(8y,), Sg € C*(I x ¥), die fiir alle k — 1 > 7 die Bedingung
[woll rx (s + llutllmr-1(s) + 1 —A0,0,0)|[ 27, gr-1(s0y) < € (4.14)

erfiillen, eine eindeutige Losung glatte Losung u von (3.4) existiert. O

Im Folgenden soll die Grofe von € aus Theorem 4.12 genauer bestimmt werden. Sei
i := (u, Vu, Viu) € Fi(X, ), wobei

fk(za I) = CO(I7 Hk(z')) ©® CO(I7 Hk_l(zn "% ® E)) @ CO<I7 Hk_1<2'))
wie in Kapitel 3 definiert ist. Sei 4 wie im Beweis von Theorem 4.12 gegeben durch

A Fi(B,1) — L1, H (%)),

-1 n—1
P lw|? —
gt

2 2

n 1 v
(v,w, 2) — %5562 .
Sei w € FEXX,0,1) mit |lu|| zer < R. Nach Lemma 3.7 gilt & > %e‘écm, wobei
R, die grofte Zahl mit R, - K(R,) < %e’%cm ist und K(R) die von R abhingige
Konstante ist, die sich aus der Abschiitzung [|D2A(u, Vu, Viu)|| < K(R) ergibt. Fiir
ue C°(I, H*(%,)) gilt nach Lemma 4.10 wegen k —1 > 2 fiir alle t € |

0o ui 3 00 Cz 1HU|| 1
ooy < 3 P20 < T < gt

=0 1=0

Fiir 9 = (v, Vo, V), @ = (w, Vw, Vaw) € Fi(3, I) mit
=0l = 10l 7 = lwlloow,mrsay) + Vwllooq sy + IVewll o, a1y
gilt

D?A(u, Vu, Viu) - (9,%) = (n — 1)0wdw — (n — 1){(Vov, Vw) — %ngwegu
und folglich

HDz'A(Uﬁvu? Vtu) ’ (67 w)HH’C*l(Zz)
< (n = D)C|[ 0w -1z 0wl zr-1(s,) + (n = D[ Vo[ (s [Vl e (s,

2 9 1 20 |u —

~ 5 2 . ~ 5 5
< 2(n — DO (Bllz N @ll7) + ~CIS51e*™ (0] 7]l %)
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4 Das Yamabe-Problem

<2(n—1)C + =C|S;|e*" =: K(R),

S|

wobei C' > 0 die Konstante aus Lemma 4.10 bezeichnet. Aufgrund dessen gilt

D2 A(u, Vu, V)|
= sup {||ID* A(u, Vu, Vo) - (0,9)l| 21,1 sy | 10l = 0|7, = 1}
< VIIK(R) = K(R).

Sei C' > 0 die Konstante aus der Energieabschitzung (2.3) fiir den linearen Wellen-
operator Lv := DL(0) - v = Ov — 2S;v. Sei des Weiteren R, die groBte Zahl mit
R.-K(R.) < %e—%CIII. Dann ist € > %e‘écm. Folglich héngt ¢ von der Intervalllinge
|I| und den beiden Konstanten C' aus der Energieabschitzung fiir lineare Wellen-
gleichungen (2.3) und C' aus Lemma 4.10 ab. Es ist zu beachten, dass man durch
diese Rechnungen eine untere Schranke fiir € erhélt, da genauere Abschatzungen von
|ID2A() - (0, W) || gra-1(s,) eventuell ein grokeres R, und somit auch ein groferes e im-
plizieren konnen.

Um die GréRenordnungen zu verdeutlichen sei angenommen, dass C' = C' = |S;| = 1
und n = 3 ist. Anhand der Grafik erkennt man, dass € mit wachsender Intervalllange
|I| stark fallend ist.

0.4

o
w
a

o
w
T

UmgebungsgroBe e
Y
N [}

015}

0.1

0 0.‘5 ‘; 1.‘5 2‘ 25 3
Intervalllange | I |

Somit stellt (4.12) eine sehr starke Bedingung an die Skalarkriimmung dar. Aus diesem
Grund wird im Folgenden das Cauchy-Problem (4.6) betrachtet. Da diese semilinea-
re Wellengleichung eine einfachere analytische Form als die Wellengleichung aus dem
Cauchy-Problem (4.5) aufweist, ist es in diesem Fall méglich mit Hilfe von Energie-
abschétzungen fiir dim(X) = 2,3 und S; < 0 eine zeitlokale Losung von (4.6) zu
einer zeitglobalen Losung zu erweitern. Dieses Verfahren wird im néchsten Abschnitt
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4.5 Globale Losung der Yamabe-Gleichung

beschrieben. Fiir die Losung des Yamabe-Problems muss zusétzlich noch die Positivi-
tat der Losung gezeigt werden. Unter welchen Bedingungen dies moglich ist, wird in
Abschnitt 4.6 untersucht.

4.5 Globale Losung der Yamabe-Gleichung

In diesem Abschnitt wird das Cauchy-Problem (4.6) betrachtet. Das Ziel ist es, mit-
hilfe von Energieabschétzungen eine zeitglobale Losung zu erhalten. Hierzu wird zu-
erst die Existenz einer zeitlokalen Losung von (4.6) fiir beliebige glatte Anfangsdaten

©o, P1, Sy gezeigt.

Theorem 4.13. Sei (M,g) = (R x X,—dt* & ¢;) eine (n + 1)-dimensionale
global-hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit und sei ¥ geschlossen. Fiir tg € R sei
wo € C® (X4, R), p1 € C®(E,,) und Sy, € C(M).

Dann ezxistiert ein T > to, so dass (4.6) eine positive glatte Losung fir alle t € [ty, T)
besitzt.

Beweis. Im Beweis von Theorem 4.12 wurde bereits gezeigt, dass die Nichtlineari-
tat in (4.5) auch die Bedingungen des Theorems 3.12 erfiillt. Infolgedessen existiert
eine zeitlokale glatte Losung u des Cauchy-Problems (4.5), wobei die Anfangsdaten
(uo, w1, Sy) nicht mehr in einer kleinen Umgebung um (0, 0, S;) liegen miissen. Da fiir
Y= e"7 % > 0 die beiden Cauchy-Probleme dquivalent sind, existiert demzufolge eine
zeitlokale positive glatte Losung ¢ des Cauchy-Problems (4.6), falls ¢o > 0 gilt. [

Da nach Annahme die Metrik die Form g = —dt? @ ¢, hat, gilt fiir den d’Alembert-
Operator in lokalen Koordinaten
Of = —div(grad f)
"9 L Of 1 .. 0f Odetg,
:—Z—, g7l =] - g7 == :
= oz’ ox? 2detg,” Ox* Ox7

_O*f 1 ﬁ@detgt_i 0 (Uaf) 1, 0f Odetg,

o2 2detg, Ot Ot ij=1@ oxt ) 2detgtg oxt Oxd
o*f  of
=—+a=+A
e T TRl
wobei angenommen wird, dass a = %trgt (%) glatt ist. Unter Verwendung der
Schreibweise %‘5 =, %‘zﬁ = ¢ und mit a, = Z—;l, Dn = Z—J_“Z’ ldasst sich das Cauchy-
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4 Das Yamabe-Problem

Problem (4.6) schreiben als

95 + Agt@ + ong + anSg@ = anSgSOpnv
Pli=te, = 0, (4.15)
Pli=ty = ¥1.

Im Folgenden sei S; < 0 und n = dim(X) = 2 oder n = 3, d.h. (as,p2) = (3,5)
und (ag, ps3) = (%, 3). In diesem Fall lasst sich zeigen, dass die Losung fiir alle t € R
existiert.

Fiir den Beweis im Fall n = 2 wird unter anderem eine Sobolev-Einbettung der Form
H'(%;) € L'®(%;) benétigt. Sei hierzu der Sobolev’sche Einbettungssatz auf kompak-
ten Mannigfaltigkeiten (siche z.B. [3], Thm. 2.10) betrachtet:

Theorem 4.14 (Sobolev’scher Einbettungssatz). Sei 3 eine kompakte Riemannsche
Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2. Dann existiert fir alle k,l € Ny, p,q € R mit

1<qg<nund % = % — % die stetige Finbettung

Whtha(3) c Whe(x).
Fiir }D > % — % st die Finbettung kompakt.

Um eine Aussage fiir ¢ = n = 2 zu erhalten, benétigt man folgendes Lemma, das sich
leicht aus dem obigen Theorem folgern lasst.

Lemma 4.15. Sei ¥ eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension 2.
Dann existiert fiir alle p > 2 die stetige Einbettung

H'(X) C LP(%).

Beweis. Sei p > 2 und n = dim(X) = 2. Definiere s := 2+ . Dann ist s € [1,2) und
5 = %52 = ; — 3 Nach Theorem 4.14 ist die Einbettung W'*(X) C LF(X) stetig.

Wegen s < 2 ist dle Einbettung H'(X) = W2(X) ¢ W¥(X) ebenfalls stetig. Dies
impliziert die stetige Einbettung H'(X) C LP(%). O

Im Folgenden wird nun gezeigt, dass das Cauchy-Problem (4.15) eine zeitglobale Lo-
sung besitzt.

Theorem 4.16. Sei (M,g) = (R x X, —dt* ® g;) eine (n + 1)-dimensionale global-
hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit mit n = 2 oder n = 3. Sei X geschlossen und
seity € R. Dann existiert fur glatte Anfangsdaten g, p1 € C(3,,) eine glatte Lisung
des Cauchy-Problems (4.15) fiir alle t € R, falls S; < 0 gilt.
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4.5 Globale Losung der Yamabe-Gleichung

Beweis. Sei fiir ein T* > ¢, mit 7% < oo das Intervall [ty,T*) das maximale Inter-
vall, fiir das eine glatte Losung von (4.15) bei gegebenen glatten Anfangsdaten ¢y, ¢1
existiert. Nach Theorem 4.13 existiert so ein 7™ > t;. Ziel ist es nun zu zeigen, dass
die Losung in der L*>*-Norm gleichméfig fiir alle t < T™ beschrankt ist, so dass dann
die Losung tiber 7™ hinaus erweitert werden kann, was einen Widerspruch zur Ma-
ximalitat von T™ ergibt. Folglich existiert dann eine Losung fiir alle ¢ > t3. Durch
Riickwartslosen der Wellengleichung ergibt sich dann eine zeitglobale Losung fiir alle
teR.

Um eine derartige gleichméfige Schranke fiir die Losung zu erhalten, wird fiir n = 2
oder n = 3 folgendes Energiefunktional definiert

1 . — y,
Eilpt)i= [ 5 (8 + [Tl %) = Sy dd,
p

wobei ¢ die Losung von (4.15) fiir alle ¢ € [ty, T™) ist. Wegen ps = 5 und p3 = 3, ist
Pt > 0. Infolgedessen ist das Energiefunktional wegen S; < 0 nichtnegativ. Sei des
Weiteren e (t, z) definiert durch

pn+1

el(t,x) == (gb2 + |V¢|§t + g02) —

n_S.
Pt 1777

| —

Sei I := [to, T*] und sei C; > 0 eine Konstante, so dass die Matrix (¢;~' — Cig; ")
negativ-definit fiir alle ¢ € I ist. Sei zudem Cy = ||a||(rxx). Fiir die Zeitableitung
des Energiefunktionals gilt dann fiir alle t < T,

. dg’ 0p Dp
Ei(p,t) = /sos0+ (Vo, Vo)g + 0p — anSgp™ o + Z o Baiges T oerdA
¢
L 1 1 _
< /90 ($+ Dgp — anSgd?™) + 59" + 58" + 501|V<p|§t dA; + Ca&i(p, t)
p3M
) ) | p—
< /so (- — anSyp) + 501\V90!fh dA; + Ei(p,t) + Cabr(p,t)
¢
. 1 ) 1 —
< /02902 + 5 anllSyll =) (@*+¢%) + §C1|V90|§t dA; + (1 + Co)é(p, 1)
p
< C5&1(p,t).

Unter Verwendung der Gronwallschen Ungleichung erhélt man fiir ¢t < 7™

Eilp,t) < P g (i, 1) < eBT0) . g (i, 1) < C.
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4 Das Yamabe-Problem

Dies impliziert insbesondere |||,y < V2C fiir alle t € [ty, T*). Da fiir n = 2,3
H?(%;) kompakt in CY(3;) eingebettet ist, wird des Weiteren die H?-Energie uniform
in ¢ abgeschéatzt.

Wendet man den Gradienten auf die Yamabe-Gleichung

¢+ Dg 0+ ap + anSyp = an Sy’ (4.16)

an und bildet anschliefend das Skalarprodukt beziiglich g; dieses Gradienten mit V¢,
dann ergibt sich nach Integration iiber ¥,

/ (V, Vo), + Dy Ay + ol Vo[, + (Va, V)¢ + anSy (Vi V) - (4.17)
P

+anp (VS Vo) | — anpnSep™ ' (Vip, V) dA; = 0.

Zu dieser Gleichung sei das Energiefunktional & (¢, t) definiert durch

1 = - anpn —1 1~
Ealp,t) :/g(lvwlﬁﬁ(ﬁgts@f) — =5 Sa”" HV|2 dA + (e, t).
pa
Zudem sei
1, <. (pPn =
es(t, ) :=§(|V¢|§t+(ﬁgts@)2)— 5 S5 T Vel

Auch in diesem Fall ist das Energiefunktional & (p,t) wegen py —1 =4, p3 — 1 = 2
und S; < 0 nichtnegativ.

Zunichst wird die Zeitableitung von (A,,¢)? abgeschitzt. Sei hierzu
Ji = Z N (gt ij)
ij=1

und sei F' die Matrix mit den Eintragen Fy; = fi - fi, 1 < k,l < n. Sei zudem C} eine
positive Konstante, so dass die Matrix F' — Cyg; * fiir alle t € I negativ-definit ist.

Dann gilt
"9 0 S A P R YA
ij @ 2 Y oy =
(Z ot 9'T5) a—> - (Zf’w> =2 Fugaga < GlVel.
i k=1 k=1 k=1
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4.5 Globale Losung der Yamabe-Gleichung

Demzufolge gilt

10 9 0
5& (Agtf) - AgtSO ’ aAgtW
_ 0 < ij P e g Op
=B |~ 2 (50 ~ Mgz
L ij=
- 0% [ | 99
=Dy Z tJ@x’@ﬂ 1 ( Z gtjrij) Ik + Agp
L 4j=1 i,5,k=1

2
o1
< AgtSD'Agt<P+§ gt(p <th 8x28x3>

7,7=1

2
1 ) "N J I
+§ (Ag ) +< E at( Jr’f)—axk>

irjk=1
9 . 2
= Ny D+ (Agp)? (Z g W) +% ( >, %(gijrf}) %)
zgn— , t,5,k=1
< Agp-Ag o+ (A (th” X :cj> +%C4‘vgp’3t.
ij=1

Fir das Integral des dritten Summanden in der letzten Ungleichung gilt aufgrund el-
liptischer Regularitat (siehe z.B. 7], Appendix Thm H. 27) und der Tatsache, dass auf
einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit die H2-Norm beziiglich verschiedener
Metriken dquivalent ist

' A, < A
/(th 0x18x1> d t_/< > 8x’8x1) da;
oy i,7=1 1,j=1
) /!V @
3t
< (tiglé%ﬁE( ) C5H(PHH2 (Z¢)

< max <
(t,x)elx>

< max
— (t,x)EIXS geukl

- Co (180013205 + I3, ) -
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4 Das Yamabe-Problem

Folglich existiert eine Konstante C7 > 0, so dass

1 [0 .
B / B (Agp)* dA; < /AgtSO Ay pdA; + Crés(p, 1)
Y 2

gilt.

Sei erneut C; > 0 eine Konstante, so dass die Matrix (g’t’1 —Chg, 1) fir alle t € T
negativ-definit ist und Cy = ||a|| L (7xx). Dann gilt fiir die Zeitableitung des Energie-
funktionals & unter Verwendung der Gleichung (4.17):

; S, = - 1, =. : s =
Exlpt) < /(V% Vé), + 501Vl + Agp - Ay — anpnSee (Voo V)

¢
n

AnPn n—1 .ij 61,0 890 QnPn oS 12 .
9 Sge™ th ori oxd 2 (pn — 1)Sg™ Z|Vlg, - & + aea dA,

i=1

+ 0752(90a t) + Sl((pa t)

< / —alVel, — (Va, V) p — .S (V. V) | — anp (V Sy, Vi),
¢

AnPr _ = = . _
5 S Ci™ LAV + Cs|VelZ - PP dA,

+ (C7 + 02 + Cl)£2(307 t) =+ Sl(gp, t)

. 1, oy —. 1 _ _.
< /Cz\lei +5 (IVal2&* + [Vel2 ) + 5@l Sl (1) (IVel2, + [Vel2)
3t

1 _ o
+ éan (’vsg|zt§02 + ‘Vg&@t) + OS|VSO|§15 E SOpn 2 dAt
+ (07 + Cs + 201)52(907 t) + 51(@, t)

< Cy-Ept) + / ColVpl2 - - o2 dA,,

¢

wobei in der letzten Ungleichung die oben bereits hergeleitete Abschitzung fiir & (p,t)
benutzt wurde.

Betrachtet man den letzten Summanden dieser Abschétzung fiir po = 5, dann ergibt

sich aufgrund der Holder-Ungleichung, der Sobolev-Einbettung aus Lemma 4.15 und
elliptischer Regularitat
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4.5 Globale Losung der Yamabe-Gleichung

Vel - & Pl < 1% 1ol Vel s,
< lellis@yllel 2@y IVellZss,
< C’10||4p||:;’{1(2t)||¢||L2(zt)||v¢||%11(2t)
< Cu&i(p,t) & (p,t)
< Caba(p,t),

wobei die bereits hergeleitete uniforme Schranke fiir & (p,t) verwendet wurde. Fiir
ps3 = 3 gilt analog

- & IVl < lellsmylelezmolliVel Ml s,
< C13||90\|H1(2t)||¢||L2(Et)||v@||%6(zt)
< 01451(907t)2||v¢||§11(2t)
< Cis&(p,t).

Infolgedessen existiert sowohl im Fall n = 2 als auch n = 3 eine Konstante C' > 0, so
dass E(p,t) < C&(p,t) fiir alle t € [ty, T™) gilt. Unter Verwendung der Gronwallschen
Ungleichung ergibt sich eine von ¢ unabhéngige Schranke fiir & (¢, t):

52(907t) < 60( o) 82(()07 tO)

Infolgedessen gilt fiir n = 2,3 aufgrund des Sobolevschen Einbettungssatzes fiir alle
t € [to, T7)

[l 7o0 () < él||90||H2(2t) < Cobs(p,t) < C

mit einer von ¢ unabhéngigen Konstanten C.

Mithilfe der Energieabschatzung aus Theorem 2.11 lésst sich hiermit eine uniforme
Schranke fiir alle H*-Normen herleiten. Sei £ > 3 und sei die H*-Energie definiert
durch & (p,t) = H(pH%{k(Et) + {1213k 1(s,)- Pann gilt aufgrund der Energieabschéitzung
(2.2) und Lemma 4.11

Eulp,t) < Big(p,t) + anSglle™ I3, (s,

2(pn—
< Bz (&lpt) + 1ol e los s,

Dies impliziert eine in ¢ uniforme Schranke fiir alle ¢ € [ty, 7*) und fiir alle £ > 3:

Enlp,t) < ePT0E (0, 1).
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4 Das Yamabe-Problem

Da H*2(%,) fiir alle ¢ € I kompakt in C*(3;) eingebettet ist, lisst sich ¢ auf [ty, T
glatt fortsetzen. Nun kann man das lokale Existenztheorem 4.13 fiir die Anfangswerte
o(T*, z) und ¢(T*, x) verwenden und erhélt eine glatte Losung fiir alle t € [to, T* +¢),
was ein Widerspruch zur Maximalitdt von 7™ darstellt. Folglich existiert eine glatte
Losung ¢ des Cauchy-Problems (4.15) fiir alle ¢ > ¢, und durch Riickwértslésen von
(4.15) folgt die Existenz einer glatten Losung fir alle ¢ € R. ]

4.6 Positivitat der Losung

In Abschnitt 4.5 wurde gezeigt, dass das Cauchy-Problem (4.15) eine zeitglobale, glatte
Losung fiir glatte Anfangsdaten im Fall n = 2 und n = 3 besitzt. Im Folgenden sei
n = 3 angenommen. Das Cauchy-Problem lautet dann

@+ Dy 0o+ap+ S0 = £S50°,
Pli=ty = 0, (4.18)
Qli=ty, = 1.

Im néchsten Theorem wird gezeigt, unter welchen Bedingungen an die Skalarkriim-
mung die Losung fiir alle Zeiten in einem festen vorgegebenen kompakten Zeitintervall
positiv ist.

Theorem 4.17. Sei (M,g) = (R x X, —dt?> @ g;) eine 4-dimensionale global-hyper-
bolische Lorentz-Mannigfaltigheit und sei > geschlossen. Sei zudem Sz < 0.

Dann existieren fir jedes feste Zeitintervall I := [tg,t1] mit —oo < ty < t; < 00, auf
der die Skalarkrimmung der Abschdtzung

t

1 [ Cuar 72
=t |1Sy(9)lnm,) ds < =5 4.19
[ 2 IS s s < (4.19)

to 5
fiir ein € € (0, %) und fir alle t € I geniigt, kleine Anfangsdaten oo € C™(5;,,Ry),
01 € C%(%,,R), so dass die Losung des Cauchy-Problems (4.18) positiv auf I x 3
ist. Die Konstante Cy; wird in Bemerkung 4.18 genauer erliutert und Cs bezeichnet
die Sobolev-Konstante aus (4.20).

Beweis. Sei I = [ty,t1] ein beliebiges kompaktes Zeitintervall. Sei ¢ € C*°(I x X)) die
Losung des Cauchy-Problems (4.18). Fir eine Konstante A > 0 sei w := ¢ — A. Eine
zu || - || g2 (s,) Aquivalente Norm ist

D=

mem:‘/ﬁwﬁ+ﬁﬁﬁww&

t
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4.6 Positivitdt der Losung

Sei Oy = max Cs(t) das Maximum der Sobolev-Konstanten aus der Sobolev-Un-
S

gleichung

le = Allcosy = llwllcow,) < Cs(t)llwll g2z, (4.20)
Das Ziel ist es zu zeigen, dass die Konstante A so gewéhlt werden kann, dass

ol o) <
.
H2(%) Cs

fiir alle ¢ € I gilt. Dies impliziert
||90 - AHCO(IXZ) <A

und somit ¢ > 0 fiir alle ¢ € I. Unter Verwendung der Gleichung aus (4.18) gilt

1 1
0 =0y, (w+ A) = 255(w + A)° + =85 (w + 4)

1 1 1 1 1 1
= Dgtw — 68§w3 — §SgAw2 — §S§A2w + ESgw — ESEAS + ESQA

Nach Theorem 4.16 ist diese Gleichung fiir alle ¢t € I erfiillt. Dann ist w die Losung
des Cauchy-Problems

W+ Agw + ab — tSywd — $S5Aw? — $5;A%w + Sw = 15543 — 15,4,
W=, = wo = o — A, , (4.21)

W=y, = w1 := @1,

wobei g > 0 geniigend klein sei, so dass [lwo||cos,,) < A erfiillt ist.

Bevor die H* Energie abgeschiitzt werden kann, wird zuvor die H'-Energie untersucht.
Sei & (w,t) das Energiefunktional, das durch

1 1
Er(w,t) :/§w —1——|Vw|2 + 2w ——Sw dA; (4.22)
3¢

definiert ist und sei

1 1
el(t,x):§w2+ |Vw\ + w ——Sw

Fiir t € I sei C1(t) :=min {B(t) > 0] (g~ ' — B(t)g; ') ist negativ semidefinit }. Dann
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4 Das Yamabe-Problem

gilt fiir alle ¢ € I unter Verwendung von (4.21)

8w ow

Or O (t $) dAt

E(w,t) = /ww+<Vw Vw> + ww — —S Wi + Z —g,”
p3
1 —
< /w (w + Agw — Esgw?’) +3 (w? +u?) + 501(75)|Vw|2 + ey (t, z) dA,
. o1 1 1 1 1
= /w <—O[UJ + 5591411}2 + 559142111 — ESgU) —I— ESQA?) — 65914)
p
1 1 —
+3 (w? +u?) + §Cl(t)\Vw|2 + aeq(t, z) dA,.
Nun werden die einzelnen Summanden abgeschitzt. Im Unterschied zum Beweis von

Theorem 4.16 werden die Konstanten aus den Abschiatzungen moglichst klein gewéhlt.
Es gilt

1 1
/—aw2+a-el(t,x) dA, :/a (—§w2+ =|Vwl|?, + w 4Sgw4) dA;
Et Et
< |lallpee(z)Er(w, t)

und

1 . 1 : 1
/ESgww dAt S /EHSQHLOO(Et) (U}2 + U}2) dAt S EHSg“Loo(Et)gl(w,t). (423)

Zt Et

Sei €, > 0 eine nur von ¢ abhingige Funktion, die spater genauer bestimmt wird und
5

seien &1, ...,e5 € (0,1) Konstanten mit > &; < 1. Sei A so gewahlt, dass

Dann gilt

1 . 1 ~ . 1
/§SgAw2 cwdA; < /é_l (2516’tw2 + mS§A2w4) dA,;

Et Et
1~ 5, 1 - .
S 5610&0 +ﬂ610t|5§’w dAt
it

S €1C~'t51(w, t)
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Wiéhlt man nun A so, dass zusétzlich

A% <

gilt, dann folgt

1 1 ~ 1
—S5-A%w - wdA; < /— (25 Coi® + —~S2A4’LU2> dA
2/2 g t S / 1 20t 9eaC, 0 t

S 820,581 (U), t)

Des Weiteren gilt

/1SA3 bdA <1/ i A%+ Cheqi? dA
—=0gA” - w - [ —— 3w
6 g t_2 36830t t€3 t
Zt Zt
_ g2
< e3CLEL (1) + —2L— ASvol(D 4.24
< e3CE (1) 2040, (2¢) (4.24)

sowie

Lo aa L[5 e, ao
659A W dAt < 5 WA + Ct€4’LU dAt
> 5 4t
~ S2
S €4Ct81(t) + / —g~A2 dAt

5401&
it

Dies impliziert

4
. 1 _
gl(wvt) < (HaHL‘X’(Zt) + EHSQHL"O(EO + Ol(t) +1+ G Z&) 51(w>t)
=1
S2 1
+ —9 ASvol(%y) + —A%||S, |13
72e5C; (%) 72e,Cy | g”L2(Et

)

5 -
Sei € := > &; < 1. Wahlt man nun C}, so dass
i=1

~ 1 1
ez = (Il + IS lms + Cil0) +1) (1.25)
5
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4 Das Yamabe-Problem

gilt, dann folgt

. . S2
E(w,t) < eCi&(w,t) + —L= ASvol(,) + =A% |97 s, (4.26)

7263015 €40y

Da dies fiir alle ¢ in einem kompakten Intervall ¢ gilt, ist C, fiir alle t € I beschrinkt.
Fiir spatere Rechnungen ist eine Abschétzung der Form & (w,t) < C'A fiir eine Kon-
stante C' > 0 erforderlich. Aus der Gronwallschen Ungleichung folgt

£ o O £ % syl
w,t) <eto w,tg) + | —=—=A"vol(X) + =
1w, ) 1w, fo) / 72e5C, (%) 722,C,

A% 8y() 1 Z2(s,) ds

to

Folglich existiert eine hinreichend grofse Konstante C' > 0, so dass & (w,t) < C'A fir
alle ¢ € I erfiillt ist.

Da die Sobolev-Ungleichung (4.20) benutzt werden soll, wird noch die H?-Energie
bendtigt. Wendet man den Gradienten auf die Gleichung aus (4.21) an und bildet
anschliefend das Skalarprodukt beziiglich g, dieses Gradienten mit Vi, dann ergibt
sich nach Integration iiber ¥, die Gleichung

o o _ 1
/<W>, Vi), + By - Agy i+ 1(Ver, Vi), + |V, + 2w (TS, Vi),
P

+ %Aﬁsgﬁmgt + <—;Sgw2 — S;Aw — %A%s*g + ésg) (Vw, Vi), dA; = 0. (4.27)
Die H?-Energie ist definiert durch
1
&(w, 1) ::/ﬁ(Agtw) ]Vw\Q _ —s WPVl dA, + & (w, 1) (4.98)

it

und es(t, x) ist gegeben durch

1
es(t,x) == 5 (Ag,w)” + |Vw|2 - —S W [ Vwl> + e (t, ).

Seien ¢, ...,c10 € (0,1), so dass Z €i + €4 + 35 + € = 1. Bevor die Energie nach ¢

=6
abgeleitet wird, berechnet man zuerst aghnlich wie im Beweis von Theorem 4.16

0
/ 875 dAt /Agtw . EA‘%U} dAt

p
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4.6 Positivitdt der Losung
3

.. aQw 0 3 : ow
. .45 v 11k
th DO + ot (Z 9 Fij) O YA ‘|’Agt’w

Z:]:]- ,ij7k:1

N 2
1 [ e6C,
< ) 4=
< /Agtw Ay + 5 ( (Agw) 66 ) (JZ gi” x18x3> )
it i,j=1

- 2
1 56015 2 4 5 (9 i1k (910
+ o | 1 (Agtw) + _~t ( Z BN (gtjrij) Dk dA,

dA;

g6Cr \;

2
/AwAw+ —e6CiEs(w, t) + 2 i”aQ—w
S R cCo \ o= Ol
Y bI=

3 2
_ — re) — dA,.
L) (iﬂzﬁ_l A W) ‘
3

Sei F; die Matrix mit den Eintrigen Fy(t) = fi(t) - fi(t) mit fi(t) == > 2 (gij‘fj)
ig=1
und sei

Co(t) :=min {B(t) > 0| (F, — B(t)g, ") ist negativ semidefinit} .

Sei C3(t) := By (t) - By(t) die kleinste von t abhéngige Funktion, fiir die

/ Vol A < BiB)lemy < Bi®) - Ba®) (|80 wl3as, + [0,

gilt. Dann folgt fiir Cy(t) = ||( Z 92| o ()

1,j=1
/825 )? dA, < /Agtw Ag,w dA; + &tGC’tSQ(w t)
P
2 —
+ " /04(75) - C5(t) ((Agtw)2 +w?) + Ca(t)[Vwl?, dA,.
6Ct

t

Wihlt man C,, so dass

Cy > g\/max(@(t), Cs(t) - Cu(t))
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4 Das Yamabe-Problem

erfiillt ist, dann folgt

2| ot
Et Et

1 ~
/2 (Agw)? dA, < /Agtw - Ay dAy 4 e6CLE (w, ).

Unter Verwendung der Gleichung (4.27) folgt

. - = 1 = 1 =
Ex(w, 1) < /Agtw A + (T, T}y, + SOOIVl — 2 Sywir{ T,
p
1 = = 1 — ~ .
— §Sgw2 <<VU}, Vw>gt + §Cl(t)|V’LU|§t) + aes dAt + €6Ct€2(w, t) + Sl(w, t)
N 1, 1 = = l o .
= [ S;Aw(Vw, Vi), + §A S5 — éSg (Vw, V), — 6A<VSQ,Vw>gt
pa
l s = S S = - 1 =
- 6w<VSg, V), —w(Va, Vi), — a|Vw|§t — §S§ww|Vw|§t

1 = 1 — ~ )
+ EC’l(t)|Vw\§t - Z—ngwZCl(t)Ww@t + aes dAt + 8601582(10, t) + 81(11), t)

Im Folgenden werden einige der einzelnen Summanden abgeschétzt. Wahlt man A, so
dass

A < 57015
2|55l

gilt, dann folgt

- 1 P 1 =
/\Sg\Aw<Vw,Vw)gt dA; < 5 /act\vw]fh + —6A253w2|Vw|_(2h dA,
€7l
Et Zt
~ l = .12 1 21%7,,,12
§€7Ct §|Vw|gt +Z|S§|w \Vw|gt dAt
¢
S 2’:‘76’,552(11),15).

Des Weiteren gilt fiir A < \S%ﬂ

1 1.\ = <. 1 1, — -
/(§A2Sg— 659> (Vw, Vib),,dA; < <1+g|\SgHL°°(2t)) /5 (IVwlz, +Vl2) dA,

Xy it

< €5ét52(w> t),
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4.6 Positivitdt der Losung

wobei in der letzten Ungleichung (4.25) benutzt wurde. Fiir den néchsten Summanden
gilt

) 1 A2 L
—AVS D) dA, < = S Ci|\Vuw|?> dA
2/6 (VS,, Vi) t_22/3654 V8,2, + 4CulTal?, dA,

A2
< / VS, 2 dA, + eaCia(w, 1),
7254 t

P

Wihlt man C, so, dass

- 1 —
G, > —\/ VS, [2 ||
t = 6es ] g|gt||L (2¢)

erfiillt ist, dann folgt

1 - = 1 N
/ 6w<vsg,vw>gt dA, < 5 / esCy| V|2, + 2w dA,
Et Et

- 1
< €80t/ |Vw|2 + S 2dA, < 680t€2(w t).

¢

Weiterhin gilt fiir

| —
Gz —/IVal s
unter Verwendung von (4.25) die Abschétzung

|V0z\2w —|—€gC't|Vw| dA,

/ —i(Va, Vi), — a|Vi]?, + aeylt,z) dA, < % /
3t o
+ el oo E2(w, 1)

< (g9 +5)Ci&a(2).

59t

Zudem gilt wegen (4.25)

/ LT, - —s PO (D[Vwl, dA, < Co(t)Ex(w, £) < exCibat).

Sei C5(t) > 0 eine von t abhéngige Funktion, fiir die

|wllzesy < Cs(t)||wlms,) (4.29)
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4 Das Yamabe-Problem

gilt. Dann folgt

R 1 | _
/§|Sg!ww|Vw\§t dA; < 5|Sg|||w\|L6(zt)||wHL2(zt)|||Vw!2||L3(zt)
pa

IN

1 . —
S19al Cs O llwll i o bl sp IVl s,y

< |S5IC5(8)*Ex (w, ) [Vl s,

< 2[Sg|C5(t)* Ba(t)€1(w, 1) Ex(w, ).

Da bereits gezeigt wurde, dass eine hinreichend grofe Konstante C' > 0 existiert, so

dass & (w,t) < C'A gilt, folgt fir A < W&BQ@

1 — -
/§|Sglww|Vw|2 dAt < 81()Ct52<w, f})
3t

2V
Folglich ergibt sich insgesamt unter Verwendung von (4.26) fir h(t) := S%Zi(ét)

, dass

10
) - A2 .
Ex(w,t) < (e 4325+ Y & C’tc‘fg(w,t)—|—/—~|VSg|§tdAt+51(w,t)
i—6 725401&

it

10
) S2vol(%) A2
<|es+3e5+ > g +¢e|C&(w,t)+ L———A°+ — 1S, (O3
_<4 43 ) atint) + 22 g0y 0,

AQ
2€4ét

< Ci&s(w, t) + h(t)A® + 1Sy ()11 s,) (4.30)

10
gilt, wobei in der letzten Ungleichung > e; + &4 4+ 3¢5 + ¢ = 1 benutzt wurde. Die
i=6

Gronwallsche Ungleichung liefert fiir C = maxXge C~’t

t t +
~ 1 Crdr
Ealwnt) < O { Eafwnte) + [ (s %ds | 44 [ 2 5) s, s
725405 °

to to

3
Seien £1, 5,3 € (0, %) mit » & = % Dann wahlt man wg, w; hinreichend klein, so
i=1
dass die Abschatzung

. A2
& (w, to) < €_Cu|€~1—2
CS

erfiillt ist. Wegen wy = ¢y — A und w; = ¢ und weil A geniigend klein gewahlt wird,

20



4.6 Positivitdt der Losung

ist dies nur moglich, wenn die Anfangsdaten des Cauchy-Problems (4.18), ¢y und ¢y,
hinreichend klein sind. Des Weiteren muss ¢y > 0 gelten, da andernfalls wy(z) < —A
fiir ein « € ¥, ein Widerspruch zu

Hw0||00(2t0) < CS”w()ng(ZtO) < CSV 252(11),250) < A

ergeben wiirde. Sei zudem A so gewéhlt, dass

t

A4/h(s) ds < e’ém% (4.31)
5

to
gilt. Da S, nach Annahme fiir alle ¢t € I die Abschéitzung

t

1 fCudr 76485
[ IS5 sy s <

; 5
to
fiir ein e4¢3 € (0, %) erfillt, folgt
o A2
gg(UJ,t) < (61 + &9 + 53) O_g = @

Dies impliziert

[wlloowy < Csllwll e,y < Csv2E(w,t) < A,

womit w = ¢ — A > —A und dementsprechend die Positivitdt von ¢ fiir alle t € [
folgt. O

Aus dem Beweis ergibt sich der genaue Wert fiir die Konstante C; aus Theorem 4.17.

Bemerkung 4.18. Firt € I sei Fy die Matriz mit den Eintragen Fiy(t) = fu(t)- fi(t)
3 .
mit fi(t) == > 5 (9/T%) und seien

7,7=1
Ci(t) :==min {B(t) > 0| (¢ — B(t)g; ") ist negativ semidefinit}
Co(t) :==min {B(t) > 0| (F, — B(t)g; ') ist negativ semidefinit} .

Sei C3(t) = By(t) - Ba(t) die kleinste von t abhéingige Funktion, fir die aufgrund
elliptischer Regularitit und der Aquivalenz von H?-Normen beziiglich unterschiedlicher
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4 Das Yamabe-Problem
Metriken auf ¥,

=2
[ Il 00 < Bl < Bult) - Ba) (1800, + s, )
¢

3 .
gilt. Sei des Weiteren Cy(t) = ||( X2 977 )?||oe(sy)- Seien zudem A;(t) und As(t) gegeben

ig=1
durch

Av(t) = lallzeqsy + 1S, lamn + G0 + 1
Ag(t) = 2\/5\/11’1&)( (Cg(t), Cg(t) . C4(t))

. 4
Dann gilt fir die Konstante Cy aus Theorem 4.17 und €1, ...,e4 € (0,1) mit Y eg; < 1
i=1

- A(t) Asl) 1 = 1\/T
o= max (210, 220 18, sy, IRl ) 432

Aus dem Beweis von Theorem 4.17 folgt direkt

Korollar 4.19. Sei I C R ein beschrinktes offenes Intervall mit to € I und
sei (M, g) = (I xS, —dt> @ g,) eine global-hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit mit
dim(X) = 3 und S; < 0, wobei ¥ geschlossen sei. Angenommen fir alle t € I sind C,
aus der Bemerkung 4.18, C5(t) aus (4.29) und Cs aus (4.20) beschrinkt. Es gelte des
Weiteren fir alle t € I

1 JCuar 72

= s S 21 d < —
[ eI sy <
1

fiir ein € € (0, %)
Dann existiert fiir kleine Anfangsdaten oy € C®(3;,Ry), p1 € C®(3,,R) eine po-

sitive glatte Lisung ¢ € C>(I x ©,R,) des Cauchy-Problems (4.18).
Im weiteren Verlauf wird folgende Bemerkung benétigt werden.

Bemerkung 4.20. Im Beweis von Theorem 4.17 wird deutlich, dass die Finschran-
kungen an die Skalarkrimmung in (4.19) nur durch den Term £S,A in (4.21) entste-
hen. Ohne diesen Term erhdlt man folglich eine positive Lisung fiir alle t € I, ohne
Annahmen an die Skalarkrimmung machen zu missen. Des Weiteren sind im Beweis
von Theorem /.17 alle Bedingungen an A, bis auf (4.31), von der Form A < hz(t)lgg#é

fir a;,b; € Q1 und positive, beschrinkte Funktionen h;(t). Diese Bedingungen an A
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4.6 Positivitdt der Losung

sind auch dann erfiillt, wenn A beliebig beschrinkt ist, aber |S;| hinreichend klein ge-
wdhlt wird. Die Bedingung an A aus (4.31) entsteht durch den Term Si%l(éz:) 6 in
(4.30), der, wie man in (4.24) erkennt, nur durch den Term §S;A® in (4.21) verur-

sacht wird. Fehlt dieser Term, so muss A nicht mehr hinreichend klein gewdhlt werden,
wenn stattdessen |Sz| gendigend klein gewdhlt wird. Fehlen sowohl der Term %SQA als
auch %SgA?’ in (4.21), dann gilt: Sei w eine Losung des Cauchy-Problems

Lw = 0w — £S;w? — $5;Aw? — $8;A%w + $Sqw =0,
w’t:to = wy = Yy — A,

W=ty = w1 = 1.
Dann existiert ein S; <0, so dass fir ei,e9,€ € (0,1) mit &1 < ey und ey +¢e9 =¢
E1(,t) < e1C& (1, 1)
sowte
E(W,1) < £3C & (1, 1) + & (1, 1) < eCyE (1, 1),
gelten, wobei C, die Funktion aus Bemerkung 4.18 ist. Demzufolge gilt

sftérdr
gg(’LT),t) <e'to Sg(ﬁ],to).

Dann konnen die Anfangsdaten g, p1 so gewdhlt werden, dass wy, wy hinreichend klein
sind und

. -1
fsé’T dr A2

Ey(w, tg) < | €eo —

2(w7 0) € 20%

erfillt ist. Dies impliziert wegen

[wlleo,) < Csllwll g2,y < Csv/28(w,t) < A,
die Positivitdt von w firt € I.

Theorem 4.17 zeigt die Existenz einer positiven glatten Losung des Cauchy-Problems
(4.18) auf einem Zeitintervall I, wenn die H'-Norm der Skalarkriimmung auf eine
bestimmte Weise beschriankt ist. Im Beweis wurde eine Konstante A > 0 gesucht,
fir die || — Al|Le(rxx) < A gilt. Im Folgenden wird statt einer Konstanten A eine
Funktion A(t) gesucht, fiir die ||¢ — A(t)||z(x,) < A(t) gilt. Dadurch erhélt man eine
positive Losung, wenn Vo und ng auf eine bestimmte Weise beschriankt sind und
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4 Das Yamabe-Problem

S, negativ ist. Hierzu wird zuerst eine gewohnliche Differentialgleichung untersucht.
Dafiir wird folgendes Lemma niitzlich sein.

Lemma 4.21 ([8], Lemma 3.8.). Seien a,b: I — R stetige Funktionen und sei ty € 1

1. Wenn g+ a(t)y <0 ist, dann gilt

¢
— [a(s)ds
y(t) < ylto)e "

fir alle t > tg.

2. Wenn i + a(t)y + b(t)y < 0, dann gilt y(t) < y(to)v + y(to)w fiir alle t € I,
wobei v, w die Losungen zur Differentialgleichung i + a(t)u + b(t)u = 0 mit den
Anfangsbedingungen v(ty) = 1 = w(ty) und 0(ty) = 0 = w(ty) sind.

Von nun an sei zusétzlich angenommen, dass die Skalarkrimmung S, negativ ist. Sei
A, (t) fiir ein festes x € ¥ mit dim(X) = n die Losung des Cauchy-Problems

Ap(t) + a(t,x) AL (t) + anSy(t, 2) A (t) = anSzAL ()| AL (t)[Pr,

Am|t:t0 - AI,O) (433)
Aaz|t:t0 = Am,la
wobei A, € Ry, Ay € Ryg, a, = "4—;1 sowie p, = Z—f{) gelten. Fiir die Losung des

Cauchy-Problems (4.33) gilt folgendes Lemma.

Lemma 4.22. Fiir I = (Ty,Ty) mit —oo < Ty < T} < 0o sei (M, g) = (Ix%, —dt*®g,)
eine global-hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit mit S, < 0, wobei X geschlossen sei.
Seien S; < 0, x € ¥ und ty € I gegeben. Des Weiteren seien |a(t,z)| und |S,(t, )|
fiir alle t € I beschrinkt.

Dann existieren Anfangsdaten A, o € Ry, Ay € Rso, so dass das Anfangswertproblem
(4.33) eine positive, glatte Lisung Ag(t) fir alle t € I besitzt. Fir die Losung gilt
zusdtzlich A,(t) >0 fir allet € 1.

Beweis. Da die Abbildung

g RxR R,

(v,w) = —av — a,S;w + a, Szw|w|P 1,

lokal Lipschitz-stetig ist, existiert eine zeitlokale, glatte Losung A, € C*([to,t1)) von
(4.33) fiir ein t, € I. Wegen A, o > 0, existiert ein T* € (to, t1], so dass I* := [to, T*) das
maximale Intervall ist, fiir das die Losung A, (t) positiv ist. Das Ziel ist es zunéchst zu
zeigen, dass T™ = t; gelten muss, d.h. dass die Losung auf dem ganzen Existenzintervall
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4.6 Positivitdt der Losung

[to, 1) positiv ist.
Angenommen 7% < t;. Fiir t € I* und ein festes € ¥ gilt wegen S; < 0und A,(t) >0
Ay 4+ ad, + a,S,A, = a,S;A. | AP <0.

Nach Lemma 4.21 impliziert dies A,(t) < A, ov + A,1w, wobei v, w Losungen der
Gleichung i + at + a,S,u = 0 mit den Anfangsbedingungen v(tg) = 1 = w(ty)
und 9(tp) = 0 = w(ty) sind. Da v,w Losungen einer linearen gewohnlichen Diffe-
rentialgleichung, existieren aufgrund der Annahmen an o und S, die glatten Losun-
gen v,w fiir alle ¢t € I. Folglich existiert fiir alle t € I* eine Konstante C' > 0, so
dass A,(t) < C(Aso0+ Azq) gilt. Falls S; # 0 wéhlt man A, o, A, 1 so klein, dass
|A,[Pr—t < g—z gilt. Dann folgt

Ay 4+ ad, = a,S5A | AP — a, Sy AL > 0

fir alle t € I*. Falls S; = 0, gilt wegen S, < 0 ebenfalls A, +aA, > 0. Nach Lemma
4.21 gilt fir A,1 >0

. —fa(s,ac) ds
Ax(t) > Ame ‘o >0

flir alle t € [I*. Demzufolge ist A, monoton steigend auf I* und folglich ist
A,(t) > Azo >0 fiir alle t € I*. Da A, auf dem Existenzintervall [to,?;) stetig ist,
existiert ein € > 0 so, dass A,(t) > 0 fiir t > T* + ¢, was einen Widerspruch zur
Maximalitdt von T™* bedeutet. Demzufolge ist A, auf dem ganzen Existenzintervall
[to, 1) positiv.

Dies impliziert in folgender Weise die Existenz der Losung fiir alle ¢ > ¢;. Angenom-
men es existiert ein ¢, < 71, so dass das Intervall I, := [to,t,) das maximale Intervall
ist, fiir das das Anfangswertproblem (4.33) eine Losung besitzt. Da die Losung A,., wie
bereits gezeigt wurde, fiir alle ¢ € I, positiv ist, gilt A, (t) < A, v+ Az 1w, wobel v, w
Losungen der linearen Gleichung i + ot + a,, Sgu = 0 sind. Aufgrund der Bedingungen
an o und Sy existieren die Losungen v und w fiir alle ¢ € I. Infolgedessen sind v, w
und damit auch A,(t) fir alle t € I, beschrankt. Aufgrund dessen lédsst sich durch
die Energie E4, (t) = A,(t)? leicht zeigen, dass es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass
maxyey, Ax(t) < C gilt. Somit kann die Losung A, (t) tiber ¢, hinaus erweitert werden,
was einen Widerspruch zur Maximalitdat von ¢, darstellt. Die Losung existiert somit
fiir alle t > ty. Durch Riickwartslosen der Gleichung existiert dann eine Losung fiir
alle t € I.

]
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4 Das Yamabe-Problem

Anstatt im Beweis von Lemma 4.22 die Anfangsbedingungen A, A, hinreichend
klein zu wihlen, damit die Losung A, die Bedingung |A,[P»~1 < g—; erfiillt, kann
auch |Sy| hinreichend klein gewéhlt werden, wodurch dann die Anfangsbedingungen
Az, Ay nicht klein gewéhlt werden miissen. Somit ergibt sich

Lemma 4.23. Fiir I = (T, T1) mit —oo < Ty < Ty < oo sei (M, g) = (IxX, —dt*®g;)
eine global-hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit mit S, < 0, wobei X geschlossen
sei. Seien v € X und to € I gegeben. Des Weiteren seien |a(t, )| und |Sy(t,z)| fir
alle t € T beschrinkt.

Dann existiert fiir alle Anfangsdaten Ao € Ry, Ay1 € Rso eine Konstante Sz < 0,
so dass das Anfangswertproblem (4.33) eine positive, glatte Losung A.(t) fir alle
t € I besitzt. Fiir die Losung gilt zusitzlich Ay(t) > 0 fir alle t € 1.

Falls o und S, nur von t abhéngen, lésst sich mithilfe des Lemmas 4.22 zeigen, dass
das folgende Cauchy-Problem eine globale positive Losung besitzt.

Korollar 4.24. Fiir —oo < Ty < Ty < oo sei (M, g) = ((Ty, Th) x &, —dt* ® g;) eine
global-hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit mit Sy < 0, wobei ¥ geschlossen sei. Set

to € (To,T1). Angenommen die Skalarkrimmung S, und o = %trgt (%) héngen nur

von t ab und |a| und |Sy| seien fir alle t € (1o, T1) beschrinkt. Dann

1) gibt es fir alle S; < 0 Anfangsdaten o € Ry, p1 € Rxg, so dass eine zeitglobale
positive Lisung p € C°(M,R,) des Cauchy-Problems

¢+ Agp+ap+anSyp = anSgplplPnt,
Olicts = o, (4.34)
Sb|t:t0 = %1

existiert.

2) emistiert fir alle Anfangsdaten vy € Ry, o1 € Rso , ein S; < 0, so dass das
Cauchy-Problem (4.34) eine zeitglobale positive Losung ¢ € C°(M,R,) besitzt.

Folglich existiert dann insbesondere fir n = 3 eine zeitglobale positive glatte Losung
des Cauchy-Problems (4.18).

Beweis. Nach Lemma 4.22 und Lemma 4.23 existiert in beiden Féllen eine glatte
positive Losung A(t) des Anfangswertproblems (4.33) fiir alle ¢ € R. Da diese Losung
nur von ¢ abhéngt, ist A auch eine Losung von (4.34). O

Mithilfe des Lemmas 4.22 lédsst sich nun folgendes Theorem beweisen.
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4.6 Positivitdt der Losung

Theorem 4.25. Sei (M,g) = (R x X, —dt* @ g;) eine global-hyperbolische Lorentz-
Mannigfaltigkeit mit dim(X) = 3 und Sy < 0, wobei 3 geschlossen sei. Sei ty € R. Fiir
jedes Zeitintervall I := [tg, 1] mit —oo < tg < 1 < 00, auf der die Skalarkrimmung
Sy und o = Ltry, (%) der Abschdtzung

t

/ Bgs)e fear (Bz(s)uﬁa

S

9
LOO(ES)) ds < C_é (4.35)

1, —
1 + 551195,

2 2
Js 9gs

to
fir ein beliebiges ¢ € (O,%) fir alle t € I geniigen, existieren Anfangsdaten
wo € C®(E,,Ry), p1 € C®(Ey,,R) und eine Konstante S; < 0, so dass die Losung
des Cauchy-Problems (4.18) positiv auf I x ¥ ist. Die Konstante Cy ist die Kon-

stante aus Bemerkung 4.18, Ba(t) wird in (4.37) definiert, Css bezeichnet die Sobolev-
Konstante aus (4.20) und fir By(t) gilt By(t) = Vol(Et)%.

Beweis. Sei I = [ty, ;] ein beliebiges kompaktes Zeitintervall. Das Ziel ist es, dhnlich
wie im Beweis von Theorem 4.17, eine positive Funktion A,(t) zu finden, so dass
lo — Au(t)||Loo(zy) < Ai(t) fiir alle t € I gilt.

Fir z,y € X sei

LeAy(t) = —Ay(1) — alt 2) Ay (1) — <5, (1, 2)A,(0)

und fiir ein beliebiges y* € ¥ und beliebige Ay € Ry, Ay € Ry sei A,(t) die Losung
von

Ly Ad(t) = —1554%(1),
Ay* t=tg — A07 (436)
Ay* t=tg — Al.

Sei S; < 0 so gewahlt, dass nach Lemma 4.23 die Losung A, fiir alle ¢ € I existiert
und A, nichtnegativ ist, so dass A,(t) > Ay > 0 gilt. Dann sei By (t) eine nur von t
abhéngige beschrankte Funktion, fiir die fiir alle t € I

A1)
AZ(t)

< Bs(t) (4.37)
gilt.

Sei ¢ die Losung des Cauchy-Problems (4.18) und sei w := ¢ — A.(f). Dann gilt fiir
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4 Das Yamabe-Problem

alle (t,z) € I x X

Ow(t, z) — éSgw?’(t, T) — %SQA*(t)wQ(t, x) — %SgAf(t)w(t, x) + %Sg(t,x)w(t, x)

= —A,(t) — aft,z)A(t) — %Sg(t, T)A,(t) + éSgAi(t)
= L, A.(t) — Ly AL(t). (4.38)

Folglich ist w die Losung des Cauchy-Problems

Low :=Ow — %Sgw?’ — %SgA*wZ — %SgAfw + %Sgw = L, A, — L A,,
w\t:to = Wy ‘= Yo — Ao, (439)
W=y = wy = @1 — Ay

Im Unterschied zu (4.21) aus dem Beweis von Theorem 4.17, erscheint in (4.39) der
neue Term L, A,— L, A,, wihrend der Term £S;A3(t)—3S,A.(t) nicht mehr auftaucht.
Nach Bemerkung 4.20 existiert, da A, fiir alle ¢ € I beschrankt ist, ein S; < 0, so dass
fiir die Losung w von Lw = 0

(C:l(’LD, t) S 816,551 (?I), t) (440)
sowie
82(11), t) é 526t(€2(ﬁ], t) + 81 (ﬁ), t) (441)

fiir €1,e9 € (0,1) mit g1 < eq gelten, wobei C, die Funktion aus Bemerkung 4.18 ist
und die Energiefunktionale wie in (4.22) bzw. (4.28) definiert sind. Somit sind nur die
durch L, A, — L, A, neu entstandenen Terme in & (w,t) und & (w,t) zu betrachten.
Durch Ableiten des Energiefunktionals & (w,t) nach ¢ und Einsetzen von (4.38) folgt
fiir ein 1,3 € (0,1)

5'1(w,t) S 51@51(10,75) + /U)(LIA* — Ly*A*) dAt

3t

~ 1 ~ 1
S 510t51(w,t) + §/€3th2 + _C’|L$A* — Ly*A*|2 dAt

€3l
pa

Der letzte Summand lésst sich folgendermafsen abschétzen
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4.6 Positivitdt der Losung
/|L Al (t) — Ly AL (1) 2 dA,

/ - ot 2) A1) — 58, (1,2 Aul) + A1) + oty ) Au()

+ 6Sg(t, YA (1) dA,

<2 [ (1) (alty') - altn))? + 5 A0 (Sy(t07) — Sy(t.2))* dA

<2 [[dion(? (A0l = + g4 >H|ng\3tumt>) dA;

3t

< 2(Ovol() - dimn(S:)? B0Vl sy + g5 IV limesy )
wobei in der letzten Ungleichung (4.37) benutzt wurde. Sei

— 1 —
(1) = Ba()llIValg e + 5611V S [g om0
Demzufolge gilt

2 A2(t)diam (;)>vol (Z¢)
53(1

Er(w, t) < (g1 + €3)Ci& (w, t) + f(t). (4.42)

Durch Anwendung der Gronwallschen Ungleichung folgt fiir C' := maxc; C;

t
. 9 ) )
E(w,t) < ele1+e3)CI| E1(w, o) + / 2A*(S)dlam(§3$) vol(Xy)
€305

to

f(s)ds

Insbesondere existiert eine hinreichend grofse Konstante C' > 0, so dass
Ei1(w,t) < CAy < CAL(t)

erfiillt ist. Dies ist, wie im Beweis von Theorem 4.17 gezeigt wurde, erforderlich um
eine Abschéitzung der Form 4.41 zu erhalten.

Um die H2-Energie abzuschitzen, wird die Gleichung betrachtet, die sich durch das
Skalarprodukt des Gradienten der Gleichung (4.38) mit dem Gradienten von w ergibt.
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4 Das Yamabe-Problem
Im Unterschied zur Gleichung (4.27) wird der Term §(V.S,, Vi) A durch
(VL A, V), =—A.(Va, V), — EA*(VSg, V),

ersetzt. Dieser Term lasst sich abschétzen durch

1A%, Tty + GA (TS, Ti)y | dA

3t

11 (= 1 = v/
<5 [ =5 (B a0 + T840 ) + 2esCiWiat a

e3CYy

2
_ A
2€3Ct

— 1 — ~
/ By(t)|Val? + %ng@ dA; 4 2e3C,Ey(w, t)
pI
< AZ(t)vol(Zy)

. t) + 2e5C,E(w, t).
940} f(t) 3Ci&(w, 1)

Damit ergibt sich unter Verwendung von (4.41) und (4.42)

AL ()2v0l(S,)

_ F(t) + 2e5C & (w, t) + & (w, 1)
2820,5

gg(lU,t) S 820,552(10,75) +

S (81 + &9 + 363) C’tgz(w, t) + A*(€)2f(t) . VOI(Zt)

€20y

4diam(%;)? + 1
5 .

Seien €1, €9, €3 so gewdhlt, dass €1 + €5 + 3e3 = 1 gilt. Fir By(¢) := vol(Et)w

und C' := maxye; C, folgt
t

£l 1) < L8, (1 10) + / Bi) po6el " ps) ds

EQCS

to
t

< 6@(t—t0)52(w7t0) +A3(t)/

to

t
B Crdr
ng)esf f(s)ds,
EQOS
wobei in der letzten Ungleichung die Monotonie von A, benutzt wurde, was
maxef, g A«(s) = Ai(t) impliziert. Nun kénnen die Anfangsdaten ¢g, 1 so gewahlt
werden, dass & (w, ty) hinreichend klein ist, so dass

A%(t)

eé(t*“’)c‘/’z(w,to) <& o
s

fiir ein &, € (0, %) erfiillt ist. Nach Voraussetzung existiert ein €5 > 0 mit &; + &, = %,
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4.6 Positivitdt der Losung

so dass

fiir alle ¢ € I gilt. Dies impliziert

lo = Adloos, = llwllooy < Csllwll gz, < Csv/2Ex(w, 8) < Au(t).

Da dies fiir alle ¢ gilt, ist ¢ fiir alle t € I positiv. O
Aus dem Beweis von Theorem 4.25 und Bemerkung 4.20 folgt

Korollar 4.26. Fiir ein beschrinktes Intervall I C R sei (M, g) = (I x &, —dt* @ ¢)
eine global-hyperbolische Lorentz-Mannigfaltigkeit mit dim(X) = 3 und S, < 0, wobei
Y geschlossen sei. Sei ty € I. Angenommen es existiert ein y* € X, so dass fir die
Losung A, von (4.36) positive Konstanten Cp, Co >0 mit 0 < C7 < A,(t) < Cy < o0

fiir alle t € I existieren. Sei By(t) > ﬁé—%g. Fiir alle t € I seien Cy aus der Bemerkung

4.18, Cs(t) aus (4.29), Cs aus (4.20) und By(t) = VOI(EQ% beschrinkt. Es
gelte des Weiteren

2
gs

2
9s

/Bl(s)efté‘rdrc_%
Cs &

— | €
BQ(S)HlVOZ Lo (2s) + —|||VSg Lo () ds S 2 (443)
36 C2

I
fiir ein beliebiges € € (O, %) und fir allet € 1.
Dann ezistieren Anfangsdaten oo € C™(5,,Ry), 1 € C®(54,,R) und eine Konstan-
te S; <0, so dass die Losung des Cauchy-Problems (4.18) positiv auf I X X ist.

Beweis. Sei ¢ die Losung des Cauchy-Problems (4.18) und w(t, z) := p(t, ) — A.(t).
Analog zum Beweis von Theorem 4.25 existiert wegen A.(t) < Cj ein S; < 0, so dass
fiir £(t) = Bo(®)[[Vol2, [ 1ogsn) + TS | =y und € = max €,

sel

Exwt) < i) + [P a2l ) s

6205

< =108, (w, to) + max A%(s) / Bils) J e F(s)ds

sel

. 2 f
< 10 85w, 1) + A2(1) L2 / Bils) JO o) ds
I
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4 Das Yamabe-Problem

gilt, wobei in der letzten Ungleichung benutzt wurde, dass

2 2
max A%(s) < C3 = G C—22
O

C? <
sel C? !

AX(t)

fiir alle ¢ € I gilt. Da (4.43) erfiillt ist, folgt analog zum Beweis von Theorem 4.17, dass
Ay (t)2
2C%

Anfangsdaten ¢y, 1 existieren, so dass E(w, t) < firallet € T gilt. Infolgedessen

ist o fiir alle ¢ € I positiv.
O

4.7 Beispiel fiir Nichtexistenz

In dieser Arbeit wurde gezeigt, dass es drei unterschiedliche Bedingungen gibt, fiir die
die Losung der Yamabe-Gleichung

@+ Ny, 0+ ap + a,Sep = an Sz

auf einem fest vorgegebenem kompakten Zeitintervall I positiv ist. In Theorem 4.12
wurde gezeigt, dass fiir Skalarkriimmungen S, die in einer kleinen Umgebung um die
Konstante Sj liegen, eine positive Losung fiir alle ¢ € I existiert. In Theorem 4.17
wurde fiir n = 3 die Existenz einer positiven Losung der Yamabe-Gleichung fiir alle
t € I bewiesen, falls die H'-Norm der Skalarkriimmung S, auf eine bestimmte Weise
beschrankt ist und S; < 0 gilt. In Theorem 4.25 wurde gezeigt, dass es, falls S5 <0,
Sy < 0 und n = 3 gilt, fiir die Positivitat der Losung geniigt, wenn die Gradienten
von S, und o auf eine bestimmte Weise beschrankt sind. Hangen o und Sy nur von ¢
ab, dann existiert, wie in Korollar 4.24 gezeigt wurde, eine positive zeitglobale Losung
der Yamabe-Gleichung fiir alle t € R.

In diesem Abschnitt wird ein Beispiel vorgestellt, bei dem keine globale posi-
tive Losung des Cauchy-Problems (4.15) existiert, wenn S; < 0 und S, > 0
gilt.

Theorem 4.27. Sei (M,g) = (R x X, —dt* ® g;) eine global-hyperbolische Lorentz-
Mannigfaltigkeit mit S, > 0, S, # 0, wobei ¥ geschlossen ist. Seien S; < 0 und ty € R.
Es sei angenommen, dass a(t) nur von t abhdngt, so dass fir alle to,t; € R

¢
lim [ a(s)ds=C) <

t—o00 to
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4.7 Beispiel fiir Nichtexistenz

und

t1
lim a(s)ds = Cy > —00

t——o0 n

erfillt ist. Dann existiert keine positive globale Losung o € C°(Rx3, R, ) des Cauchy-
Problems (4.15).

Beweis. Sei ¢ eine glatte, positive, globale Losung von (4.15). Dann gilt fur
y(t) == [y, p(t,x)dA; >0

i +alti= [ ¢+ altyeda
b
= / —Agt(p — anSgtp + anS§(,0p_ldAt
3t
= Qp, / —Sg(p + Sg@p_l d14t7
pa

wobei benutzt wurde, dass ¥ nach Annahme geschlossen ist. Wegen S; < 0,5, > 0
gilt

J+ay < 0.

Folglich kann y keine konstante Funktion sein. Angenommen es existiert ein ¢ty € R,
so dass y(tp) < 0 gilt. Aufgrund der Annahmen an « folgt unter Verwendung der
Gronwallschen Ungleichung

G(t) < glto)e 0 ®@* < 0 <0

fir alle t > ty. Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass y(¢) fiir alle ¢ € R
positiv ist. Demzufolge gilt y(¢f) > 0 fiir alle ¢ € R. Angenommen es existiert ein
t1 € R mit g(¢1) > 0. Dann folgt fiir alle ¢ < ¢;

g(t) = gltr)el a9 = 0 > 0,

Dies ist erneut ein Widerspruch zur Positivitdt von y. Da y, wie bereits erwahnt, nicht
konstant sein kann, existiert unter diesen Annahmen keine glatte, globale, positive
Losung auf R x 3.

m
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