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Sebastian Reich

Algebrodifferentialgleichungen und Vekfgorfelder auf Mannigfaltigkeiten

In diesem Beitrag wird der Zusammenhang zwischen Algebrodifferentialgleichungen (ADGL) und Vektorfeldern auf Mannig-
faltigkeiten untersucht. Dazu wird zundchst der Begriff der reguliren ADGL eingefiihrt, wobei unter cirier reguldren ADGL
eine ADGL verstanden wird, deren Lésungsmenge identisch mit der Lisungsmenge eines Vektorfeldes ist. Ausgehend von be-
kannten Aussagen iiber die Losungsmenge eines Vektorfeldes werden analoge Aussagen fur die Lisungsmenge einer reguldiiren
ADGL abgeleitet. Es wird eine Reduktionsmethode angegeben, die auf ein Kriterium fiir die Regularitit einer ADGL und auf
die Definition des Index einer nichtlinearen ADGL fuhrt. AuPerdem wird gezeigt, daf beliebige Vektorfelder durch reguldre
ADGL so realisiert werden kémnen, daf die Losungsmenge des Vektorfeldes mit der der realisierenden ADGL identisch ist. Ab-
schliefend werden die fir autonome ADGL gewonnenen Aussagen auf den Fall der nichtautonomen ADGL ubertmgeri.

1. Einleitung

Gegenwiirtig werden zur mathematischen Modellierung des
Zeitverhaltens elektrischer Netzwerke und mechanischer
Systeme bevorzugt Algebrodifferentialgleichungen (ADGL)
oder Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten gewdhlt. Dabei
wurde die Modellierung des Zeitverhaltens elektrischer
Netzwerke durch Vektorfelder erstmals in einer Arbeit von
Smale [6] 1972 beschrieben, wihrend ADGL schon lange
dayor zur mathematischen Beschreibung des Zeitverhaltens
elektrischer Netzwerke benutzt wurden. Durch die Ent-
wicklung numerischer Integrationsverfahren fiir ADGL in
den siebziger Jahren haben ADGL grole Bedeutung fiir die
numerische Analyse des Zeitverhaltens erlangt. Anderer-
seits konnten durch die Modellierung des Zeitverhaltens
durch- Vektorfelder wichtige Aussagen zur qualitativen
Analyse des Zeitverhaltens gewonnen werden.

In der Vergangenheit wurden beide mathematischen Modelle
im wesentlichen unabhéingig voneinander verwendet und der
Zusammenhang zwischen beiden Modellen nur in geringem
MaBe untersucht (z. B. in [10]). Der Autor ist der Ansicht,
daB3 weitere Fortschritte bei der quantitativen und quali-
tativen Analyse elektrischer Netzwerke und mechanischer
Systeme durch die Verkniipfung beider Zugédnge zur Model-
lierung des Zeitverhaltens erreicht werden kénnen. Deshalb
soll in diesem Artikel der Zusammenhang zwischen ADGL
und Vektorfeldern diskutiert werden, wobei nichtiiberfiihr-
bare ADGL bzw. ADGL mit einem globalen Index groBer
eins, die gegenwiirtig in der Literatur [1 bis 4] verstirkt
behandelt werden, einen Schwerpunkt dieser Arbeit bilden.

2. Grundlegende Definitionen und Aussagen

Definition: Ein Tripel (H, 4, f) heiit (autonome) ADGL,
wenn E ein reeller Vektorraum der Dimension n ist und
A:E — L(E, E), | : B — E glatte Abbildungen sind.

Eine glatte Abbildung ¢ : 1 — E, wobei I ein Intervall der
reellen Achse ist, wird Losung der ADGL (#, 4, /) genannt,
wenn A(c(t)) < 6(t) = f(c(t)) fur alle ¢t € I gilt. [] p
Der Vektorraum F einer ADGL (H, 4, f) wird im weiteren
als Konfigurationsraum bezeichnet. Die Forderung nach
Glattheit der Abbildungen in obiger Definition sowie in allen
weiteren Definitionen wurde zur Vereinfachung der Dar-
stellung gewdhlt. Wobei der Begriff der Glattheit im Sinne

von 0% verwendet wird. Df: T'M — K bezeichne die Ab-
leitung einer differenzierbaren Abbildung f: M — E, wobei
M eine Mannigfaltigkeit, 7'M das zu M gehorige Tangential-
biindel und E ein reeller Vektorraum ist. Eine glatte, bi-
jektive Abbildung f : £ — K ist ein Diffeomorphismus, wenn
auch die inverse Abbildung f-1:H — E eine glatte Ab-
bildung ist. (Fiir eine Einfithrung in die Theorie der Mannig-
faltigkeiten sei auf [7] und [12] verwiesen.)

Definition: (E, A, f) und (E, A’, f') seien ADGL iiber dem
gleichen Konfigurationsraum K. (H, 4, f) ist isomorph zu
(B, 47, 1), wenn es einen glatten Diffeomorphismus v : B — K
und eine glatte Abbildung S : B — L(H, E) gibt, fiir die S(e)
fur alle e € £ nichtsinguldr ist und f(e) = S(e) - f’(u(e)),
A(e) = S(e) - A’(ule)) - Dufe) fir alle e € B gilt. [

Aussage: Die ADGL (FH, A, f) sei isomorph zur ADGL (%,
A’, {). Dann ist die Abbildung ¢ : I — F genau dann Losung
der ADGL (B, A, ), wenn ¢’ :=woc:I — F Lbsung der
ADGL (E, A%, f)ist. [

Aus Platzgriinden muf3 auf den Beweis dieser Aussage, wie
auch aller weiteren, verzichtet werden. Die in der folgenden
Definition vereinbarte Menge ist fir die weitere Diskussion
von zentraler Bedeutung. -

Definition: (E, A4, f) sei eine ADGL. Die Menge ¢ aller der
Punkte des Konfigurationsraumes F, durch die eine Losung
der ADGL verlduft, wird Menge der konsistenten Anfangs-
werte genannt. [}

Im foigenden wird der Begriff des Vektorfeldes auf einer
Mannigfaltigkeit als Verallgemeinerung des Begriffs der
gewohnlichen Differentialgleichung eingefiihrt, der vor allem
in der Theorie der dynamischen Systeme [11] starke An-

- wendung gefunden hat. (Fiir eine Einfiihrung in die Grund-

begriffe sei auf [7] verwiesen.)

Definition: Eine glatte Abbildung v : M — T'M heil3t Vektor-
feld, wenn a = p(v(x)) fur alle @ € M gilt, wobei M eine
glatte Mannigfaltigkeit ist und 7'M das zugehorige Tangen-
tialbiindel mit der Biindelprojektion p:TM — M be-
zeichnet. .
Eine glatte Abbildung w : I — M, wobei I ein Intervall der
reellen Achse bezeichnet, ist genau dann Losung des Vektor-
feldes, wenn w(t) = v(w(t)) fir alle ¢ € I gilt, wobei w: [
— TM die kanonische Hebung (siehe [12]) von w: I — M
sty [
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Es wird nun der Begriff der reguléiren ADGL eingefiihrt, als
einer ADGL, der auf eindeutige Weise ein Vektorfeld auf der
Menge der konsistenten Anfangswerte 2'¢ zugeordnet werden
kann. :

Definition: Eine ADGL (#, 4, f) wird regulire ADGL ge-
nannt, wenn die Menge X°¢ eine glatte Mannigfaltigkeit ist
und genau ein glattes Vektorfeld »: X¢ — T'X¢ existiert, so
daB A(j(s)) - Di(v(s)) = /(i(s)) fiw alle s € Ze gilt, wobei
j : X¢ — K die natiirliche Einbettung von X¢in F ist. []

Satz: (H, A,[f) sei eine regulire ADGL, dann gilt, daB
w:l — X dann und nur dann Lésung des Vektorfeldes
v: X — TX¢ist, wenn ¢ := j ow : I - E Losung der ADGL
(B, 4, fyist. O

Dieser Satz zeigt, dal physikalische und technische Systeme,
deren Zeitverhalten durch eine regulire ADGL modelliert
werden kann, auch durch ein Vektorfeld auf einer Mannig-
faltigkeit beschrieben werden kann. Aullerdem lassen sich
damit alle bekannten Aussagen iiber Existenz, Eindeutig-
keit, Fortsetzbarkeit und Abhéngigkeit von den Anfangs-
werten der Loésungen von Vektorfeldern auf die Losungen
reguldrer ADGL tibertragén.

Aussage: (H, A, f) sei eine reguliire ADGL. Dann gilt:

(i) Fur jeden Punkt s € X¢ existiert genau eine maximale
Losung ¢: I — E der ADGL, so daB s = c(t,) fur ein
gegebenes ¢, € I gilt. e

(ii) Jede Losung ¢ : I — K hingt zu allen Zeitpunkten ¢ € I
glatt von dem Wert s = ¢(¢) € 2° der Losung zu diesem
Zeitpunkt ab. []

Beispiel 1: Gegeben sei eine eindimensionale Mannigfaltig-
keit M. Fur diese Mannigfaltigkeit 1&8t sich ein Kurven-
verfolgungsalgorithmus wie folgt angeben:

Auf der Mannigfaltigkeit M wird ein Vektorfeld v : M — T'M
durch die Zuordnung « — 1 definiert, wobei 1 ¢ 7, M das
Einselement von 7',M ~ R entsprechend einer gewihlten
Orientiérung von M ist (Bild 1).

" Fiir den Fall, daB M in den R? eingebettet ist (Bild 2)
und mit einer Abbildung g: R* — R durch M := {(x, x,)

€ R?: g(xq, x,) = 0} dargestellt werden kann, hat Haase [8]
folgende ADGL zur Kurvenverfolgung vorgeschlagen:

@) Be=RY =g 0u Yl € B,
10|00
01]00
i) A():=| —— 1|,
). 4= 557073
00|00
Y1
Yo
i = —-—
(iii) f(e) Y + et — 1
g(1, @)
M
%
T M
|
1€T M

(iv) fiir alle (y;, ys) € R? gilt entweder
(Dl{l(’l’p @) * Yy + Dyglary, @,) - 311) =0

oder
(D19(4(1> @y) + Ys + Daglay, ) - !/1) < 0.

Die Festlegungen (i)...(iii) definieren eine ADGL (&, 4, f),
und (iv) legt eine Orientierung auf M fest. In Abschnitt 3
wird gezeigt, dal diese ADGL reguldr ist und dafl das der
ADGL zugeordnete Vektorfeld dem oben angegebenen
Vektorfeld entspricht.

3. Regulire ADGL und ADGL mit dem Index ¢

Definition: Eine ADGL (H, 4, ) heilt normale ADGL,
wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Fiir alle ¢ € B gilt rank (4(e)) =r (0 <7 < n).

(i) Die Menge X := {c € E: f(¢) € im(A(e))} ist eine glatte
Mannigfaltigkeit der Dimension ». []

Die Mannigfaltigkeit X aus obiger Definition wird im
weiteren als Zwangsmannigfaltigkeit bezeichnet. Fiir zwei
Abbildungen R :E - L(E,E) und @ : K — L(H, E) bzw.
g : B — H sei die Verkniipfung # durch R * @ (e) = R(e) - @(e)
bzw. R % g (e) = R(e) - g(e) definiert. In der folgenden Aus-
sage wird gezeigt, wann fiir eine ADGL, fir die die For- '
derung (i) aus obiger Definition erfiillt ist, auch (ii) gilt. 3
Aussage: (H, A, f) sei eine ADGL, fiir die rank (A(e)) =7
fir alle e € F ist, dann gilt:

(i) Es existiert eine glatte Abbildung R : B — L(H, E), so
daB3 R(e) fiir alle e € F/ eine Projektion entlang von
im (A(e)) ist.

(ii) e € X genau dann, wenn R * f (¢) = 0.

(iii) X ist glatte Mannigfaltigkeit der Dimension », wenn

rank (D(R * f) (s)) = mn — r fur alle s € X ist.

(iv) Wenn X glatte Mannigfaltigkeit ist, so ist T2 = ker
X (D(R ) () fiir alle s € Z. [

Definition: Ein ADGL (E, 4, f) heiBt ADGL mit dem
Index 1, wenn (E, 4, f) eine normale ADGL ist und 4(s) (7',2)
= im(A(s)) fir alle s € Zgilt. O -

Die ADGL mit dem Index 1 (in [9] auch als uberfiihrbare
ADGL bezeichnet) sind die bisher am intensivsten unter-
suchten ADGL. Fiir diese Klasse von ADGL sind vielfédltige
Aussagen tiber die Losungsmenge und iiber die numerische
Behandlung bekannt [9]. Auch gibt es fir ADGL mit dem
Index 1 einige Arbeiten iiber die Beziehung von Vektor-
feldern zu ADGL (z. B.[10]). Gegenwiirtig spielen aber
regulire ADGL, die keine ADGL mit dem Index 1 sind
und die z. B. bei der Analyse von mechanischen Systemen
mit Zwangsbedingungen, bei der Analyse elektrischer Netz-
werke oder bei der Diskretisierung der Navier-Stokes-
Gleichung auftreten kénnen [4], eine immer groBere Rolle.

Bild 1 (links)
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Deshalb wird im folgenden iiber eine Reduktionsmethode
ein Kriterium angegeben, durch das fiir eine erweiterte
Menge von ADGL deren Regularitdt nachgewiesen werden
kann.

Definition: Eine ADGL (H, 4, f) hei3t reduzierbar, wenn
(B, A, ) eine normale ADGL und keine ADGL mit dem
Index 1 ist, wenn weiterhin eine glatte Abbildung @ : E
— L(E, E) existiert, fiir die Q(s) fiir alle s € X eine Projektion
auf T' .Y ist und fiir die Q(e) fur alle ¢ € B konstanten Rang
hat und wenn schlieBlich die ADGL (H, 4/, f) eine normale
ADGL mit 4’ = 4 *Q ist. Der Ubergang von der ADGL
(B, A, ) zur ADGL (H, A’, f)y wird als Reduktion be-
zeichnet. []

Aussage: (H, A, f) sei eine reduzierbare ADGL. (H, A’ [)
die durch Reduktion von (#, 4, /) erhaltene ADGL. Dann
ist die Abbildung ¢ : I — F genau dann Losung der ADGL
(B, 4, f), wenn ¢ : I — E auch Lésung der ADGL (K, 4, f)
8t - [

Diese Aussage besagt, dall die hier vorgeschlagene Methode
zur Reduktion einer ADGL, im Gegensatz zu anderen
Reduktionsmethoden (z. B. in [3, 4]), die Losungsmenge
nicht verdndert.

Definition: Eine normale ADGL (H, A4, {) hei3t ADGL mit
dem Index ¢, wenn die ADGL (¢ — 1)mal reduzierbar ist
und wenn die nach (¢ — 1)maliger Reduktion erhaltene
ADGL (E, AGD, f) eine ADGL mit dem Index 1 ist. []
Aussage: Wenn die ADGL (H, 4, f) eine ADGL mit dem
Index 4 ist, dann sind alle ADGL, die isomorph zur ADGL
(B, A4, f) sind, ebenfalls ADGL mit dem Index i. []

Satz: Eine ADGL (H, A, f) ist regulire ADGL, wenn (&, 4, f)
eine ADGL mit dem Index ¢ (¢ > 0) ist. Insbesondere sei
(B, AG-D, f) die nach (i — 1)maliger Reduktion entstandene
ADGL, dann gilt:

e = 23D ;= {e €EE: fe) € im(A(i‘l)(e))}. O

Die hier vorgeschlagene Definition des Index einer ADGL
ist fiir die in diesem Beitrag betrachteten ADGI, identisch
mit der Definition des Index einer nichtlinearen ADGL
von Mérz in [2] und mit der von Gear, Lotstedt und Petzold
in [3, 4] ebenfalls mittels einer Reduktionsmethode an-
gegebenen Definition.

Bewspiel 2: Die ADGL aus Beispiel 1 besitzt folgende
Zwangsmannigfaltigkeit :

2= {(wy, @y, Y1, ¥s) € RE: gy, @) = 0, Yi? + st = 1}.

Sie ist reduzierbar. Mit

a—al| 0 O
b:b| 0.0
SR 0 0 ¢ —c |’

|
R B T

@ = Dyg(ay, ) [ (Dygleey, @) + Dyglay, y)),
b = Dyg(ey, x)[(Daglees, @) + Doglay, ay)),
Chr= Uz/(?h + yz),
d = y/(y1 + )

C

und
a '—a |00
—b b|100

A'(e) := A =

(e) * Q(e) 00700
0 =<0"]7070

erhilt man die reduzierte ADGL (E, 4’, f).

(Wiss. Z. Techn. Univers., Dresden 38 (1989) H. 1)

Die neue Zwangsmannigfaltigkeit ist:

27 1= {(wy, @y, Y1, Ya) € B gy, @) = 0, 45 + 9 = 1,
Dyg(xy, x5) - Yy + Daglay, ) - yy = 0} .

Die ADGL (#, 47, ) ist ADGL mit dem Index 1, und damit
gilt X¢ = X’. Die urspriingliche ADGL (%, 4, [) ist somit
ADGL mit dem Index 2.

Bemerkung: Die Mannigfaltigkeit X’ besteht aus zwei
nichtzusammenhéngenden Mannigfaltigkeiten X,” und X,’.
Durch Einfiihrung einer Orientierung auf der Mannigfaltig-
keit M, d. h. durch die Forderung, dafl die Losungen nicht
nur der ADGL geniigen, sondern auch (iv) in Beispiel 1 er-
fullen, wird X'¢ eingeschriankt auf X¢ = X" bzw. auf ¢ = X,’.
Die Mannigfaltigkeiten X,” und X,” sind- diffeomorph zur
Mannigfaltigkeit M. w; : M — X;" (« = 1, 2) bezeichne die
entsprechenden Diffeomorphismen, fir die x = p(ui(x)) fur
alle « € M gelten soll, wobei die Projektion p: R* — R?
durch die Zuordnung (zy, @y, Y1, ¥s) > (21, x,) gegeben ist.
Es sei v: M — TM das in Beispiel 1 definierte Vektorfeld.
Die Orientierung auf M sei so gewdhlt, daBl X¢ = X" gilt.
Weiterhin sei v’ : 2¢ — T'X¢ das der ADGL (#, 4, f) ein-
deutig zugeordnete Vektorfeld. Fur alle @ € M gilt dann
v’(ul(x)) = Duy(x) » v(x). Daraus 1at sich schluB3folgern,
daB die von Haase vorgeschlagene ADGL unter Einbeziehung
der Forderung (iv) von Beispiel 1 tatséichlich dem in Beispiel
1 vorgeschlagenen Vektorfeld zur Kurvenverfolgung ent-
spricht.

4. Realisierung von Vektorfeldern durch ADGL

Definition: Eine ADGL mit dem Index-i wird Reali-
sierung des Vektorfeldes v:M — TM genannt, wenn
Ze=M cE ist und wenn A(j(s)) - Dj(v(s)) = f(i(s)) tiir
alle s € M gilt. Wobei j : M — E die natiirliche Einbettung
von M in E ist. []

Der nun folgende Satz zeigt, daB jedes physikalische oder
technische System, dessen Zeitverhalten durch ein glattes
Vektorfeld modelliert werden kann, auch durch eine ADGL
mit dem Index 7 modelliert werden kann.

Satz: Jedes glatte Vektorfeld v: M — T'M ist durch eine
ADGL mit dem Index 4 (¢ > 0) realisierbar. []

Eine fiir die Anwendung sehr wichtige Klasse von ADGL
bilden die semiexpliziten ADGL. So kann z. B. die Analyse
elektrischer Netzwerke als auch mechanischer Systeme auf
ADGL diesen Typs fiihren. :

Definition: Eine ADGL (K, 4, {) heil3t semiexplizite ADGL,
wenn A(e) = A, mit 4, € L(H, E) fur alle e € E gilt. []
Es zeigt sich nun, daf die Einschrinkung auf semiexplizite
ADGL Konsequenzen auf die Realisierbarkeit von Vektor-
feldern durch semiexplizite ADGL mit dem Index 1 hat.
Aussage: Ein Vektorfeld v : M — TM kann dann und nur
dann durch eine semiexplizite ADGL mit dem Index 1
realisiert werden, wenn eine Projektion p:E — E; mit
entsprechend gewéhltem H = E, X H, existiert, so da} die
Einschrinkung der Projektion auf M ein Diffeomorphismus
ist. Jedes Vektorfeld v : M — T'M kann durch eine semi-
explizite ADGL mit dem Index 4 (¢ > 1) realisiert
werden. [] :
Beispiel 3: Wenn die zu verfolgende Kurve aus Beispiel 1
im R? wie folgt beschrieben werden kann: M := {(xy, ;)
€ R?: @y = g(w,)}, so existiert eine semiexplizite ADGL mit
dem Index 1 zur Kurvenverfolgung, wie z. B.: 4, =1,
0 = x; — g(x,). Im allgemeinen 146t sich aber die Mannig-
faltigkeit M nur durch eine implizite Funktion beschreiben,
die nicht in eine explizite Form iiberfithrbar ist [8]. Dann
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gibt es keine semiexplizite ADGL mit dem Index 1 zur
Kurvenverfolgung, sondern nur semiexplizite ADGL mit
dem Index ¢ (¢ > 1), wie z. B. die ADGL von Haase aus
dem Beispiel 1.

5. Nichtautonome ADGL

Die nichtautonome ADGL B(c(t) t) é(t) = g(c(t), t) mit
¢(t) € R¥kann wie folgt in eine autonome ADGL umgewandelt
werden:

B(e(t), d(®)) ~6(t) = g(e(0), d(t))
d(t) = 1.

Damit erhélt man die folgende ADGL (#, 4, f):

(i) KE:= Rk, (x,8)=c¢cH,

o e o (Bl 10
(if) (w, 8) 1= (O——ll)’
(i) f(w, 8) 1= (g (”1’ s)).

Somit lassen sich alle Aussagen aus Abschnitt 2...4 auch
auf den nichtautonomen Fall iibertragen. Fiir die oben
erhaltene ADGL soll noch eine spezielle Reduktion, die der
besonderen Struktur dieser ADGL entspricht, eingefiihrt
werden. Zunédchst wird die ADGL (#, A4, f), wenn sie re-
duzierbar ist, normal reduziert. (H, H, f) sei die reduzierte
ADGL mit

H(z,s):= A *Q(w, s) = (Hl(w, $) | Hy(, s)).

Hy(x, s) | Hy(z, s)

Es existiert dann eine glatte Abbildung S : B — L(H, K),
die durch

Sz, ) 1= (I Ly Geh) Fhie 8))

01
definiert wird und die fiur alle ¢ € # nichtsinguldr ist.
S * H werde wie folgt geschrieben:

B'(xz,s) | 0 )

s L e (O(x, 5) | Diw,9)

Man erhélt dann als reduzierte ADGL die ADGL (H, 47, ')

mit

Alx; 8) 7= (M)
0 | 1
und

Die reduzierte ADGL (H, 47, [') hat wieder die Struktur
der ursprunglichen ADGL und kann als nichtautonome
ADGL B’(c(t), t) - 6(t) = y’(c(t), t) geschrieben werden.

Schliisselworter :
Algebrodifferentialgleichung

Haruesvie caoea:

7. Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Beitrag wurden nichtlineare ADGL untersucht,
wobei besonders deren Verhiltnis zu Vektorfeldern auf
Mannigfaltigkeiten im Vordergrund stand. Es zeigte sich,
daB das Zeitverhalten von physikalischen und technischen
Systemen in vielen Fillen entweder durch regulire ADGL
oder durch Vektorfelder modelliert werden kann. Der
Autor ist der Ansicht, daB beide Darstellungsformen
gleichermaBen wichtig sind. Wihrend Vektorfelder vor-
wiegend fiir eine qualitative Analyse [11] des Zeitverhaltens
geeignet sind, werden ADGL bevorzugt zur quantitativen
Analyse mittels numerischer Methoden benutzt. Dabei hat
sich in letzter Zeit gezeigt, daB die Aussagen ubér die
Stabilitét und Konvergenz der bisher verwendeten numeri-
schen Integrationsverfahren vom Index der betreffenden
ADGL abhéngen [3, 4, 5,9]. So koénnen z. B. numerische
Integrationsverfahren, deren Konvergenz und Stabilitdt
fir ADGL mit dem Index 1 nachgewiesen ist, zu grof3en
numerischen Fehlern fiithren, wenn sie auf ADGL mit dem
Index 4 (4 > 1) angewendet werden. '

Gegenwiirtig arbeitet der Autor an einer Verallgemeinerung
der in diesen Beitrag vorgestellten Theorie im Sinne schwii-
cherer Differenzierbarkeitsforderungen und an der Formu-
lierung einer Bifurkationstheorie fiir ADGL. Des weiteren
soller. die hier vorgestellten Aussagen zu einem besseren
Verstédndnis der numerischen Integrationsverfahren
ADGL fiithren.

fur
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Algebrodifferentialgleichung — Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit — Index und Reduktion einer

muddepennuantbHo-aNredbpandeckoe ypaBHeHNe — BEKTOPHOE IOJIe HA MHOr000pasuu — HHAEKC U Ipu-

BeJleHne nnq)(I)epeHuuam)Ho-aﬂreﬁpanquRoro ypaBHeHUA
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