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Zusammenfassung

In diesem Beitrag wird das optimale Angebot für einen Wohnungs-
markt bestimmt. Die Nachfrage wird dafür aus einem o¤enen Modell
der monozentrischen Stadt hergeleitet. Weiterhin wird davon ausge-
gangen, dass Wohnungen aufgrund der verschiedenen Standorte und
aufgrund weiterer diskreter Wohnungsmerkmale heterogen sind. Der
Wohnungsanbieter an einem Standort wird daher als Mehrprodukt-
monopolist aufgefasst. Als gewinnmaximale Angebotsstruktur zeigt
sich, dass unter bestimmten Bedingungen Wohnungen gleichen Typs
an verschiedenen Standorten gleich großsind. Außerdem werden an
den jeweiligen Standorten mehrere Wohnungstypen angeboten. Die-
se beiden Resultate stehen im deutlichen Gegensatz zu Modellen der
Neuen Stadtökonomie, wonach an den Standorten jeweils nur ein Woh-
nungstyp angeboten wird, dessen Größe zudem über die verschiedenen
Standorte variiert.
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1 Einführung

Der Wohnungsmarkt einer Stadt unterscheidet sich von anderen Gütermärk-
ten vor allem dadurch, dass das am Markt gehandelte Gut schon aufgrund
seiner unterschiedlichen Standorte heterogen ist. Das Wohnungsangebot an
jedem einzelnen Standort ist daher monopolistisch. Im Rahmen der meist
monozentrischen Modelle der Neuen Stadtökonomie wird üblicherweise von
einem linearen Zusammenhang zwischen Boden und der daraus entstehen-
den Wohn�äche ausgegangen (Alonso 1969, Muth 1969, Mills 1972). Das
Wohnungsangebot wird somit aufgrund der unveränderlichen Bodenmenge
als unelastisch angenommen, und im Wettbewerb setzen sich am jeweiligen
Standort die meistbietenden Haushalte durch. Die Zahlungsbereitschaft der
Haushalte wird durch Einkommen, Präferenzen für die Güter und die Lage-
gunst eines Standortes begründet. Sie wird im Wettbewerb durch den An-
bieter so weit abgeschöpft, dass dem Haushalt das Nutzenniveau bleibt, das
er auch an alternativen Standorten erzielen könnte. Zentrale Ergebnisse des
monozentrischen Stadtmodells sind mit zunehmender Entfernung zu einem
Stadtzentrum sinkende Bodenpreise und -renten, steigende Flächennachfrage
und abnehmende Bevölkerungsdichte. Kosten des Angebotes, also ein Woh-
nungsproduktionssektor wie bei Muth 1969 (S. 46¤.), werden in diesen Mo-
dellen nur selten berücksichtigt.
In diesem Beitrag wird ausgehend von einem monozentrischen Modell

der Stadt der Wohnungsproduktionssektor modelliert. Die Wohnungsanbie-
ter erstellen Gebäude mit Wohnungen, die sie zur weiteren Nutzung Haushal-
ten überlassen. Die Zahlungsbereitschaft für eine Wohnung ist abhängig von
der Wohnungsgröße und den übrigen Wohnungsmerkmalen. Zu den Letz-
teren zählen vor allem die Raumanzahl, aber auch Ausstattungsmerkmale
wie Einbauküche, Anzahl der Bäder etc. Aufgrund des diskreten Charakters
von Wohnungsmerkmalen lassen sich verschiedene Wohnungstypen abgren-
zen, und es ergibt sich an den einzelnen, jeweils von einem Anbieter entwi-
ckelten Standorten der Fall eines Mehrproduktmonopols.
Als gewinnmaximale Angebotsstruktur zeigt sich, dass unter bestimmten

Bedingungen Wohnungen gleichen Typs an verschiedenen Standorten gleich
großsind. Außerdem werden an den Standorten mehrere Wohnungstypen
angeboten. Diese beiden Resultate stehen im deutlichen Gegensatz zu den
Modellen der Neuen Standökonomie, wonach an jedem Standort jeweils nur
ein Wohnungstyp angeboten wird, dessen Größe zudem über die verschiede-
nen Standorte variiert.
Im folgenden Abschnitt wird zunächst die Nachfragefunktion bestimmt,

die ein Anbieter berücksichtigt. Dabei wird davon ausgegangen, dass die
Wohnungsgröße vom Anbieter festgelegt wird, sodass sich für die Nachfra-
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ger ein Markt mit unteilbaren Gütern ergibt. Im dritten Abschnitt wird das
gewinnmaximale Angebot der Mehrproduktmonopolisten ermittelt. Die An-
bieter bestimmen hierfür die optimalen Wohnungsgrößen verschiedener Woh-
nungstypen und die optimale Anzahl der Wohnungen. Im vierten Abschnitt
wird das Marktergebnis für verschiedene Standorte und die daraus resultie-
rende Stadtstruktur beschrieben.

2 Wohnungsnachfrage

Die Wohnungsnachfrage lässt sich als Zahlungsbereitschaft der Haushalte be-
stimmen, die sich aus einem mikroökonomischen Nutzenmaximierungskalkül
ergibt. Dabei ist zu berücksichtigen, dass Wohn�äche zusammengefasst als
Wohnungen angeboten wird, die somit ein unteilbares Gut darstellen. Außer-
dem sind verschiedene Wohnungstypen abzugrenzen, die sich durch Merk-
male wie Raumanzahl und Ausstattung unterscheiden. Es kann unterstellt
werden, dass jeder Haushalt zu Wohnzwecken nur eine Wohnung nachfragt,
da Wohnungen verschiedenen Typs perfekte Substitute darstellen.
Zur Bestimmung der Zahlungsbereitschaft eines Nachfragers wird als Nut-

zenfunktion
U =

�X
i
�isi

��s
nanx�x (1)

angenommen, wobei s die konsumierte Wohn�äche des Wohnungstyps i und
x der übrige Güterkonsum ist. Mit �i wird die Wohn�äche verschiedener
Wohnungstypen gewichtet. Mit n wird die Qualität der Nachbarschaft am
Standort der jeweiligen Wohnung erfasst, auf die ein Anbieter keinen Ein-
�uss hat, die aber dennoch den Wert der Wohnung für den Nachfrager be-
stimmen kann. �s, �n und �x gewichten die Präferenzen. Die Nutzenfunktion
ist demnach eine geschachtelte Cobb-Douglas-Funktion, die als konsumierte
Wohn�äche die Fläche verschiedener Wohnungstypen als perfekte Substitute
enthält.
Als Budgetrestriktion wird

Y � T =
X

i
pisi + pxx (2)

mit dem Einkommen Y , den Ausgaben für Transporte T , für Wohn�ächeP
i pisi und für sonstigen Konsum pxx beachtet.
Aufgrund der perfekten Substituierbarkeit der verschiedenen Wohnungen

lässt sich die Zahlungsbereitschaft für eine Wohnung als der Preis bestim-
men, zu dem ein Nachfrager nur diese Wohnung wählt. Wird dieser Preis
überschritten, fragt er entweder eine andere Wohnung oder gar keine am
gleichen Standort nach. Wenn nur eine Wohnung nachgefragt wird, lässt sich
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die Nutzenfunktion (1) nach x lösen und in die Budgetrestriktion (2) ein-
setzen. Diese, anschließend nach pi gelöst, stellt die Zahlungsbereitschaft der
Haushalte für Wohn�äche dar:

pi = min

��
(Y � T )� px

�
Un��n

� 1
�x (�isi)

� �s
�x

�
s�1i ;

�i
�j
bpj� : (3)

Die Zahlungsbereitschaft für eine Mengeneinheit der Wohnung des Typs i an
einem durch Transportkosten T und Nachbarschaftsqualität n gekennzeich-
neten Standort ergibt sich aus dem Einkommen Y abzüglich der Ausgaben
für Transporte und der notwendigen Ausgaben für übrigen Konsum, die bei
einer bestimmten Wohnungsgröße notwendig sind, um das Nutzenniveau U
zu sichern. Sie wird dabei durch die mögliche Verfügbarkeit anderer Woh-
nungen zu einem Angebotspreis bpj begrenzt.
Diese in (3) dargestellte kompensatorische Zahlungsbereitschaft erlaubt

die Abweichung des Preisverhältnisses zwischen Konsumgüter- und Wohn-
�ächenpreisen von der umgekehrten Grenzrate der Substitution, wodurch
ein Nutzenmaximum bei freier Gütermengenwahl gekennzeichnet wird. Die
Abweichung ergibt sich, indem die Anbieter am Markt nur Wohnungen mit
einer bestimmten Fläche s� bereitstellen. In diesem Fall ergeben sich gerin-
gere Preise für Wohn�äche als bei freier Mengenwahl durch die Nachfrager.
Dies lässt sich in Abbildung 1 erkennen. Der Punkt B stellt das Ergebnis der
Ausgaben minimierenden Haushaltsentscheidung bei einem durch alternati-
ve Standorte gegebenen Nutzenniveau U dar. Die dazugehörige Preisgerade
tangiert im Punkt B die Indi¤erenzkurve, und es ergeben sich die optimalen
Mengen x0 und s0. Dabei gilt die Gleichheit vom Verhältnis der Grenznutzen
und der Preise. Die nachgefragte Wohnungsgröße ergibt sich in diesem Fall
als

s0i =

�
(�x + �s) px
�x (Y � T )

��x
�s �

Un��n
� 1
�s (4)

aus dem durch andere Standorte bestimmten Nutzenniveau U .
Werden nur Wohnungen mit einer Fläche von s� angeboten, dann ergibt

sich aufgrund des gegebenen Nutzenniveaus U der Punkt A in der Abbildung
1 als Gütermengenkombination, und es resultiert x� als Konsumgüternach-
frage. Der Preis für Wohn�äche ist in diesem Fall geringer als bei optimaler
Mengenwahl. Könnten die Haushalte bei diesen Preisverhältnissen die Men-
gen frei wählen, würden sie entweder ein höheres Nutzenniveau oder das
gleiche Nutzenniveau mit geringerem Einkommen erreichen. Dies wird auf-
grund der Festlegung der Angebotsmenge verhindert. Durch die Festlegung
der Wohnungsgrößen ergibt sich eine bis zur optimalen Menge steigende und
jenseits der optimalen Größe fallende Zahlungsbereitschaftsfunktion (Abb.
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Abbildung 1: Güter- und Flächennachfragemengen im Indi¤erenzkurvensche-
ma bei unteilbarer Wohn�ächennachfrage

ps s( )

ss'

Abbildung 2: Zahlungsbereitschaft eines Haushaltes für Wohnungen verschie-
dener Größen
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2). Diese Zahlungsbereitschaft steigt mit dem Einkommen Y , der Nachbar-
schaftsqualität n und der relativen Wertschätzung der Wohnungen dieses
Typs gegenüber anderen Wohnungstypen, die durch �i ausgedrückt wird. Sie
ist hingegen negativ abhängig von dem an anderen Standorten erzielbaren
Nutzen U und den Transportkosten T .

3 Wohnungsangebot

Das Angebot von Wohnungen wird üblicherweise von Bauträgern oder Pro-
jektentwicklern erstellt, die vor der Aufgabe stehen, einen bestimmten Stand-
ort durch die Errichtung von Wohnungen gewinnmaximal zu verwerten. Da-
bei sind drei Fragen zu beantworten, nämlich erstens, ob überhaupt ein An-
gebot zustande kommt, zweitens, wie viele Wohnungen erstellt werden, und
drittens, wie großdie einzelnenWohnungen sein sollen. Da verschiedeneWoh-
nungstypen mit unterschiedlicher Größen angeboten werden können, können
die Anbieter auf dem räumlichen Wohnungsmarkt als Mehrproduktmonopo-
listen für ihren jeweiligen Standort aufgefasst werden.
Das optimale Angebot eines Mehrproduktmonopols ist ein in der Lite-

ratur umfassend diskutiertes Problem (Tirole 1994, S. 69f.). Auf dem Woh-
nungsmarkt erscheint es jedoch etwas komplizierter, da nicht Gütermengen,
sondern sowohl die Wohnungsgrößen als auch -zahlen simultan bestimmt wer-
den. Die vom Anbieter berücksichtigte Zahlungsbereitschaft ist der Gegen-
wartswert der periodisch bestimmten Zahlungsbereitschaften gemäß(3). Sie
ist eine Funktion der Wohnungsgrößen si und wird mit Ps;i(si) bezeichnet:

Ps (s
�
i ) = V ps (s

�
i ) (5)

mit

V =
(1 + r)

�
(1 + r)l � 1

�
(1 + r)l ((1 + r)� 1)

(6)

als Faktor einer vorschüssigen Zahlungsreihe mit der Laufzeit l und einem
Zinssatz r. Die Laufzeit entspricht dabei der Lebensdauer der Wohnung. Der
Anbieter einer Wohnung muss folglich zur Zeit der Erstellung eine Erwartung
über die Lebensdauer der Wohnung, die Zinsen und die Nutzenfunktionen der
Nachfrager für die gesamte Zeitdauer bilden, die für den Gegenwartswert Ps
der zukünftigen Einnahmen aus den Wohnungen verantwortlich sind.
Als Wohnungskosten sind sowohl die Kosten der Errichtung der einzelnen

Wohnungen (Bau- und Baunebenkosten) als auch die Kosten des laufenden
Betriebs der Wohnungen (Betriebskosten) zu berücksichtigen. Die Baukos-
ten steigen in dreierlei Hinsicht: Erstens nehmen die Kosten mit der reinen
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erstellten Fläche zu. Die Wohn�äche wird mit Bodenbelägen ausgestattet,
durch Wände eingegrenzt, mit Strom versorgt usw. Zweitens gibt es Kosten,
deren Höhe lediglich an die Anzahl der Wohnungen gebunden ist. Es ist dabei
an die Kosten von Anschlüssen, für Küchen, Bäder etc. zu denken. Und drit-
tens gibt es Kosten, die mit dem Standort als Ganzem verbunden sind, wie z.
B. die Kosten des Grundstücks, der Grundbucheintragung, der Anschlüsse an
die städtische Infrastruktur usw. Ebenso können auch die Betriebskosten in
standort�xe, wohnungs�xe und �ächenabhängige Bestandteile di¤erenziert
werden. Um das Kalkül des Anbieters zu betrachten, sind die später anfal-
lenden laufenden Kosten �ebenso wie die Einnahmen �auf den Zeitpunkt
der Projektentscheidung zu kapitalisieren.
Es erscheint folglich plausibel, die Kosten des Wohnungsangebotes in Kos-

ten der Wohn�äche Cs (si), Kosten der Wohnungszahl Cw (w1; :::; wi;:::; wm)
und standort�xe Kosten C zu zerlegen. Der Gewinn des Monopolisten ergibt
sich demnach als:

� =
X
i

wiPs;i(si)si � Cs (si)� Cw (w1; :::; wi;:::; wm)� C: (7)

Dieser Gewinn lässt sich durch die Bestimmung der optimalen Wohnungsgrö-
ßen und -zahlen maximieren. Aus der Bedingung erster Ordnung für die opti-
male Wohnungsgröße folgt eine Variante der bekannten Amoroso-Robinson-
Relation: �

1 +
@Ps;i (si)

@si

si
Ps (si)

�
=
@Cs (si)

@si
: (8)

Die optimale Wohnungsgröße wird folglich von der Elastizität der Zahlungs-
bereitschaft und den Grenzkosten derWohn�ächenproduktion bestimmt. Ent-
scheidend für die Bestimmung der optimalen Wohnungsgröße ist die Abhän-
gigkeit der Grenzkosten der Flächenproduktion von den anderen Parametern
des Angebotes, also der Größe anderer Wohnungen oder der Wohnungszahl
des Standortes. Wird angenommen, dass die Grenzkosten der Flächenerstel-
lung für eine Wohnung von diesen Größen unabhängig sind, gilt dies auch für
die Größe dieser Wohnung. Die optimale Wohnungsgröße s�i lässt sich nun
bei der Bestimmung der optimalen Wohnungszahl berücksichtigen. Aus der
Bedingung erster Ordnung für ein Gewinnmaximum folgt:

Ps;i(s
�
i )s

�
i � Cs (s�i ) =

@Cw (si; wi)

@wi
: (9)

Die konstanten Erträge einer Wohnung auf der linken Seite entsprechen im
Optimum also den Grenzkosten der Produktion der Wohnungen. Dabei kön-
nen die Grenzkosten der Wohnungsproduktion von der Anzahl der Wohnun-
gen für andere Nachfrager abhängig sein. Plausibel ist es, davon auszugehen,
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dass
@ @Cw(w1;:::;wm)

@wi

@wj
� 0 (10)

gilt, wobei j einen anderen Wohnungstyp als i bezeichnet. Im Fall eines po-
sitiven Zusammenhangs resultiert, dass die Wohnungszahl eines Typs steigt,
wenn sie für einen anderen sinkt.
Die angebotenen Wohnungsgrößen und -zahlen lassen sich konkret be-

stimmen, wenn spezi�sche Nachfrage- und Kostenfunktionen angenommen
werden. Daher soll im Folgenden bei der Optimierung des Angebotes die
oben aus einem Haushaltsoptimierungskalkül bestimmte Wohnungsnachfra-
ge zusammen mit einer spezi�schen Kostenfunktion verwendet werden.
Eine Kostenfunktion ist das Resultat der Produktionsfunktion für die Er-

stellung des Wohnungsangebotes. Sie kann nur hinsichtlich der Wohnungs-
�ächen und der Wohnungszahl separierbar sein, wenn die jeweiligen Produk-
tionsfunktionen unabhängig voneinander sind. Weiterhin wird angenommen,
dass Wohnungen aus Kapital K und Boden B produziert werden, die bei-
de in Geldeinheiten gemessen werden. Als Vereinfachung wird angenommen,
dass der Bodeneinsatz bei der Ausstattung einer Wohnung mit wohn�ächen-
abhängigen Ausstattungsmerkmalen wie Teppichen, Heizung etc. keine Rolle
spielt. In diesem Fall lässt sich die Produktionsfunktion für eine Wohn�ä-
cheneinheit als

s =

�
1

cs
K

�1=�s
(11)

und die dazugehörige Kostenfunktion als

Cs = css
�s (12)

schreiben, da das Kapital in Geldeinheiten gerechnet wird. Es ist plausibel,
von konstanter oder sinkender Grenzproduktivität des Kapitals auszugehen,
sodass �s � 1 gilt. Um diese Wohnung nach ihrer Produktion auch in späte-
ren Perioden nutzen zu können, ist in jeder weiteren Periode ein �ächenab-
hängiger Einsatz von Kapital nötig, der analog als

s =

�
1bcsK

�1=b�s
(13)

erfasst werden kann. Dabei ist davon auszugehen, dass cs > bcs ist, da es
weniger kapitalintensiv ist, Wohn�äche zu erhalten und zu betreiben, als
neu zu bauen. Die Betriebskostenfunktion aller Perioden, abgezinst auf den
Zeitpunkt der Errichtung, lautet:bCs = V bcss�s : (14)
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Die gesamten �ächenabhängigen Kosten lauten nun:

Cs = css
�s + V bcss�s : (15)

Unter der ergänzenden Annahme �s = b�s = 1 lässt sich dies zu
Cs = (cs + V bcs) s (16)

vereinfachen.
Der Deckungsbeitrag aus Wohn�äche des Wohnungstyps i

p̂i = Ps;isi � (cs + V bcs) si (17)

lässt sich nun unabhängig von der Anzahl der Wohnungen optimieren. Die
Bedingung erster Ordnung lautet:

@�

@si
=
�
�s�

�1
x V px

�
Un��n

� 1
�x �

� �s
�x

i s
� �s
�x
�1

i

�
� (cs + V bcs) = 0: (18)

Diese Bedingung beschreibt ein Gewinnmaximum, wie sich aus der negativen
Bedingung 2. Ordnung erkennen lässt:

@2�

@s2i
= �

�
�s�

�1
x + 1

�
w
�
�s�

�1
x V px

�
Un��n

� 1
�x �

� �s
�x

i s
� �s
�x
�2

i

�
< 0: (19)

Die optimale Wohnungsgröße ergibt sich aus (18) als

s�i =
�
�s�

�1
x V px (cs + V bcs)�1 �Uin��n� 1

�x �
� �s
�x

i

� �x
�x+�s

(20)

und ist unabhängig von den Einkommen und Transportkosten. Unterschiedli-
che Wohnungsgrößen der Wohnungstypen i ergeben sich bei unterschiedlicher
Bewertung der Wohn�äche verschiedener Wohnungstypen i, die durch �i aus-
gedrückt wird. Je höher die Fläche eines Wohnungstyps mittels �i gegenüber
der Wohn�äche anderer Wohnungen bewertet wird, desto kleiner sind die
angebotenen Wohnungen dieses Typs.
Im Übrigen ist die Wohnungsgröße von den Kostensätzen cs und bcs nega-

tiv, vom Zinsfaktor V und damit sowohl von dem Zinsatz r als auch von der
Laufzeit l hingegen positiv abhängig.
Wenn die Zahlungsbereitschaft Pi (s�i ) und die optimale Wohnungsgröße

s�i bekannt sind, kann auch der Deckungsbeitrag aus Wohn�äche für eine
Wohnung bestimmt werden. Er ergibt sich als

p̂i = V
h
(Y � T )�

��
�x�

�1
s V

� as
ax+as +

�
V �s�

�1
x

� ax
ax+as

�
�
csV

�1 + bcs� �s
�x+�s

�
px
�
Un��n

� 1
�x �

� �s
�x

i

� �x
�x+�s

�
: (21)

9



Er nimmt zu, wenn das Einkommen Y steigt oder das angestrebte Nut-
zenniveau U sinkt. Das Einkommen wirkt sich nur über den erzielbaren
Preis der Wohnung auf den Deckungsbeitrag aus. Das alternativ erzielba-
re Nutzenniveau wirkt hingegen sowohl auf den Preis als auch indirekt auf
die Wohnungsgröße. Steigt der andernorts erzielbare Nutzen, dann sinkt die
Zahlungsbereitschaft. Zudem wird zur Kompensation die Wohnungsgröße er-
höht. Beide E¤ekte vermindern den Deckungsbeitrag der Wohn�äche einer
Wohnung. Außerdem nimmt der Deckungsbeitrag mit dem durch �i darge-
stellten relativen Wert der Fläche dieses Typs im Vergleich zumWert anderer
Wohnungstypen zu, da der positive E¤ekt auf die Zahlungsbereitschaft den
negativen E¤ekt auf die angebotene Fläche überkompensiert. Somit ergeben
sich aber für verschiedene Wohnungstypen unterschiedliche Deckungsbeiträ-
ge. Und schließlich wird der Deckungsbeitrag einer Wohnung steigen, wenn
der Zinsfaktor V aufgrund höherer Zinsen r oder längerer Laufzeit l zunimmt,
da sowohl die Bewertung der Zahlungsbereitschaft für Wohn�äche als auch
die Wohnungsgröße positiv vom Zinsfaktor abhängen. Dabei ist dieser An-
stieg überproportional.
Der Deckungsbeitrag ist außerdem eine wesentliche Größe bei der Bestim-

mung der optimalen Wohnungszahl. Die Wohnungszahl an einem bestimm-
ten Standort lässt sich schon aufgrund physikalischer Gegebenheiten nicht
unbegrenzt steigern. Im Weiteren wird unterstellt, dass ein Standort mit ei-
ner bestimmten Baukapazität verbunden ist, die mit B bezeichnet wird und
linear vom Boden abhängt. Da der eingesetzte Boden durch den Standort
festgelegt ist und durch die Fixkosten gedeckt wird, ist die Ausnutzung der
Kapazität kostenfrei. Bei der Bestimmung der Wohnungszahl wird folglich
nur über die optimale Verwendung der Kapazität entschieden:

B =
X
i

Bi: (22)

Die Produktion vonWohnungen verschiedener Typen ist zudemmit dem Ein-
satz von Kapital verbunden. Wird ein mit steigender Wohnungszahl überpro-
portionaler Faktoreinsatz unterstellt �dies kann auch durch die zunehmende
Schwierigkeit begründet sein, Baukapazität für einenWohnungstyp zu nutzen
�, ergibt sich folgende Produktionsfunktion:

wi = bi (min (Ki; Bi))
�w : (23)

Die von der Wohnungszahl abhängigen Kosten lauten nun:

Cwi =
1

bi
w

1
�w
i : (24)
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Zur Vereinfachung sei unterstellt, dass in späteren Perioden keine weiteren
wohnungszahlabhängigen Kosten anfallen.
Die für einen Wohnungstyp eingesetzte Baukapazität kann als

Bi =
1

bi
w

1
�w
i (25)

ausgedrückt werden.
Der Gewinn ergibt sich nun als

�(wi) =
X
i

wip̂i �
X
i

1

bi
w

1
�w
i :

Das Gewinnmaximierungsproblem des Wohnungsanbieters unter der Neben-
bedingung der begrenzten Baukapazität (22) lässt sich mittels der Lagrange-
Funktion

L (wi) =
X
i

wip̂i �
X
i

1

bi
w

1
�w
i + �

 
B �

X
i

1

bi
w

1
�w
i

!
� C (26)

lösen. Die Bedingung erster Ordnung hinsichtlich der Wohnungszahl ergibt
sich für jeden Wohnungstyp i als:

@L (wi)
@wi

= p̂i �
1

�w

�
1

bi

� 1
�w

w
1��w
�w

i (1� �) = 0: (27)

Es lässt sich zeigen, dass die Bedingung zweiter Ordnung für ein Maximum
erfüllt ist1. Mit (27) ergibt sich ein Gleichungssystem mitm Gleichungen, aus
denen sich die optimale Wohnungsanzahl der verschiedenen Wohnungsgrößen
als

w�i = B
�w p̂

�w
1��w
i

 X
i

b
� 1
�w

i p̂
1

1��w
i

!��w
(29)

bestimmen lässt. Die Anzahl der Wohnungen eines Wohnungstyps ist also
umso größer, je größer die Baukapazität und je höher die Deckungsbeiträge

1Dies lässt sich zeigen, indem die zweiten partiellen Ableitungen des Gewinns für alle
Wohnungszahlen bestimmt werden:

@�(wi)

@wi
= �1� �w

�2w

�
1

bi

� 1
�w

w
1�2�w
�w

i < 0: (28)

Da sie immer kleiner null sind und die Restriktion greift, liegt ein Gewinnmaximum vor
(Chiang 1984, S. 374 und 381¤.).
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aus der Fläche der Wohnung gegenüber den durchschnittlichen Deckungs-
beiträgen bei allen Wohnungen sind. Die Entscheidung über die Wohnungs-
größe und -anzahl ist unabhängig von den Fixkosten C. Ob es überhaupt
zum Angebot kommen wird, hängt jedoch davon ab, ob die erwirtschafteten
Deckungsbeiträge ausreichen, um die Fixkosten zu tragen.
Die ermittelten Werte für die Wohnungsgröße und -anzahl sind abhän-

gig von der gewählten Kostenfunktion. Dabei ist die Annahme konstanter
Grenzkosten für die Produktion von Wohn�äche für das Ergebnis kaum ent-
scheidend: Würden steigende Grenzkosten unterstellt, dann würde die Wohn-
�äche so lange erhöht, bis die aufgrund der Nachfragefunktion sinkenden
Grenzerlöse den steigenden Grenzkosten entsprächen. Bei der Bestimmung
der optimalen Wohnungszahl würden je Wohnung weiterhin konstante De-
ckungsbeiträge aus Wohn�äche berücksichtigt. Die optimale Wohnungszahl
hingegen reagiert sensitiv auf die spezi�schen wohnungszahlabhängigen Kos-
ten. In dem hier vorgestellten Beispiel sind die Kosten selbst voneinander
unabhängig, während der Zusammenhang zwischen den verschiedenen Woh-
nungstypen über die Baukapazität hergestellt wird.
Zu der gewählten Funktionsform sind verschiedene Alternativen denkbar,

die sich vor allem in dem unterstellten Verlauf der Transformationskurve für
verschiedeneWohnungstypen unterscheiden. Wesentlich für die Transformati-
onskurve ist der angenommene Zusammenhang zwischen der Produktion ver-
schiedener Wohnungstypen. Wäre die Produktion verschiedener Wohnungs-
typen völlig unabhängig voneinander und nicht durch Baukapazität limitiert,
dann würden von jedem Wohnungstyp so viele Wohnungen erstellt, bis die
Grenzkosten der Wohnungszahl den konstanten Deckungsbeiträgen aus der
Wohn�äche entsprächen. Die Wohnungszahl eines Wohnungstyps wäre unab-
hängig von den Wohnungszahlen anderer Typen und würde sich auch nicht
verändern, wenn sich deren Zahlen, beispielsweise aufgrund variierender Er-
löse, änderten. Weisen die Wohnungstypen hingegen konstante Grenzraten
der Transformation auf (Abbildung 3), wird bei einer Abweichung dieser von
dem umgekehrten Verhältnis der Deckungsbeiträge (Transformationskurve
2 in Abbildung 3) nur der pro�tablere Wohnungstyp (w�i ) angeboten. Ent-
spricht das umgekehrte Verhältnis der Deckungsbeiträge der Grenzrate der
Transformation, dann ist die Wohnungszahl der Typen nicht eindeutig be-
stimmt (Transformationskurve 1 in Abbildung 3).
Eindeutige Wohnungszahlen je Typ (w�i und w

�
j ), die jeweils von der An-

zahl anderer Wohnungen abhängig sind, ergeben sich hingegen, wenn man,
wie z. B. durch die Restriktion (22) begründet, einen Kostenfunktionsverlauf
annimmt, der eine eingeschränkte Transformierbarkeit der Wohnungstypen
widerspiegelt und eine zunehmende Grenzrate der Transformation begründet
(Abbildung 4). Es zeigt sich jedoch, dass die meisten spezi�schen Funktionen,
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Abbildung 3: Optimierungsproblem eines Mehrproduktmonopolisten bei li-
nearen Transformationskurven

Abbildung 4: Optimierungsproblem eines Mehrproduktmonopolisten bei kon-
kaver Transformationskurve
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die diese Eigenschaft erfüllen, bei der Optimierung über die Wohnungszahl
zu Gleichungssystemen mit hochgradigen Polynomen führen und daher nicht
eindeutig lösbar sind2.

4 Marktanteile, residenzielle Bevölkerungs-
verteilung und Stadtstruktur

Die Größe der nachgefragten Wohnungen wird bei der gewählten Produkti-
onsfunktion � entgegen den Ergebnissen üblicher monozentrischer Modelle
� nicht durch die Einkommen der Haushalte oder die mit dem Standort
verbundenen Transportkosten beein�usst. Diese Größen schlagen sich in der
Anzahl der Wohnungen eines Standortes nieder: Mit abnehmenden Einkom-
men oder steigenden Transportkosten wird die Anzahl der Wohnungen einer
Nachfragergruppe geringer. Mit dem an alternativen Standorten realisier-
baren Nutzenniveau U nimmt die Wohnungsgröße zu. Der Ein�uss auf die
Wohnungsanzahl der Nachfragergruppe ist hingegen unbestimmt.
Die Gesamtzahl der Wohnungen an einem Standort ergibt sich als:

X
i

w�i = B
�w

 X
i

b
� 1
�w

i p̂
1

1��w
i

!��w X
i

p̂
�w

1��w
i : (32)

Die Marktanteile der Wohnungstypen lassen sich durch das Verhältnis der
verschiedenenWohnungszahlen zur gesamtenWohnungszahl eines Standortes
ausdrücken:

w�iP
iw

�
i

=
p̂

�w
1��w
iP

i

p̂
�w

1��w
i

: (33)

Hier zeigt sich, dass der Marktanteil eines Wohnungstyps steigt, wenn der De-
ckungsbeitrag aus Wohn�äche (vgl. Gleichung 21) zunimmt, da die Summe

2Eine Ausnahme wäre eine Kostenfunktion für Wohnungen mit der Form

Cw =
cw
2

0@X
i

w2i +

 X
i

wi

!21A ; (30)

die bei der Optimierung in einem linearen Gleichungssystem mündet und zu einer opti-
malen Wohnungszahl

w�i = c
�1
w

�
p̂s;is

�
i �

P
i (Ps;i � cs) s�i
1 +m

�
(31)

führt, wobei m die Anzahl der Wohnungstypen ist.
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aller Deckungsbeiträge langsamer wächst. Folglich lässt sich die Marktstruk-
tur aus den Deckungsbeiträgen der Wohnungstypen erklären.
Die Marktstruktur erlaubt Rückschlüsse auf die Stadtstruktur, wenn ver-

schiedene Nachfragergruppen unterstellt werden, die sich in der Bewertung
der verschiedenen Wohnungstypen unterscheiden, sodass jeweils eine Nach-
fragergruppe aufgrund der durch �i ausgedrückten Wertschätzung für einen
Wohnungstyp die höchste Zahlungsbereitschaft aufweist und den höchsten
Deckungsbeitrag ermöglicht. Da sich in diesem Fall diese Gruppen im Wett-
bewerb um diesen Wohnungstyp durchsetzen, können Wohnungstypen und
Nachfragergruppen im Weiteren gleichgesetzt werden.
Oben wurde gezeigt, dass der Deckungsbeitrag eines Wohnungstyps zu-

nimmt, wenn das Einkommen Y der Nachfrager steigt oder ihr angestrebtes
Nutzenniveau U sinkt. Wenn diese Größen jeweils nur die Nachfrager eines
Wohnungstyps betre¤en, lässt sich erkennen, dass ihr Anteil zunimmt, wenn
ihr Einkommen steigt oder das von ihnen erwartete Nutzenniveau sinkt.
Im Gegensatz zu diesen Größen wirkt sich der Zinsfaktor V auf alle De-

ckungsbeiträge aus. Da diese mit dem Zinsfaktor überproportional wachsen,
nimmt mit steigendem Zinsfaktor der Anteil der Wohnungen mit überdurch-
schnittlich hohen Deckungsbeiträgen an einem Standort zu.
Durch die Transportkosten T und die Nachbarschaftsqualität n wirkt sich

die Standortqualität aus, die alle Nachfragergruppen gleichermaßen beein-
�usst. Mit steigenden Transportkosten oder sinkender Nachbarschaftsquali-
tät nimmt der Anteil der Wohnungen einer Gruppe zu, wenn die Deckungs-
beiträge aus ihren Wohnungen und damit der Anteil der Wohnungen zuvor
überdurchschnittlich hoch sind. Umgekehrt sinken die Anteile von unter-
durchschnittlich ertragreichen Wohnungen mit steigenden Transportkosten
oder sinkender Nachbarschaftsqualität. Demnach ist an abgelegenen Stand-
orten oder an Standorten mit besonders hoher Nachbarschaftsqualität der
Anteil der Wohnungen mit hohen Deckungsbeiträgen besonders großund die
Marktstruktur eher ungleich. Dies kann eine Begründung dafür sein, dass in
besonders attraktiven Lagen oder an den Stadträndern der Anteil kleinerer,
weniger ertragreicher Wohnungen geringer ist.
Die optimalen Wohnungszahlen und -größen beziehen sich auf eine gege-

bene, durch die Fixkosten C festgelegte Boden�äche. Sie können entweder im
Rahmen von statischen Analysen oder durch die Verwendung von Lageindizes
in Simulationen des städtischen Wohnungsmarktes verwendet werden. Dabei
erlaubt die Anzahl der Wohnungen auch die Bestimmung der entsprechenden
Anzahl der Nachfrager je Standort. Mit der Funktion der optimalen Woh-
nungszahl w�i ist folglich auch die Dichte verschiedener Nachfragergruppen
gegeben. Dies erlaubt Rückschlüsse auf die Bevölkerungsverteilung: Ist die
Bevölkerungsstruktur der verschiedenen Nachfragergruppen bekannt, kann
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durch die Anteile der Wohnungstypen über die Anteile der Nachfragergup-
pen die residenzielle Bevölkerungsverteilung ermittelt werden. Ihre räumliche
Ausprägung wird ebenso wie die Marktanteile der Wohnungstypen durch die
Standortmerkmale bestimmt. Wenn oben gezeigt wurde, dass an abgelegenen
Standorten und solchen mit hoher Nachbarschaftsqualität der Anteil ertrag-
reicherWohnungen überdurchschnittlich ist, lässt sich über die dazugehörigen
Nachfragergruppen schließen, dass an diesen Standorten diejenigen Nach-
fragergruppen überrepräsentiert sind, deren Wohnungen höhere Deckungs-
beiträge liefern. Dies sind aufgrund der Struktur der Nachfragefunktionen
Haushalte mit hohen Einkommen oder niedrigeren Nutzenerwartungen.
Die Bevölkerungsstruktur der gesamten Stadt lässt sich ermitteln, indem

das Nutzenniveau der Nachfrager an alternativen Standorten außerhalb der
Stadt bestimmt wird. Dies setzt voraus, dass die Nachfrager vollständig mo-
bil zwischen der Stadt und einem vergleichsweise großen Umland umziehen
können, in dem das besagte Nutzenniveau realisierbar ist. In diesem Fall
ergibt sich die Größe einer Nachfragergruppe aus der Summe ihrer Wohnun-
gen über das gesamte Stadtgebiet. Dafür ist es erforderlich, die Wohnungen
nicht nur hinsichtlich der Nachfragergruppen i, sondern auch hinsichtlich der
Standorte k zu di¤erenzieren. Die Anzahl der Nachfrager des Wohnungstyps
i ergibt sich nun als:

Hi =
X
k

w�i;k: (34)

Sind k die Standorte einer Stadt, ist somit ihre Bevölkerungsstruktur durch
das Ergebnis des Wohnungsmarktes vollständig beschrieben3.

5 Schlussbemerkungen

In diesem Beitrag wurde der städtischeWohnungsmarkt mittels lokaler Mehr-
produktmonopole dargestellt. Anbieter maximieren ihre Gewinne für die je-
weiligen Standorte unter Berücksichtigung der Zahlungsbereitschaft von Nach-
fragern, die vollständig mobil sind und folglich mindestens ein Nutzenniveau
verlangen, das sie auch andernorts erzielen könnten. Diese Zahlungsbereit-
schaft können die Anbieter aufgrund des Wettbewerbs verschiedener Haus-
halte vollständig abschöpfen. Sie optimieren simultan die Wohn�äche je Woh-

3Im Modell der geschlossenen Stadt ist nicht das Nutzenniveau, sondern die Zahl der
Nachfrager der verschiedenen Gruppen bestimmt. Die Stadtstruktur folgt ebenfalls aus
(34), da in den Wohnungszahlen die Nutzenniveaus der verschiedenen Nachfrager enthal-
ten sind und die Verhältnisse der Nutzenniveaus sich aus den Verhältnissen der Nachfra-
gergruppen ergeben. Aufgrund der formalen Komplexität der Lösung soll dies hier jedoch
nicht weiter verfolgt werden.
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nung und die Wohnungsanzahl, wobei sie als einzige Anbieter am jeweiligen
Standort als Monopolisten agieren. Gibt es verschiedene Wohnungstypen, so
handelt es sich um ein Mehrproduktmonopol. Die Anbieter optimieren nun
simultan sowohl die Wohnungsgrößen als auch die -zahlen für verschiedene
Wohnungstypen.
Für den Fall, dass die Produktionsfunktion für Wohn�äche und für die

Wohnungsanzahl separierbar ist, lässt sich das Optimierungsproblem zerle-
gen, sodass zunächst die Wohnungsgröße und anschließend die Wohnungszahl
optimiert werden können. Für den Fall einer für die Wohnungszahl limitie-
rend wirkenden Baukapazität eines Standortes zeigt sich, dass unterschiedli-
che Wohnungszahlen für verschiedene Nachfragergruppen angeboten werden.
Dabei haben die Merkmale des jeweiligen Standortes einen Ein�uss auf die
Mischung des Angebotes.
Im Gegensatz zu den üblichen Modellen der Neuen Stadtökonomie, in

denen mit zunehmender Entfernung zu einem Zentrum die Preise für die
Wohn�äche nicht nur geringer werden, sondern auch zu größerer Flächen-
nachfrage der einzelnen Nachfrager führen, sind in diesem Modellrahmen die
Größen der Wohnungstypen unabhängig von der Lage des Standortes. Die
aufgrund von Standortmerkmalen wie Zentralität oder Nachbarschaftsqua-
lität unterschiedlichen Zahlungsbereitschaften der Haushalte führen hier zu
verschiedenen Wohnungszahlen je Grundstück. Die durch Transportkosten
begründeten Nutzenminderungen werden durch Güterkonsum kompensiert,
welcher durch niedrigere Marktpreise der Wohn�äche realisierbar wird. Ana-
log umgekehrt schlägt sich Nachbarschaftsqualität in höheren Marktpreisen
nieder, die zu geringerem Konsum führen.
Wird davon ausgegangen, dass es unterschiedliche Nachfrager mit ver-

schiedenen Präferenzen für die jeweiligen Wohnungstypen gibt, dann wird
jeder Wohnungstyp jeweils von einer anderen Gruppe nachgefragt. In diesem
Fall ergibt das Modell des Mehrproduktmonopols eine gemischte Stadtstruk-
tur Dies stellt einen Gegensatz zu den üblichen monozentrischenModellen der
Stadt mit mehreren Nachfragergruppen dar, in denen sich an einem Stand-
ort jeweils eine meistbietende Gruppe imWettbewerb durchsetzt. Das Modell
des Mehrproduktmonopols aber zeigt nicht nur, dass verschiedene Nachfra-
gergruppen an einem Standort siedeln, sondern in welcher Zusammensetzung
dies geschieht und wie diese wiederum von den Standortmerkmalen abhängt.
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