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1 Einleitung

In vielen Lehrbiichern zur Mikroskonomik werden haushaltsindividuelle (oder konsu-
mentenindividuelle) Nachfragefunktionen angenommen, die beziiglich des zugehori-
gen Giiterpreises linear sind. Sind alle Haushalte hinsichtlich Einkommen und Giiter-
nutzen gleich, d.h. wird ein reprisentativer Haushalt unterstellt, so ist ferner auch
die Marktnachfragefunktion in diesem Sinne linear. Diese Annahmen haben ganz
unzweifelhaft eine Reihe von Vorteilen, die zum einen didaktischer Art sind und
viele Kalkulationen erheblich vereinfachen, die zum anderen aber auch eine allge-
meine Losung einiger Fragestellungen erst erlauben. Zum ersten Fall sei als Beispiel
angefiihrt, daf} sich die Ermittlung der Konsumentenrente bei linearen Nachfrage-
funktionen auf die einfache Berechnung der Dreiecksfliche zuriickfiihren 148t; bei
nichtlinearen Nachfragefunktionen ist das Flidchenintegral der Funktion zu bestim-
men. Zum zweiten Fall sei auf die Losbarkeit von Gleichungssystemen hingewiesen.
Beispielsweise kann bei einem homogen Oligopol mit einer beliebigen Anzahl n von
Anbietern der Gleichgewichtspreis — unter dem Vorbehalt, dal bestimmte mathema-
tische Restriktionen eingehalten werden — aus einem System linearer Gleichungen
(Bedingungen 1. Ordnung von n Anbietern) allgemein ermittelt werden. Sind die
Bedingungen 1. Ordnung nichtlinear hinsichtlich der Preise, so wird nur eine nume-

rische Losung gefunden. Diese Beispiele lieflen sich erheblich vermehren.

In fast allen Textbiichern zur Mikrookonomik wird die analytische Herleitung der
konsumentenindividuellen Nachfragefunktion bei exogenen Giiterpreisen aus Nut-
zenfunktionen vom Cobb-Douglas-Typ vorgenommen (vgl. z.B. Koutsoyiannis [1979],
S. 26 f.; Varian [1994], S. 97 {.; Scholer [1999], S. 31 f. und S. 42 {.). Das Ergebnis des
Optimierungsprozesses unter Verwendung einer Ausgabenfunktion und der Nutzen-
funktionen vom Cobb-Douglas-Typ liefert immer nichtlineare Nachfragefunktionen.
Es sei daran erinnert, dafl eine Nutzenfunktion v = ¢;¢» mit den Mengen q der Giiter
1 und 2 unter Beriicksichtigung der Ausgabenfunktion y = Piq; + Pq; mit den
Preisen P, fiir das Gut 1 (Gut 2 analog) zur unkompensierten Marshallschen Nach-
fragefunktion ¢; = y/(2P;) und zur kompensierten Hicksschen Nachfragefunktion
q1 = (uPy/P,)%° fiihrt. Auch andere, der Cobb-Douglas-Funktion éhnliche Nutzen-
funktionen werden herangezogen, die Losungen liegen aber immer in nichtlinearen
konsumentenindividuellen Nachfragefunktionen. Damit stellt sich die Frage, wie sich

die Liicke zwischen der Verwendung der linearen Nachfragefunktionen und ihrer feh-



lenden nutzentheoretischen Begriindung schlieflen 1488t. Auf diese Frage gibt es zwei
Antworten. Zum einen kann man eine lineare Nachfragefunktion als Approximation
einer tatsichlich konvex oder konkav verlaufenden Funktion verstehen (vgl. Came-
ron [1998]). Zum anderen kann die Frage gestellt werden, ob es eine Nutzenfunktion
gibt, aus der iiber den Optimierungsprozef} eine lineare Nachfragefunktion hervor-
geht (vgl. Alperovich/Weksler [1996]).

Der vorliegende Beitrag widmet sich dieser letzten Frage und ist wie folgt aufge-
baut: In Abschnitt 2 wird eine Nutzenfunktion vorgestellt, aus der eine Nachfrage-
funktion ableitbar ist, die den genannten Anforderungen entspricht. In Abschnitt 3

wird diese Nutzenfunktion entwickelt und in Abschnitt 4 wird ein Resiimee gezogen.

2 Ableitung einer linearen Nachfragefunktion

In die Diskussion soll nunmehr eine bestimmte Nutzenfunktion des Haushaltes ein-
gefiithrt werden, die im nachfolgenden Abschnitt 3 entwickelt wird. In diesem Ab-
schnitt werden die Eigenschaften dieser Funktion und der daraus resultierenden

Nachfrage betrachtet. Die streng additive Nutzenfunktion moge

1-— )
u(qr, g2) = /quiql)d(h +in(g), mit ¢ €(0,1), ¢ >1 (1)

lauten und die Ausgabenrestriktion
y=q1P1+q2P2, mit P1 S (0, 1) (2)

Maximiert man die Nutzenfunktion (1) unter der Nebenbedingung (2) mit Hilfe
einer Lagrange-Funktion £, so erhilt man die nachfolgenden drei Gleichungen mit
den unbekannten Variablen ¢, ¢» und des Lagrange-Multiplikators A:

1—aq
Ly, = ——AP=0
" og—q+1

1
L, = — AP, =0

q2

Ly = y—qPi—¢@P=0
Die Bedingung zweiter Ordnung fiir ein Maximum |H| > 0 im Punkt (g}, ¢3),

H| = _ququci + 2Lg1g2 Y01 Ya — £q2q2y§1’



ist mit P2 (2 P2
g(h( _Q1)2+_é > 0,
(@ —aq +1) 9

erfiillt, da
Lyg, =0,
ro—__a (2—q)
N O
1
[’(I2(I2 = _E

und y,, = P, Y4, = P, ¢1 € (0,1) ist. Damit sind die zugehorigen Indifferenzkurven
konvex zum Ursprung und die Grenzrate der Substitution nimmt ab. Lost man
die drei Gleichungen der Bedingung erster Ordnung nach ¢; auf, so erhélt man die
hinsichtlich des zugehérigen Giiterpreises lineare Nachfragefunktion

¢ =1-(Q1/y)P. (3)

Diese Nachfragefunktion ist homogen vom Grade Null hinsichtlich der Preise und
des Einkommens und steht fiir ein superiores Gut. Die Nachfrage nach dem zweiten
Gut kann aus den drei Gleichungen der Bedingung erster Ordnung

. — P, + P}
q2:y 1P 1/2/ (4)
2

bestimmt werden, wobei diese konvex hinsichtlich des Preises P, und nicht homogen
vom Grade Null ist. Dividiert man die Einkommensrestriktion (2) durch das Ein-
kommen vy, so erhélt man die standardisierte Einkommensrestriktion 1 = pyq; + pa2go
mit p; = P;/y und ps = P»/y. Die Nachfragefunktionen lauten nun ¢; = 1—p; sowie
¢ = (p? — p1 + 1)/pa. Aus Griinden der Vereinfachung soll weiterhin von der stan-
dardisierten Einkommensrestriktion ausgegangen werden. Aus der Nutzenfunktion
(1), die streng additiv ist und eine nicht symmetrische Bewertung der Giiter 1 und 2
durch den Haushalt zum Ausdruck bringt, folgt also eine lineare Nachfragefunktion
fiir das eine Gut und eine konvexe fiir das andere. Die zugehorigen kompensierten

Nachfragefunktionen sind nicht bestimmbar.



3 Entwicklung der zugehorigen Nutzenfunktion

3.1 Differentialgleichung der Nutzenfunktion

Aufgabenstellung: Fir die Nachfrage g1 nach einem Gut 1 und die Nachfrage g,

nach einem Gut 2 mit der standardisierten Restriktion

1=piq1 +p2g (5)

ist eine Nutzenfunktion u(qy,q2) mit folgender Eigenschaft gesucht:
Ist (q1,q2) der Mazimalpunkt des Nutzens unter der Restriktion (5), so gilt dort fir
die Nachfrage nach dem ersten Gut die Beziehung

¢ =1-pi. (6)

Ftwas allgemeiner: An Stelle der speziellen Nachfragefunktion (6) wird eine beliebige

Linearitdat mit nicht negativen Konstanten

g1 = Qg — 1Py + QP2 (7)

im Mazimalpunkt gefordert.

Die Lagrange-Funktion des Extremalproblems lautet:

L(q1, G2, A) = ulq1, ¢2) + M1 — p1g1 — pago) (8)

Hieraus ergeben sich — neben (5) — die notwendigen Bedingungen

ou Ju
8—Q1 = Api, 8—q2 = Ap2, @1 = ¢ — Q1P1 + 2Py 9)
und daraus
ou ou
== o, 10
D2 94, b1 s ( )

(10) stellt eine Gleichung in den Variablen p; und p, dar, denn ¢; und g, sind vermoge
des aus den Beziehungen (5) und (7) bestehenden Systems selbst Funktionen dieser
Preise. Dieses System besitzt die eindeutige Auflésung

—@(q1 — ap) + ¢ — o)+
1= ) D2 =
Qoq1 + a1G2 Q2Q1 + Q1Ga

(11)



nach den Preisen. Wird diese Auflésung in (10) eingetragen, so ergibt sich

ou

(Q1(Q1 —ap) + 041) 68 m (QQ(Ql — ) — a2) 9% = 0. (12)

(12) ist eine homogene lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung fiir die

gesuchte Nutzenfunktion u(g;, g2) als Funktion der Variablen ¢; und gs.

Bedeutung der Losungen der Differentialgleichung (12): Zu vorgegebenen positi-
ven Preisen p; und py besitzt das System (11) die eindeutige Auflosung

1 —pigt
D2

g7 = ap — a1p1 + aope und gy = (13)

Ist dann u(qi,qo) eine Lisung der Differentialgleichung', so ist fiir die Lagrange-

1 Ou
Funktion (8) im Punkt (¢f,q3) mit dem Multiplikator \* = —— die notwendige

. . . p10qs
Bedingung fir ein Mazimum erfillt.

3.2 Allgemeine Losung fiir spezielle Parameterwerte

Im Weiteren wird der Spezialfall ap, = 0 betrachtet, — jetzt kann die Differentialglei-
chung (12) geschlossen integriert werden. Zusitzlich wird oy = 1 angenommen.

Die so vereinfachte Differentialgleichung

a1 (g —a0)+18_u+ Ju

— =0 14
qd1— Oy oq e gy ( )
ist von der Form
ou ou
flar) 5= + g(gs) o= = 0. (15)
oq 0qs

! Die Losungen der Differentialgleichung (12) werden mit der Methode der Charakteristiken (das
sind die Indifferenzkurven u(q,g2) = C der Losungsfunktion, und diese sind fiir alle Lésungsfunk-
tionen identisch) aufgebaut. Die Indifferenzkurven sind die Losungen eines (hier nicht linearen)
Systems gewdhnlicher Differentialgleichungen:

dq1 dgo

i (g — o) + o, o @ — ) — o



Fiir die Differentialgleichung (15) kann ein spezielles Integral ug (g1, ¢2) mit Hilfe
von unbestimmten Integralen angegeben werden:

dqy d(h / dqs / Qo — (J1
Uup(q1,q2) = — dq, 16
olar, @) /g(qQ) qi(q — o) + 1 (16)

Die unbestimmten Integrale konnen geschlossen ausgewertet werden. Mit den Abkiirzun-

gen
2 a\? 1 2
X=q1(q1—a0)+1=q1—a0q1+1:(ql—?> +ZA und A =4 —qg
lautet ein spezielles Integral:
——lnX—i-farctaanlﬁao fir A>0
(g1, q2) = Inge + 4 ~Injg = 1] - fir A=0 (17)
21 — ap — V=2
—1In|X|+ §-gecn| S0 fir A <0
| 21 —ag+vV-A
Die Félle A > 0, A =0 und A < 0 bedeuten g < 2, ag = 2 bzw. oy > 2.
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (14) ist von der Gestalt
u(q1, g2) = d(uo(q1, g2)), (18)

wobei fiir die duflere Funktion ¢ eine beliebige differenzierbare Funktion ¢ einer
Verénderlichen auf dem Wertebereich der Funktion ug(q1, ¢2) gewihlt werden kann.

Satz: Hat die zweimal differenzierbare Funktion ¢ eine tberall positive erste
Ableitung, so besitzt die Funktion u(qi,q2) = ¢(uo(q1, q2)) im Punkt (g1, qo) mit
1 —pi(ag — )

G =00 —pP1, @2 = (19)
P2

bei vorgegebenen Griffen py und py ein Mazimum unter der Restriktion

DP1q1 + P2ge = 1.



B eweis. Daf die notwendige Bedingung fiir ein Extremum erfiillt ist, wurde
bereits aus der Differentialgleichung abgeleitet. Es bleibt die hinreichende Bedingung

9L [ Oh\? 9L Oh Oh 0L [ Oh\’
H=—-—-—+|—) +2——n—— — — | — >0 20
32 <6q2> 90100200, 002 02 (aql) (20)
fiir die Lagrange-Funktion
L(q1,9) = ¢(uo(qr,92)) + Ah(q1, g2) mit h=1—p1g1 — p2ge (21)

im Punkt (19) zu priifen.

Die partiellen Ableitungen von £ lauten:

g—(ﬁ - g—; —Ap = ¢'(U0(Q1aQ2))g—Zi) — \p1
g—qi = g_;: —Apy = ¢I(UO(Q1,QQ))(Z—?£ — Aps
?927? = % = ¢"(uo(q1,q2)) (g—Zf)Q + d)I(UO(QI:(D))a;—qu%O
3512322 B 3512qu - ¢II(”°(Q1’Q2))Z—22—Z + ¢'(uo(a1, g2)) 8??2(;2
% = giqg = ¢"(uo(q1,q2)) (%)2 + ¢'(U0(Q1,Q2))862—;%0
Das ergibt:

Hierin verschwindet die erste eckige Klammer, da ug die Differentialgleichung (10)
erfiillt. Mit den partiellen Ableitungen der speziellen Losung (16)

Oug . d1 — Qp 82u0 . (Q1 — 050)2 -1 82u0 1 82u0

o alg—co)+1" 3¢ (g —aoq +1)* 03 @3’ 0dgp
ergibt sich damit unter Verwendung von (19) schlieflich:

¢'(U0((Z1; Q2)) (22)

H =
%
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Bei positiver Ableitung von ¢ ist folglich H positiv, und damit ist die hinreichende
Bedingung fiir ein Maximum erfiillt.

Ein Beispiel: Multiplikative Verkniipfung der Faktoren q und qo:
Ein Ansatz u(qi1, g2) = h1(q1)ha(g2) bedeutet fiir die Differentialgleichung (14):

¢1(q — o) +1
q1— O

Ry (g1)ha(ga) + gahi(q1)Rh(g2) = 0

Hier ist eine Trennung der Variablen

Qg —ao) +1h(q1)  ho(ge)

q1 — Qo hi(q1) o ha(g2)
moglich, und folglich miissen beide Seiten der Gleichung konstant sein. Daraus ergibt
sich eine von zwei Konstanten C' und ¢ abhéngende Losung:

@y — Q1

€
u(qr,q2) =C-e /Q1(Q1 —ag)+1

dg:
g, = Ceflo(q1, q2)

Eine multiplikative Verkniipfung der Faktoren ist daher durch die spezielle duflere
Funktion ¢(t) = Ce®* charakterisiert.

3.3 Nutzenfunktion als Losung einer Anfangswertaufgabe

Fiir konkrete Beispiele wird neben o; = 1 und iy = 0 jetzt zusétzlich oy = 1 gesetzt.
Die im zweiten Abschnitt angegebene Nutzenfunktion stimmt dann mit der in (16)
erklirten speziellen Losung der Differentialgleichung (14) iiberein.

Die Gesamtheit aller Losungen u(qy, ¢2) ergibt sich zum einen aus uy durch Anwen-
dung einer willkiirlichen Funktion ¢(¢) in der Form (18). Zum anderen kann die
Losung durch die Vorgabe der Funktionswerte auf einer Anfangsmannigfaltigkeit
eindeutig bestimmt werden.

Als einfachstes Beispiel einer solchen Anfangswertaufgabe werden im Folgenden

die Werte der Funktion u auf einem Strahl ¢; = ¢,° vorgegeben:

Anfangswertaufgabe: u(q,°, q2) = p(gz) fiir g >0 (23)



Zu bestimmen ist jetzt die &uflere Funktion ¢ in der Darstellung (18). Fiir die speziell

gewidhlten Parameter und mit den Abkiirzungen

1_QI 0
F = | ————dq, Fo=F
@)= [ dn, o= F)

gilt dann auf Grund von (16) fiir die Losung der Anfangswertaufgabe:

u(al, a2) = $(uo(q7, ¢2)) = d(Fo +1nge) = ¢(q2) (24)
Hierdurch ist die &uflere Funktion ¢ bereits festgelegt:
$(t) = ¢ () (25)

Die Losung der Anfangswertaufgabe lautet damit:

u(q1, g2) = P(uo(qr,92)) = @ (eF(ql)fFﬁln@) = (Q2 eF(QI)fFO) (26)

Diese Losung wird nun in Abhéngigkeit von der Anfangsfunktion ¢ untersucht.

Aus der gewthnlichen Ableitung
(Zsl(t) _ SDI (etho) etho

und den partiellen Ableitungen (zur Abkiirzung ist s = goe" (1)~ gesetzt)

g_qi = ef'l@)-Foy!(s)
g_qu = 4o 0 (o @R (5) P2 gy) + () (F2 (01) + F" (1))
g_qu = R ()

kénnen einige Eigenschaften der Losung der Anfangswertaufgabe fiir go > 0 abgele-

sen werden:

1. Die Ableitungen der dufleren Funktion ¢ und der Anfangsfunktion ¢ besitzen
das gleiche Vorzeichen. Insbesondere ist bei steigendem ¢(t) auch ¢(t) steigend,
und wegen des Satzes in 3.2 besitzt damit die Funktion u(q;, ¢2) ein Maximum
unter der Restriktion 1 = ¢;p; + gopo, wobei fiir den Maximalpunkt (g7, ¢3) die
Beziehung ¢f =1 — p; gilt.



0 0
2. Fiir ¢'(¢g2) > 0 sind a—u (bei 0 < ¢ < 1) und a—u positiv: der Nutzen steigt
q1 2
also bei festem ¢; beziiglich g» und bei festem ¢, beziiglich ¢;.
82
3. Die Ableitung 8—7; und die Ableitung ¢” der Anfangsfunktion besitzen das
43
gleiche Vorzeichen. Ist dann der Nutzen u(qy, ¢2) auf dem Strahl ¢; = ¢? wach-
send und konkav beziiglich ¢, so trifft dies auch fiir jeden Strahl zu, auf dem
¢1 konstant ist.

4. Allein aus dem Vorzeichen von ¢” ist eine Aussage iiber das Vorzeichen von
2

U

¥ nicht méglich. Wird zum Beispiel fiir ¢ eine Funktion ¢(s) = s* mit der
a4

konstanten Elastizitéit ¢ genommen, so lautet die Ableitung:

0*u — ~EnE(F(q1)—Fo) (1 + 6)(Q1 - 1)2 -1
7 = €02€ 2 2
2tk (¢ —a+1)

Hierin wechselt der rechtsstehende Bruch fiir £ > 0 an der Stelle g; = 1 — \/11?

das Vorzeichen. Der Nutzen steigt dann — bei festem ¢, — fiir 0 < ¢; < ¢1

konvex und anschlieflend konkav.

0,20¢; +1,19¢> = 1

0,50q1 +1,17gs = 1

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 @

Abbildung 1: Indifferenzkurven der Losung der Anfangswertaufgabe u (1,q2) = /g2
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In der Abbildung 1 sind einige Indifferenzkurven der Losung der Anfangswert-

aufgabe
1
Uu <§, Q2> = \/q_2
dargestellt. Darin sind fiir die beiden Fille p; = 0,20 und py = 1,19 sowie p; = 0, 50

und p, = 1, 17 die Restriktionen 1 = p;q;+p2¢o und die zugehorigen Extremalpunkte
der Nutzenfunktion gemif (13) eingetragen.

4 Schlu3betrachtung

Das Anliegen dieses Beitrags ist es, die Frage zu priifen, ob fiir die in der Haushalts-
und Preistheorie oft verwendeten linearen Nachfragefunktionen eine nutzentheore-
tische Fundierung moglich ist. In Abschnitt 2 wird ein Beispiel fiir eine solche, in
Abschnitt 3 noch zu entwickelnde Nutzenfunktion eines Haushaltes gegeben, aus der
— wie leicht nachvollzogen werden kann — eine lineare Nachfragefunktion folgt. Die
Herleitung einer Nutzenfunktion mit diesen Eigenschaften erbringt in Abschnitt 3
ein iiberraschendes Ergebnis: Nicht nur eine Nutzenfunktion, sondern — wie gezeigt
wurde — eine Klasse von Nutzenfunktionen hat die geforderten Eigenschaften. Dabei
wird auch deutlich, daf} in einer Zwei-Giiter-Welt immer dann, wenn die Nachfra-
ge nach dem einen Gut linear vom Preis abhingig ist, die Nachfrage nach dem
zweiten Gut in einem Preis-Mengen-Diagramm konvex zum Ursprung verlduft. Sind
alle Konsumenten hinsichtlich des Einkommens und der Wertschitzung der Giiter
unterschiedslos, d.h. sind die Nutzenfunktionen hinsichtlich Funktionstyp und Para-
meterwerten identisch, so ist auch die aggregierte Marktnachfrage nach einem Gut
linear und nach dem zweiten nicht linear. Daraus folgt fiir die Preistheorie, daf in
einem mikrokonomischen Totalmodell nicht alle Nachfragefunktionen linear sein
konnen. Auch in einem partialanalytischen Modell der monopolistischen Konkur-
renz kann es keine - wie hiufig angenommen - Darstellung der Nachfrage nach den
unterschiedlichen Giitern durch lineare Nachfragefunktionen geben.

Unser Beitrag entwickelt iiber eine partielle lineare Differentialgleichung eine
Losung, wobei die eindeutige Festlegung der Nutzenfunktion durch die Vorgabe auf
einer Anfangsmannigfaltigkeit erfolgt. Daraus ergibt sich ein ganz konkreter all-

gemeiner Fall mit einer qualitativen Beschreibung der Losung. Hierin besteht der

11



Unterschied zum Modell von Alperovich/Weksler [1996], das iiber eine gew6hnliche
lineare Differentialgleichung zu einer speziellen Nutzenfunktion fiihrt. Es zeigt sich,
dafl sich die Begriindung linearer Nachfragefunktionen nicht notwendigerweise in

dem trivialen Approximationsargument von Cameron [1998] erschépfen mu$.

5 Zusammenfassung

Ziel dieses Beitrags ist es, die oft verwendeten linearen Nachfragefunktionen nut-
zentheoretisch zu fundieren. Die Herleitung einer Nutzenfunktion mit diesen Ei-
genschaften erbringt ein iiberraschendes Ergebnis: Nicht nur eine Nutzenfunktion,
sondern eine Klasse von Nutzenfunktionen hat die geforderten Eigenschaften. Dabei
wird auch deutlich, daf in einer Zwei-Giiter-Welt immer dann, wenn die Nachfrage
nach dem einen Gut linear vom Preis abhéingig ist, die Nachfrage nach dem zweiten

Gut in einem Preis-Mengen-Diagramm konvex zum Ursprung verlduft.

6 Summary

The intention of this paper is to find a utility function for the often used linear
demand functions. The derivation of a utility function with such properties leads to
a surprising result: Not only one utility function, but a class of utility functions has
the required properties. It also gets clear that in a world of two goods one demand
function is linear with respect to the price, and the demand for the second good is

described by a convex function in the price-quantity-diagram.
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