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Vorwort

Dieses Buch stellt Studierenden und Dozenten Ubungen zu den Grundbegriffen und
Grundsitzen der Wahrscheinlichkeitstheorie und ihre Losungen zur Verfiigung, die
meine Arbeitsgruppe an der Universitdt Potsdam im Laufe von etwa zwanzig Jahren
erarbeitet hat. Dank der Internationalitit meiner Mitarbeiter ist ein bunter Strauf3 von
Aufgaben entstanden, die aus verschiedenen mathematischen Kulturen Europas stam-
men.

Die Schonheit und Einzigartigkeit der Wahrscheinlichkeitstheorie besteht darin, dass
sie eine Vielzahl von realen Phanomenen modellieren kann. Man findet daher in die-
sem Band Aufgaben mit Verbindungen zur Geometrie, zu Gliicksspielen, zur Versi-
cherungsmathematik, zur Demographie und vielen anderen Themen. Dabei ist das Ziel
weder Vollstindigkeit noch Originalitit. Teils kurze, teils lingere Ubungen sollen dem
Lesenden helfen, wahrscheinlichkeitstheoretische Begriffe und ihre Anwendungen zu
handhaben.

Es existieren viele Ubungsbiicher zur Wahrscheinlichkeitstheorie, von denen aber nur
wenige Losungsvorschlidge enthalten. In der Bibliographie findet man eine Auswahl
solcher Biicher in verschiedenen Sprachen, [HMOS; Hen21] auf Deutsch, [FF99] auf
Franzosisch, [Fel68; GS20; Dur19] auf Englisch, [BCD21] auf Italienisch und [Dor+97]
auf Ukrainisch, die uns bei der Vorbereitung dieses Buches inspiriert haben.

Vielen herzlichen Dank an meine ehemaligen wissenschaftlichen Mitarbeiterinnen und
Mitarbeiter, Giovanni Conforti, Jens Fischer, Franziska Gobel, Michael Hogele, Pier-
re Houdebert, Peter Keller, Tetiana Kosenkova, Pierre-Yves Louis, Sara Mazzonetto,
Riidiger Murr, André de Oliveira Gomes, Mathias Rafler und Alexander Zass, fiir die
gemeinsame und fruchtbare Lehrtitigkeit. Einige sind Co-Autoren dieses Buches. An
Antje Schulze geht meine Dankbarkeit fiir die konstruktive langjidhrige Zusammenarbeit
und die konstante Hilfe, die sie der Professur gewidmet hat.

Bei Mathias Rafler bedanke ich mich insbesondere fiir die Bereitstellung des TeX-
Rahmens fiir den Satz dieses Buches.

Ich bedanke mich ebenso bei den studentischen Mitarbeitern Tobias Ehlen und Annie
Floge, die eine wertvolle Arbeit als Mitautoren geleistet haben.



Peter Keller bin ich zu grolem Dank verpflichtet. Von Beginn an hat er dieses Projekt
mit Enthusiasmus und Kompetenz begleitet und unablissig Schwierigkeiten auf allen
Ebenen zu 16sen vermocht, seien sie technischer oder mathematischer Natur. Ohne ihn
wiirde dieses Buch nicht existieren.

Die Zeichnerin Gisela Gurr hat einige Aufgaben des Buches fiir uns mit Illustrationen
bereichert. Ich bin ihr dafiir sehr dankbar.

Dem Universititsverlag, insbesondere Kristin Schettler, Nina Gerlach, Jan Hagedoorn
und Marco Winkler, danken wir fiir die angenehme und produktive Zusammenarbeit
sowie fiir die Unterstiitzung bei der Gestaltung und des Lektorats dieses Ubungsbuches.

Mein Dank gilt auch denjenigen Professoren, die mich in die Wahrscheinlichkeits-
theorie gefiihrt haben. Zu ihnen gehoren Nicole El Karoui, Michel Métivier, Paul-André
Meyer, Jacques Neveu und Laurent Schwartz. Wenn etwas von ihrer mathematischen
Kultur hier zu finden ist, so ist unsere Arbeit umso wertvoller gewesen.

Sylvie Reelly, Potsdam, 2023



Hinweise zum Gebrauch

,Deine Aufgabe mag noch so bescheiden sein; wenn sie jedoch dein Interesse
weckt, wenn deine Erfindungsgabe angeregt wird und du die Aufgabe aus dir selbst
heraus 16st, so wirst du die Spannung und den Triumph eines Entdeckers erfahren.*

George Polya, Vorwort Schule des Denkens

So wie man Tonleitern in der Musik trainiert, so berechnet man Ubungsaufgaben in der
Mathematik. In diesem Sinne soll dieses Ubungsbuch vor allem als Vorlage dienen fiir
das intensive, eigenverantwortliche Lernen und Uben.

Die Ubungen stehen fiir sich. In den Bemerkungen weisen wir auf Erweiterungen oder
Spezialfille hin. Manchmal haben wir in den Losungen auf andere Ubungsaufgaben
Bezug genommen, wenn ein interessanter Zusammenhang besteht. Gerade in Kapitel
sechs sind Beziige zum historischen Kontext oder zum Ursprung der Aufgaben zu fin-
den.

Da die Aufgaben unterschiedlich aufwendig sind, findet man zu Beginn am rechten
Rand die folgende Symbolik:

OO® — Kkurze, einfache Aufgabe,
O®e® - Aufgabe mit mittlerem Anspruch, oder
000 - Aufgabe mit hohem Anspruch.

Die Losung zu jeder Aufgabe ist als Losungsvorschlag zu verstehen, da es oft mehrere
Wege gibt, die Aufgabe zu 16sen.

Eine Ubersicht der wichtigsten Verteilungen sowie eine Tabelle mit approximativen
Werten der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung findet sich im Anhang.

Wir wiinschen den Leserinnen und Lesern ein gewinnbringendes Studium dieses Bu-
ches. Sie sind selbstverstidndlich herzlich eingeladen, uns Verbesserungsvorschliage zu
machen, die wir bei der néchsten elektronischen Auflage dieses Buches beriicksichtigen
werden.






Historischer Einblick

Im Folgenden stellen wir eine kleine Auswahl von Personlichkeiten und Ereignissen
vor, die einen ersten Einblick in die Entstehungsgeschichte der Wahrscheinlichkeits-
theorie vom 17. bis zum Anfang des 20. Jahrhunderts geben soll. Unsere Wahl beriick-
sichtigt hauptséchlich diejenigen Wissenschaftlerinnen und Wissenschaftler, die in den
Aufgaben dieses Buches zitiert werden.

Nach der Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitstheorie im Jahr 1933 durch Andrei
Nikolajewitsch Kolmogoroff hat sich dieser Bereich sehr schnell weiter entwickelt und
ist heute ein eigenstidndiges, breites und sehr dynamisches Forschungsfeld der Mathe-
matik, mit zahlreichen wichtigen Anwendungen.

Wir hoffen, dem Lesenden so eine Anregung geben zu konnen, sich auch mit der Ge-
schichte der Entwicklung der mathematischen Ideen zu beschiftigen.



1654 Pierre de Fermat mit Blaise Pascal: Gerechte Aufteilung des Einsatzes eines
Gliicksspiels bei vorzeitigem Spielabbruch

1685 Jakob Bernoulli: Schwaches Gesetz der groffen Zahlen fiir unabhéngige, {0, 1}-
wertige Zufallsvariable, erst 1713 in ,,Ars conjectandi® posthum veré6ffentlicht

1733 Abraham de Moivre: Zentraler Grenzwertsatz als Approximation der Binomial-
verteilung Bin(n, 1/2) fiir groBes n durch die Normalverteilung

1809 Carl Friedrich GauB3: Definition der Normalverteilung in ,,Theoria motus cor-
porum coelestium in sectionibus conicis solem ambientium*

1812 Pierre-Simon de Laplace: Formeller Beweis der Methode der kleinsten Quadrate
(von GauB} und Legendre eingefiihrt) in ,,Théorie Analytique des Probabilités*

1845 Irénée-Jules Bienaymé: Konzept des zufilligen (Stamm-)Baumes, spiter auch
nach dem Naturforscher Francis Galton und dem Mathematiker Henry William
Watson benannt

1858 Florence Nightingale: Einfithrung des Polar-Area-Diagramms zur Darstellung
zyklischer Phinomene, urspriinglich benutzt fiir die Darstellung des Zusammen-
hangs zwischen Hygienebedingungen und Todesféllen

1867 Pafnuti Lwowitsch Tschebyschoff: Aligemeine Version des schwachen Gesetzes
der groflen Zahlen

1909 Emile Borel: Starkes Gesetz der grofien Zahlen fiir Bernoulli-verteilte Zufalls-
variablen

1913 Andrei Andrejewitsch Markov: Berechnung der Héufigkeit von Buchstabenpaa-
ren in russischer Literatur, die zum Begriff einer bestimmten Abhéngigkeit sto-
chastischer Prozesse — heute Markov-Prozesse genannt — fiihrt

1921 George Pélya: Die einfache, symmetrische Irrfahrt auf Z¢ ist transient fiir d > 3,
d.h. jeder Punkt in Z? wird fast sicher nur endlich oft von dieser Irrfahrt besucht

1933 Waleri Iwanowitsch Gliwenko und Francesco Cantelli: Fundamentalsatz der Sta-
tistik tiber die Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktion

1933 Andrei Nikolajewitsch Kolmogoroff: Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeits-
theorie in ,,Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung®, Berlin
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Symbolverzeichnis

Zahlbereiche

Mengen und Operationen
[a, D], (a,b)

[a, b), (a,b]

0

Q

Ac

n, U, \

L

#A

PQ)

Natiirliche Zahlen ohne Null
Natiirliche Zahlen mit Null
Ganze Zahlen

Rationale Zahlen

Reelle Zahlen

Positive, reelle Zahlen
nichtnegative, reelle Zahlen
Komplexe Zahlen

Abgeschlossenes, offenes Intervall

halboffenes Intervall

Leere Menge

Ergebnisraum oder volle Menge

Komplement der Menge A in Q

Schnitt, Vereinigung, Mengendifferenz

Disjunkte Vereinigung

Michtigkeit der Menge A

Potenzmenge, Menge aller Teilmengen der Menge Q

Symbole aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

A, F
BMRM)
P:A—-[0,1]
Py=Pox!

Sigma-Algebren
Borelsche Sigma-Algebra tiber R”, n > 1
Wabhrscheinlichkeitsmaf3

Von der Zufallsvariablen X induziertes Wahrscheinlich-
keitsmaf3 oder Verteilung von X
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EX)

Var(X)
Cov(X,Y)

i R->RS
Fx:R —[0,1]
Gx:[0,1]- R
vx :R—>C

Indikatorfunktion des Ereignisses A ¢ Q
Erwartungswert von X

Varianz von X

Kovarianz von X und Y

Dichte der Zufallsvariable X

Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X

Erzeugende Funktion der INy-wertige Zufallsvariable X
Charakteristische Funktion der Zufallsvariable X
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KAPITEL 1

Grundbegriffe

PeTER KELLER, TOBI1AS EHLEN

1.1 Elemente der Mengenlehre

Aufgabe 1.1: Mengendifferenz und symmetrische Differenz cee

Sei Q ein Ergebnisraum und A, B, C c Q beliebig. Man definiere folgenden Mengen-
operationen:

Mengendifferenz: A\ B:=ANB.
Symmetrische Differenz: AAB:=(A\B)U(B\A).

Beweisen und kommentieren Sie folgende Eigenschaften dieser beiden Operationen.
(D Verflechtung der Mengendifferenz mit Schnitt, Vereinigung und Komplementbildung:
(@ A\ B=B"\A, () ANBNCO)=(A\B)UAA\C),
(b) A\B\C=A\(BUO), (d ANB\C=A\NONB\O).
(II) Verflechtung der symmetrischen Differenz mit der Durchschnittsbildung:
(e) AAA =0, (8 ANBAC)=(ANB)AMANC).
) AAB=BAA,
(IIT) Verflechtung der symmetrischen Differenz und der Mengendifferenz:
(h) (AAB)\C:(A\(BUC))I_l(B\(AUC))=(A\C)A(B\C),
0) A\(BAC):(AmBmC)U(A\(BUC)).
(IV) Symmetrische Differenz von drei Mengen:
(G) Arn(BaC)=AAB)AC.
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Lésung: Im Folgenden werden die Eigenschaften von Vereinigung, Schnitt und Kom-
plement sowie die de Morgan Regeln (MR) vorausgesetzt.

(a) A\B=ANB=B"N(A°).
Die Mengendifferenz ist nicht symmetrisch.
b) ANBYNC =ANnBNC) LT AnBUCY.
Die Mengendifferenz ist nicht assoziativ.
© ANBNCF T ANBUC) =(ANB)U(ANCO).
Die Mengendifferenz ist nicht linksdistributiv tiber den Schnitt.
d ANBNC =ANCHYN(BNCO).

Die Mengendifferenz ist rechtsdistributiv iiber den Schnitt. Der Schnitt ist auch
rechtsdistributiv beziiglich der Mengendifferenz.

Analog zu (c) und (d) lassen sich die dualen Formeln (¢)* A\ (BUC) = (A\B)N(A\C)
und (d)* (AUB)\C =(A\ C)U (B\ C) beweisen.

(e) ANA°=0.
) (A\B)U(B\A)=(B\A)U(A\B).
Die symmetrische Differenz ist symmetrisch.

(g) Nach Assoziativitit des Schnitts gilt (AN B)\C =ANBNC)=ANnB\C)
und daher

((AmB)\(AmC))u((AmC)\(AmB))

2 (@AnB\HUANBO)U((ANO\AHUANC)\ B))

=((ANB)\CO)U(ANC)\B)=AN((B\C)U(C\B)).
Der Schnitt ist distributiv iiber der symmetrischen Differenz.

Mittels eines Venn-Diagramms sieht man schnell, warum die symmetrische Differenz
nicht distributiv tiber dem Schnitt sein kann.

(h) DaAUB = A\ BU B, folgt

*

(Ao uE\ )\ D (A\B\C)u(B\A)\C)

2\ Buo)u(B\@AUC)

=(A\(CuB\O)U(B\(CLA\O))

2(@on@ o)u(@\o\@\ o)



Elemente der Mengenlehre

(1) Der Schnitt ist rechtsdistributiv iiber der symmetrischen Differenz.

ANBACK AN (B NCHUECNB) T AN(BUCYKUCNB)

Der Schnitt ist nicht linksdistributiv iiber der symmetrischen Differenz, was zu erwarten
war, da die Mengendifferenz nicht symmetrisch ist.

(j) Wegen der Symmetrie der symmetrischen Differenz, ist nur
(CAB)AA=(AABAC
zu zeigen, das heifit die Vertauschbarkeit von A und C. Nun gilt
(caB)\A)u(a\(CaB)
" (A\NBUO)U(B\AVO)U(C\AUB)U(ANBAC).

Die rechte Seite dieser Gleichung ist invariant unter jeder Permutation der Men-
gen A, B und C. Daher gilt die Assoziativitit der symmetrischen Differenz.

o

Die symmetrische Differenz von drei Mengen A, B, C im Venn-Diagramm.

Bemerkung: Die Standard-Mengenoperationen Schnitt und Vereinigung erfiillen wich-
tige Eigenschaften: sie sind kommutativ, assoziativ und distributiv. Das gilt fiir andere
Mengenoperationen in der Regel nicht mehr, wie fiir Mengendifferenz und symmetri-
sche Differenz gezeigt wurde.

Fiir weitere Eigenschaften der symmetrischen Differenz siehe auch Aufgabe 1.17.
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Aufgabe 1.2: Die NOR-Mengenoperation cee

Sei Q eine Menge und A, B Teilmengen von Q. Definieren Sie die NOR-Mengenoperation'
von A und B als das Ereignis, bei dem weder A noch B eintritt. Man schreibt A | B.

(a) Driicken Sie A | B nur mit Hilfe der Mengenoperationen {U, N, ¢} aus.

(b) Stellen Sie die Mengenoperationen {U, N, ¢} nur mittels der NOR-Mengenoperation
dar.

Hinweis: Nutzen Sie dazu die Mengen A, B, O und Q.

(c) Ist die NOR-Operation kommutativ und/oder assoziativ?

Losung:
(a) Al B=A°NB°=(AUB)°
(b) Man findet folgende Ausdriicke:
A=Al0=AA

AUB=(AUB)) =A1lBLl0=(A]lBlA]lB)
ANB=AUB)Y =Al01BLO=A1LAILBI|B

(c) Die NOR-Operation ist kommutativ: A | B= (AU B)° = (BUA)" = B | A.
Die NOR-Operation ist nicht assoziativ. Als Gegenbeispiel sei Q = {1, 2, 3,4, 5},
A = {1}, B=1{2}, C = {3}. Nun gilt

ALlBLC=(1}1{2h ] {3} =1{3.4.5} | {3} = {1.2}
#{2,3)={} L {L45}={} L {2h L 3h=A L (B O)

Aufgabe 1.3: Defekte Maschinenteile coe

Eine Maschine bestehe aus vier Komponenten, die ausfallen oder funktionieren konnen.
A; sei das Ereignis, dass Komponente i defekt ist, I < i < 4. Beschreiben Sie die
folgenden Ereignisse mit Hilfe von Ay, ..., A4:

(a) Genau eine Komponente ist defekt.
(b) Mindestens eine Komponente ist defekt.

(c) Genau drei Komponenten sind defekt.

INOR: von Englisch ,,not or*.
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Lésung:

(a) Seiidie Nummer der Komponente, die defekt ist. Dann sollen alle Komponenten
Aj, j # i nicht defekt sein. Da i beliebig ist, ist das Ereignis, dass genau eine
Komponente ausfillt:

O[Af\(UAj)] _Unanan

i=1 J# i=1 j#i

(b) Das Komplement von mindestens einem Ausfall ist gar kein Ausfall. Daher ist
das gesuchte Ereignis

(ATNASNASNAD  =A  UA UA3 U A,

(c) Sei diesmal i die Nummer der Komponente, die nicht defekt ist. Die Vereinigung
tiber alle moglichen Auswahlen von i beschreibt dann das gesuchte Ereignis. Es

ergibt sich
4 4
(Na)va) =N
=1

JEL i=1 j#i

13

Aufgabe 1.4: Mengen disjunkt zerlegen cee

Sei (A,)q»1 eine Folge von beliebigen Mengen in einer gemeinsamen Obermenge Q. Es
ist moglich, die Vereinigung von zwei Mengen als disjunkte Vereinigung zu schreiben:

AlUA; = A1 LU (A \ Ay).

(a) Zeigen Sie, dass dies auch fiir drei Mengen Ay, A, A3 C Q moglich ist. Das heift,
finden Sie disjunkte Mengen B;, B;, B3, sodass gilt

Al UA, UA; = By U B, L Bs.

(b) Verallgemeinern Sie Ihre Uberlegung auf n Mengen A, ..., A, C Q,n > 4. Das
heiflt, finden Sie disjunkte Mengen By, ..., B,, sodass

UA,’ = |i| B,’.
i=1 i=1
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Loésung:
(a) Wihlen Sie By := Ay, B, := A, \Ajund B; := A3\ (A; UA,). Nach Konstruktion
sind die gewihlten Mengen disjunkt. Weiterhin gilt

BiUuB,UB3=A U(A2\A)DU A3\ (A UAy))
=(AUA)U(A3\ (A1 UAy)) = A1 UAy UA;3.

(b) Fiir den allgemeinen Fall setzen Sie
i—1
B :=A;\(A|UAU...UA,) =Ai\(UAk).
k=1

Der Konstruktion nach ist B; das Ereignis, bei dem nur A;, aber kein anderes
Ereignis Ay, k < i, eintritt. Fiir den Beweis benutzen Sie folgende Identitét: Sind
C1,C,,C3,Cyq C Q beliebige Ereignisse, so ist durch Anwenden der Definition
der Mengendifferenz

(C1\ C)N(C3\ Cy) = (C1NC3)\ (C2 U Cs).

Daraus folgt fiir i < j beliebig:

Jj=1 Jj=1

i-1
BinB; = (A | Ja)n(a\ [ Ja) = @nap\ ([ Jad) =o.
k=1

k=1 k=1

j-1
da A; ﬂAj CA; C UAk
k=1

Aufgabe 1.5: Kardinalitdt von Potenzmengen (X X )
Gegeben sei fiir n € IN die Menge A, :={1,...,n}und Ay := 0.

(a) Geben Sie fiir n = 0, 1,2 die Potenzmenge P(A,) von A, sowie die jeweilige
Kardinalitit an.

(b) Bestimmen Sie entsprechend die Kardinalitit der Potenzmenge von A, fiirn € IN
beliebig.

(c) Beweisen Sie, dass es keine surjektive Abbildung von IN in ihre Potenzmenge
geben kann.
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Lésung:
(a) Es gilt:
P(Ao) = {0}, #P(Ag) = 1
P(A1) = {0, (1)}, #P(A)) =2
P(Ar) =1{0,{1},{2},{1,2}}, #P(Ay) = 4 = 22,

(b) Fir die Erzeugung der Potenzmenge kann man kombinatorisch argumentieren.
Fiir eine Teilmenge der GroBe k gibt es (Z) mogliche Zusammenstellungen von k&
verschiedenen Elementen. Summiert man iiber alle , inklusive k = 0, so folgt

#P(A) =) (Z) —(1+1=2"
k=0

Bemerkung: Diese Uberlegung gilt nur fiir endliche Mengen, da der Limes fiir
n — +oo divergiert. Insbesondere ist die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen
sogar iiberabzihlbar.

(c) Angenommen, es gibe eine surjektive Abbildung f : IN — $(IN). Betrachten Sie
die Menge
S =faeNla¢ f(a)
Da f surjektiv ist, existiert ein ag € IN, so dass f(ap) = S.

Sei ay € §. Dann ist ag € f(ap) = S. Somit gilt nach Definition von §, dass
ap ¢ S. Ist andererseits ag € S, soistay ¢ f(ag) = S. Somit gilt nach Definition
von S,dassap € S.

Bemerkung: Es gilt allgemein, dass es keine surjektive Abbildung einer Menge
in ihre Potenzmenge geben kann.

1.2 Elemente der Kombinatorik

Aufgabe 1.6: Wege im Gitter cee
Gegeben sei ein n X m Gitter mit n,m € IN.

(a) Betrachten Sie zunichst den Spezialfall » = 3 und m = 4. Wie viele Wege der
kiirzesten Léange gibt es zwischen (0, 0) und (3, 4)?

(b) Verallgemeinern Sie Ihre Uberlegung aus (a). Wie viele Wege der kiirzesten Liin-
ge gibt es zwischen (0, 0) und (7, m)?
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Loésung:

(a) Die kiirzesten Wege haben die Linge 3 + 4 = 7, die ausgehend von (0, 0) nur
Schritte nach oben und nach rechts erlauben. Ein méglicher Weg ist somit gege-
ben durch (—,—,—, 1,71, T, T). Es gentigt zu wissen, an welcher Stelle ein Schritt
nach rechts gemacht wird. Bei sieben Schritten gibt es (;) = 35 Moglichkeiten
Schrittfolgen mit insgesamt drei Schritten nach rechts zu wihlen. Somit gibt es
35 Wege kiirzester Linge. Drei moglichen Pfade sind zum Beispiel:

(3.4)

*o—> 00— {—».

L]
L]
L]

(0,0)

(b) Die Uberlegung aus (a) lisst sich verallgemeinern, indem man 3 durch » und 4
durch m ersetzt. Damit ergibt sich die Anzahl der kiirzesten Wege als

n n!'m!

(n+m): (n + m)!

Aufgabe 1.7: Hockeyschlager Identitat cee

Beweisen Sie folgenden Identititen fiir n > 1:

S (n+k)  (2n+1 (ke o
2> 0N 0 B PO

Lésung:

(a) Betrachten Sie zunichst die Partialsumme der geometrischen Reihe bis 2n fiir
beliebiges n € IN:

2
n x2n+l -1

P

i=0
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Durch die Substitution x = 7+ 1 ergibt sich durch Anwenden des Binomialsatzes

2n i , (l 1)2n+1 -1 2n 2 1
53 e - S

i=0 k=0 k=0

Durch Umordnen der Summanden der linken Seite ergibt sich

S-S50

i=0 k=0 k=0 i=k

Koeflizientenvergleich zwischen den Polynomen der linken und rechten Seite

ergibt nun
i (1) _ (Zn + 1)
—i\k k+1
Fiir die spezielle Wahl k = n ergibt sich daher

S50

i=n Jj=0

2n + 1
.|
(b) Der Beweis erfolgt mittels Induktion. Wir benutzen dazu die Pascalsche Identitit

m+1\ [m ™
k) \k k—1)
Fiir n = 1 ergibt sich

1 1+1
( ;0)2%( Jl’ )21=1+1=2=21.

Sei nun angenommen, die Formel wire bereits fiir ein beliebiges n € IN bewiesen.
Dann gilt mittels Pascalscher Identitét fiir m := n + k

Y+l +k Ay A
-k _ —k —k
2= 2l

k=0 k=0

=2n+(2n+1) 7(,”1)_'_1 (n+1'+j)2j
n+1 2],:0 j
1n+1(n+1+])
SR Y (Y P
2j:0 Jj

Umstellen nach der Summe ergibt die Behauptung.
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Bemerkung: Markiert man die Summanden und die rechte Seite der Gleichung aus
(a) im Pascal-Dreieck, so ergibt sich die Form eines Hockeyschligers (hier fiir n = 2):

Aufgabe 1.8: Rechnen mit Binomialkoeffizienten cee

Es sei n, k € IN wobei k < n. Beweisen Sie die folgenden Formeln:

-1 -1 -2k n
@ (nk )_(Z—l): - n (Z) © Z(Z)kznzn‘l_

(b) ((Z)) -3 (”Z 1)’ N3 Hinweis: Entwickeln Sie (x + 1)".

Lésung:
(a) Durch direktes Einsetzen der Binomialkoeffizienten erhilt man
n—1 _n—l B (n—-1)! B (n—1)!
k k=1 Kl(n—k-1)! (k-=D!(n-k)!
3 (n—1)! 1 Iy m-D!'n-2k) n-2k(n
T k-Dm-k-\k n-k] Km-k! — n \k)

(b) Zuerst wird der duere Binomialkoeffizient aufgelost, dann ergibt sich

)30 2o

m+Dnn-1)n-2) _3(n+1)

=3 4.3.2 4

10
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(c) Man erhilt die Behauptung durch Differenzieren des binomischen Satzes

n

n k—l_in n k_i n_ n-1
Z(k)k(x+1) _dx;(k)(xu) = ) =nGr )

k=1

Fiir x = 1 folgt die Behauptung.

Aufgabe 1.9: Vandermonde-ldentitat cee

Die sogenannte Vandermonde-Identitiit spielt eine groBe Rolle in Kombinatorik und
diskreter Wahrscheinlichkeitstheorie.

S0 )-(5)

=0

(a) Zeigen Sie zunichst

(b) Seienn,m,k € IN, wobei k < min{n, m}. Beweisen Sie die Vandermonde-Identitit:
k
20
I\ \k—1 k
Hinweis: Betrachten Sie (x + 1)*(x + 1)" und fiihren Sie einen Koeffizientenver-
gleich durch.
Lésung:

(a) Direktes Ausrechnen zeigt die Gleichheit.

(b) Esist
n+m
(x+ 1) = Z (n ;m) X,
k=0
aber auch

(1" = (x+ 1) (x + 1)" = (Z ('l‘) xf) ( > (';l) xf)

-2 2 200

Durch Koeffizientenvergleich erhilt man die Behauptung.

Bemerkung: Die Vandermonde-Identitit wird zum Beispiel fiir den Beweis der Nor-
miertheit der hypergeometrischen Verteilung genutzt.

11
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Aufgabe 1.10: Bélle in Bechern verteilen (X X )

Es seien n + 1 € IN Becher gegeben. Diese sind in einer Reihe aufgestellt. Ein Spieler
hat einen schwarzen Ball, k; rote und k, blaue Bille, wobei k; + k, < n. Nun wird
zundchst der schwarze Ball in einen der Becher gegeben, so bleiben noch n leere Becher
iibrig. Sind links bzw. rechts noch genug Becher leer, so werden alle roten Bille auf
die Becher links von dem schwarzen Ball verteilt, alle blauen rechts. Es darf hochstens
ein Ball in einem Becher liegen.

(a) Veranschaulichen Sie die Ergebnisse fiir fiinf Becher, einen roten und zwei blaue
Bille, indem Sie alle moglichen Muster zeichnen.

(b) Auf wie viele Arten kann man die bunten Bélle im allgemeinen Fall, wie oben
beschrieben, verteilen? Beweisen Sie dazu fiir n, k1, k, € IN und k| + k, < n die

folgende Identitit:
n+1 _n_kzljkz ki+i\[n—Fk —i
kitk+1) 4\ Kk ky )

Lésung: Die Farbe der Bille spielt eigentlich keine Rolle. Wichtig ist nur, dass links
ky resp. rechts k, Bille in den Bechern verteilt werden.

(a) Eswerdenk;+k,+1 = 1+2+1 = 4 Biille verteilt. Die fiinf moglichen Ergebnisse
sind (weiBer Kreis entspricht leerem Becher):

90000 00000 00000
o 000 0000

(b) Sei nun die Position des Bechers mit dem schwarzen Ball mit i bezeichnet, wo-
beiie{k +1,...,n+1—ky}. Die Fille, in denen i nicht aus diesem Bereich
stammt, liefern keine Moglichkeiten, da nicht geniigend Becher iibrig bleiben.

Die Anzahl der Moglichkeiten fiir ein gewihltes i ist
i-1\ (n—i
ki ky |-
—— ~—
Rote Biille Blaue Biille

Da alle Moglichkeiten gezédhlt werden sollen, muss iiber i summiert werden. Dar-
aus ergibt sich:

lzk (i - l)(n +1- i) ~ "Zk (k1 + 1)(,1 —k - i)
ot ky ky — ki ko

1

12
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Andererseits: Die Anzahl moglicher Becherbelegungen mit k; + k, + 1 weillen

Billen in n + 1 Bechern wird durch den Binomialkoeffizienten (Iq ZZZI +1) beschrie-

ben. Danach werden einfach die ersten k; Bille rot gefirbt, dann einer schwarz
und schlieBlich die letzten k, Bille blau (von links nach rechts). Das ist immer
moglich und eindeutig.

Es ergibt sich daraus die gesuchte Identitét
n+1 _n_kz'_kz ky +i\(n—ki —i
kitk+1) &\ Kk ke )

Als Test iiberpriift man die Formel noch einmal mit den Werten aus (a): n+1 =5,
ki =1, k, = 2. Die linke Seite der Identitit ergibt:

4+1
(1+2+1)_5

IR R EHREHHES

13

und die rechte

Bemerkung: Die Vandermonde-Identitit ist der Formel oben sehr dhnlich:

"= 3 ()

Diese Formel wird gewdhnlich interpretiert als die Anzahl der Moglichkeiten aus genau
n = n; + np Personen ein Komitee der Grofe k zu bilden. Selbstverstindlich wird das
Komitee von Personen aus den zwei disjunkten Gruppen gebildet, jeweils n; bzw. n;
Personen. Die linke Seite der Formel hiangt zudem nicht von der speziellen Wahl von
ny bzw. n, ab, gilt also fiir jede Partition von n.

Die Formel aus der Aufgabe ist gewissermaflen die Umkehrung davon. Man kann die
Liste der Kandidaten fiir ein Komitee an beliebiger Stelle in zwei Teillisten trennen und
fordert nur, dass beide Listen mindestens k; bzw. k, Kandidaten enthilt. Das geht auf

n+1 _ ny\(ny
(k1 + ko + 1) a n;;:n (kl)(kz)

Weisen. Die Formel ist ebenfalls nicht abhéngig davon welche konkrete Partition von k
gewihlt wurde. Die +1 im Binomialkoeffizienten symbolisiert die schwarze Kugel aus
dem obigen Modell und dient als Position fiir die Listentrennung. Aus diesem Grund

13
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kann die Formel auch im Rahmen des Fidchermodells interpretiert werden: Die For-
mel gibt an, auf wie viele Arten k = k; + k, aus n Kugeln auf zwei Késten verteilt
werden konnen, wenn in Kasten eins k; und in Kasten zwei k, Kugeln liegen sollen.
Entsprechend kann der Ausdruck fiir m Késten oder Gruppen verallgemeinert werden

n+m-—1 B Z ni\(no [/
ki+ky+...+kp+m—1)" M)\ \k,)

ny+ny+..+ny,=n

Der Summand m — 1 ist wieder die Anzahl der Liicken, die man braucht, um n Perso-
nen auf m Gruppen aufzuteilen. Die Summe héngt nicht von der konkreten Wahl der
Partition von k ab.

Aufgabe 1.11: Fachermodell cee

Gegeben seien n € IN nicht unterscheidbare Kugeln und m € IN unterscheidbare Fécher,
wobei m < n.

(a) Zunichst sei n = 3 und m = 2. Geben Sie alle Moglichkeiten an, wie sich die
Kugeln auf die Ficher verteilen lassen, wenn

(i) in jedem Fach beliebig viele Kugeln sein diirfen.

(i1) in jedem Fach mindestens eine Kugel sein muss.

(b) Verallgemeinern Sie Ihre Uberlegungen aus (a) auf beliebige 7 und m.

Lésung:

(a) Wir geben alle Moglichkeiten direkt an:
®» 1 1000l 10100 100I0L 00Ol |
(i) |O1O0OL [0OIOI

(b) (i) Anstatt die Kugeln zu verteilen, konnen wir auch die Wénde der Ficher
"|"verteilen. Es gibt m + 1 viele Winde, wobei die Winde ganz auflen fest
sind. Wir miissen also m— 1 Winde auf m+n— 1 Plitze verteilen. Es diirfen
mehrere Winde am gleichen Platz platziert werden und die Reihenfolge,
in der die Winde platziert werden, spielt keine Rolle. Somit gibt es genau
(™) Moglichkeiten.

m—1
(i1) In jedem Fach wird eine Kugel platziert. Da die Kugeln nicht unterscheid-
bar sind gibt es dafiir nur eine Moglichkeit. Danach miissen n — m Kugeln
auf m Ficher verteilt werden. Dafiir gibt es nach (a) (m+r','1:'f—]) = (:l__]l)
Moglichkeiten.

14
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Bemerkung: Aufgabe (b)(i) ist ein Spezialfall von Aufgabe 1.10 fiir Xk = n. Dann
ist fiir jede Zerlegung von n = n; + np der Binomialkoeffizient (mgi’n;_l) gleich 1.
Summiert man tiber die Anzahl der Moglichkeiten »n Bille auf m Becher zu verteilen
bzw. n in m Summanden aus natiirlichen Zahlen zu zerlegen, erhilt man die Anzahl
Partitionen von n, wobei Summanden Null werden diirfen. In (b)(ii) gibt es die zusitz-
liche Einschrinkung, dass keiner der Summanden Null werden darf (jedes Fach enthilt

mindestens eine Kugel).

Aufgabe 1.12: Anzahl Ergebnisse beim Kegeln coe
In Deutschland ist das Kegeln mit neun Kegeln iiblich.
(a) Wie viele Wurfergebnisse gibt es, wenn die Kegel nummeriert sind?

(b) Wie viele sind es, wenn die Kegel nicht nummeriert sind?

Lésung:

(a) Die Menge aller moglichen Wurfergebnisse lisst sich als Q := {0, 1}° darstellen,
wobei 1 bedeute ,,der Kegel steht noch™ und 0 ,,er ist umgefallen®. Zum Beispiel
beschreibt dann die Menge {(1,0,1,0,0,0,1,1,0)} € Q das Ereignis, bei dem
vier Kegel (Nummern 1, 3, 7 und 8) noch stehen und die anderen umgeworfen
wurden. Somit ergibt sich als Anzahl moglicher Wurfergebnisse #Q = 2° = 512.

(b) Im Gegensatz zu vorher sind die Kegel nun ununterscheidbar und nur noch die
Anzahl umgefallener Kegel ist wichtig. Somit kann das Wurfergebnis durch die
Ergebnismenge Q := {0, 1,...,9} dargestellt werden. Daher gibt es insgesamt
#Q = 10 verschiedene Ergebnisse.

Aufgabe 1.13: Demokratische Wahl cee

In einer geheimen und fairen Wahl stellen sich k > 1 Kandidatinnen auf. Wahlberechtigt
sind n Personen (n > k). Jede Person wihlt und jede Person besitzt genau eine Stimme.

(a) Betrachten Sie zunichst den Fall n = 30 und & = 4. Geben Sie ein mogliches
Wahlergebnis konkret an. Beschreiben Sie dann die Menge aller moglichen Er-
gebnisse der Wahl. Wie viele verschiedene Wahlergebnisse gibt es?

(b) Verallgemeinern Sie Ihre Uberlegungen aus (a): Wie viele verschiedenen Wahl-
ergebnisse gibt es fiir beliebiges k und n?

(c) Wie andert sich die Anzahl aus (b), wenn eine weitere Kandidatin in das Rennen
einsteigt? Geben Sie dafiir das Verhiltnis der bisherigen Formel fiir » und £ und
der fir nund k + 1 an.

Berechnen Sie den Fall n = 30 und k = 5 explizit mit Hilfe von (a).

15
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(d)

Seil;, i € {1,...,k}, die Anzahl der Stimmen, welche die i-te Kandidatin erhalten
hat. Durch wie viele verschiedene Stimmabgaben der Wihler kann ein festes
Wahlergebnis (14, ...,[;) mitl; + ... + [y = n zustande kommen? Berechnen Sie
dies explizit fiir Ihr konkretes Wahlergebnis aus (a).

Lésung:

(a)

(b)

©

(d)

16

Es bezeichne /; die Anzahl der Stimmen fiir die erste Kandidatin, /, die der zwei-
ten etc. Somit lassen sich alle moglichen Wahlergebnisse darstellen durch

4
{(11,12,13,14) eIN* Zz,- = 30}.

i=1

Ein mogliches Wahlergebnis wire (10, 13,4, 3). Die Wahl ist geheim, das heif3t,
die Stimmen der n Personen sind nicht unterscheidbar und jede Kandidatin darf
mehrfach gewihlt werden. Somit haben wir es mit einem Késtchen-Modell zu
tun. Wie in Aufgabe 1.11 bewiesen, ist die Anzahl der moglichen Ergebnisse

gleich (*;4") = (%) = 5456.

Analog zu (a) konnen wir die moglichen Wahlergebnisse darstellen durch

k
{(ll’l2v~~-’lk)emk . Zl,:n}

i=1

Die Anzahl der moglichen Wahlergebnisse ergibt sich zu (”Zﬁ')

n+k

Analog zu (b) gibt es bei k + 1 Kandidatinnen ( i ) mogliche Wahlergebnisse.
Als Verhiltnis ergibt sich dadurch

() k- ak

(”ZfIl)_ Knl(n+k-1! &

Im Fall n = 30 und k = 5 ergibt sich (3/) = (%) 3 = 46 376.

Wir ziehen ohne Zuriicklegen aus den wahlberechtigten Personen, welche fiir
die jeweilige Kandidatin gestimmt haben. Fiir die erste Kandidatin ist die An-
zahl der moglichen Stimmverteilungen damit gegeben durch <]"1) Fiir die zweite

n—ll
b

Uberlegung ist die Anzahl der Moglichkeiten insgesamt

n\(n-1, n=l—...= 1\ n! . n
N L I TG L\, L)

Kandidatin ergeben sich dadurch noch ( ) Moglichkeiten usw. Aufgrund dieser
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Im Fall des Wahlergebnisses (10, 13, 4, 3) fiihrt dies zu

30
= 81518134
(10,13’4’3) 81518 134 698 000,

also etwa 81 Billionen Moglichkeiten.

Bemerkung: Die Uberlegung aus (d) ist Grundlage der Herleitung des Multinomialko-
effizienten (ll,lz,,l...,lk) aus den Binomialkoeffizienten. Dieser Koeffizient gibt die Anzahl
der Moglichkeiten an, ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge aus einer
Menge mit n unterscheidbaren Elementen in k Kategorien verteilt jeweils /; Elemente

der Kategorie i zu ziehen. Der Binomialkoeffizient entspricht dem Spezialfall k = 2. Es
gilt (}) = (21 1)

Aufgabe 1.14: BlumenstrauB3 ooce

In einem Blumenladen gibt es 40 Lilien, 30 Rosen und 20 Génsebliimchen. Wie viele
verschiedene Blumenstrdufle aus genau vier Lilien, drei Rosen und zwei Génsebliim-
chen konnen daraus gebunden werden, wobei sich die Blumen untereinander unter-
scheiden?

Lésung: Zundchst wihlen wir aus den 40 Lilien vier aus. Die Reihenfolge der Lilien
ist irrelevant. Somit gibt es t(’ verschiedene Art die Lilien auszuwihlen. Analog fiir
die Rosen und Génsebliimchen. Damit ergibt sich die Anzahl der moglichen Blumen-

straufle als
40\(30\/20
= 70498 24
(4)(3)(2) 70498 246 000,

also etwa 70 Milliarden Moglichkeiten!

17



1 Grundbegriffe

Aufgabe 1.15: Flachen in der Ebene cee

Die Ebene wird durch n € IN Geraden in Teilflichen geteilt. Die Geraden sind nicht
parallel und hochstens zwei Geraden schneiden sich in einem Punkt.

(a) Gegeben seien n=3 Geraden: In wie viele Teilflachen kann die Ebene maximal
geteilt werden? Veranschaulichen Sie Thre Losung anhand einer Skizze.

(b) Beweisen Sie, dass fiir beliebiges n die maximale Anzahl an Teilflichen durch
N, = "% 1 | gegeben ist.

Hinweis: Fiir n = 3 ergibt sich folgendes Bild:

Lésung:
(a) Mit drei Geraden kann die Ebene in maximal sieben Teilflichen geteilt werden.

(b) Seien n — 1 Geraden vorgegeben in maximaler Lage. Jede weitere Gerade, die
gemal der obigen Forderungen hinzugefiigt wird, schneidet die n — 1 Geraden in
n — 1 Punkten, dabei entstehen n zusétzliche Flachen. Es gilt also:

IVh Z:]Vﬁ_1 +n, Ny = 2.

Auflosen der Rekursion ergibt

< < nn+1)
Ny = Ny +n=N1+Zk=1+Zk=1+T.
k=2 k=1
Aufgabe 1.16: Verriickte Objekte — Dérangements cee

Nach einem langen Arbeitstag in der Bibliothek liegen noch n > 2 Biicher in der Riick-
gabe. Da es schon spit ist, werden die Biicher einfach zufillig in die freien Plétze
zuriickgestellt.

(a) Beschreiben Sie fiir n = 4 die Anzahl Moglichkeiten, dass genau zwei Biicher
am richtigen Platz stehen.

18
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(b) Zeigen Sie, dass es genau

! -1y
Dn,k = % ( .')
P
Moglichkeiten gibt, genau k < n der Biicher wieder an den richtigen Platz zu
stellen.
Loésung:

(a) Die Biicher seien durchnummeriert von eins bis vier. Das Platzieren der Biicher
entspricht einer Permutation von vier Elementen. Es gibt sechs Permutationen,
die genau zwei Fixpunkte haben:?

(12),(13), (14),(23), (24), (34).
(b) Der Beweis kann iiber die Einschluss-Ausschluss-Formel fiir Mengen gefiihrt
werden oder liber Induktion.

Wir bemerken hier nur, dass gilt

Doy =1, Dy =0, Dy =1, ces D, = (

Bemerkung: Die Zahl D, wird k-te Rencontres-Zahl genannt und taucht in Kapitel
6, Aufgabe 6.2 im Zusammenhang mit dem Rencontre-Problem wieder auf. Fiir k = 0
heifit D, o auch Dérangement-Zahl, da sie die Anzahl Moglichkeiten angibt, dass keines
der Biicher wieder an den richtigen Platz gestellt wird.

1.3 Elemente der MaBtheorie

Aufgabe 1.17: Metrisierung des Wahrscheinlichkeitsraums cee
Sei (Q, A, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum und

AAB:=(A\B)U(B\A)
fir A, B € A.

Beweisen Sie, dass d : A X A — [0, 1] definiert durch d(A, B) := IP(A A B) eine
Pseudometrik ist.

2Es wird die iibliche Zykelschreibweise fiir Permutationen benutzt.

19



1 Grundbegriffe

Lésung: Zunichstist A A A = A\ A = 0, daher ist d(A, A) = 0. Weiter ist wegen der
Kommutativitit der symmetrischen Differenz, siehe Aufgabe 1.1, d(A, B) = d(B, A).
SchlieBlich ist fiir beliebiges C € A

AACCAUBUONANBNC)=AABUBACQC).
Daher gilt mit der Monotonie des Malies IP:
PAAC)<P(AAB)UBAC) <PAAB)+PBAC),

woraus die Dreiecksungleichung d(A, C) < d(A, B) + d(B, C) folgt.

Da aus d(A,B) = 0 nur P(A A B) = 0 folgt, ist d keine Metrik, sondern nur eine
Pseudometrik.

Bemerkung: Diese Pseudometrik ldsst sich zu einer Metrik machen, wenn man alle
Mengen aus A miteinander identifiziert, die sich nur durch eine Nullmenge unterschei-
den.

Aufgabe 1.18: Vervollstandigte Sigma-Algebra (X X}

Sei A eine o-Algebra auf Q. P sei ein auf A definiertes Wahrscheinlichkeitsmal3 und
N die Klasse der P-Nullmengen:

N={NcQ:3N e AmitN c Nund P(N) = 0}.

Sei

A:={AUN : Ae AN e N}
die Vervollstindigung der o-Algebra A beziiglich P.
(a) Beweisen Sie, dass A eine o-Algebra ist, die A umfasst.

(b) Sei P die Fortsetzung von P auf A, die durch
P(AUN):=P(A) VA€eANEeEN

definiert wird.

Beweisen Sie, dass P wohldefiniert ist, also fiir A, Ay € Aund N|, N, € N gilt

A] UN] =A2UN2 = IP(A]) =]P(A2)

(c) Beweisen Sie, dass P ein WahrscheinlichkeitsmaB auf A ist.
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Loésung:
(@ @ A enthilt die leere Menge: 0 € A C A.

(ii) Aist beziiglich Komplementbildung stabil:
SeiAUN € A.
Es existiert N € A mit N ¢ N und P(N) = 0. Damit folgt

(AUN) = (A° N N U (A° N (NC\ N))
= (A°NNYUUA NN NN) e A
ik;(—/ﬁlzl_/

(iii) A ist abgeschlossen beziiglich abzdhlbarer Vereinigungen:
Sei (A; U N));ewn eine Mengenfolge in (A. Es gilt

O(Ai UN;) = OA,' ) O N;.
i=1 i=1 i=1

N——
€A

Es bleibt zu zeigen, dass | J;2, N; € N:
Zu jedem N; existiert ein N; € A, mit N; ¢ N; und P(N;) = 0. Es gilt weiter

P (O Ni) < i P(N;) = 0.
i=1 i=1
Da U2, N; € U, N; folgt die Aussage.
(b) Mit den Bezeichnungen wie oben sei A; U N = A, U N,. Dann gilt
Ai\Ay CAI CATUN; =AUN, = A1\ A, CN,.
Analog folgt A, \ A} C N;. Somit gilt
P(A1 \ A2) + P(A2 \ Ap) < P(V1) + P(W)) = 0.
SchlieBlich folgt
[P(A1) — P(A2)l < P(A1 \ Ay) + P(A2\ A1) = 0 = P(A)) = P(Az).

Was zu beweisen war.

(c) (i) P ist normiert, denn:

PQ)=PQuUO) =PQ) = 1.
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(i1) Sei (A;UN,);e eine disjunkte Mengenfolge in A, dann folgt die o-Additivitit

aus
F[UA,UNI]ZF[ AIUUNZ]:IP(UAI)
i=1 i=1 i= i=1
= > P =) P@AUN)
i=1 i=1
Aufgabe 1.19: Sigma-Algebra aus abzédhlbaren Mengen cee

Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) Die Menge
Ay :={A cIN : A endlich oder A€ endlich}

ist eine o-Algebra auf IN.

(b) Die Menge
Ay :={A cIN : A abzihlbar oder A¢ abzihlbar}

ist eine o-Algebra auf IN.

(c) Die Menge
Az :={A Cc R : A abzihlbar oder A€ abzihlbar}

ist eine o-Algebra auf R.

Lésung:
(a) Wenn A; o-Algebra auf IN wire, so wire

00

A= U{Zi} - 2N

i=1

als Vereinigung endlicher Mengen in (A;. Jedoch ist weder A noch A¢ endlich,
also gilt A ¢ A;. Daher ist A; keine o-Algebra.

(b) Uberpriifen der Definition zeigt, dass A, eine o-Algebra ist:
(i) A, enthilt die Grundmenge IN, da IN abzihlbar ist.

(i) Sei A € Aj,, dann ist A° = IN \ A. Da nun IN abzihlbar unendlich ist, ist
A€ auch hochstens abzdhlbar unendlich. Daher ist A, abgeschlossen gegen
Komplementbildung.

22



Elemente der Maf3theorie

(ii1) Sei (A;);ew eine Folge von Elementen aus A,. Fiir jedes i € IN ist A; ab-
zéhlbar. Somit gilt, dass |J;2, A; als abzédhlbare Vereinigung abzihlbarer
Mengen wieder abzihlbar ist. A, ist abgeschlossen beziiglich abzidhlbarer
Vereinigungen.

(c) Durch Aj ist eine o-Algebra auf R gegeben:
(i) Aj enthilt die Grundmenge R, da R = @ abzdhlbar ist.

(ii) Sei A € Aj, dann ist entweder A = (A°)° abzihlbar, oder A° abzihlbar.
Damit folgt die Aussage direkt, und Aj ist abgeschlossen beziiglich Kom-
plementbildung.

(iii) Sei (A))iev eine Folge von Elementen aus Ajs.

1. Fall: Fiir jedes i € IN sei A; abzéhlbar. Dann ist | J;°, A; als abzdhlbare
Vereinigung abzihlbarer Mengen wieder abzihlbar.

2. Fall: Fiir eine nichtleere Menge I C IN sei A;, i € I, nicht abzédhlbar (aber
doch AY). Dann schreibe

A= |a = UA,»UUA,-.

i=1 i€l i€l¢

8

Nun ist A nicht abzihlbar, aber

Ac=(Asn () A

i€l i€l¢
N——
abzihlbar

ist abzihlbar, da mindestens eine der zu schneidenden Mengen abzihlbar
ist. Daher ist Az abgeschlossen beziiglich abzidhlbarer Vereinigungen.

Aufgabe 1.20: Sigma-Algebra Beispiele coe

Definieren Sie die Mengen

Q={ab,cde}, Fi1=1{0,{a},{b,c,d,e},Q}
Fa =10,{a}, (b}, {a, b}, {c.d, e}, {a,c,d, e}, {b,c,d, e}, Q}.

(a) Beweisen Sie, dass 7 eine o-Algebra auf Q ist.
(b) Ist F, eine o-Algebra auf Q?
(c) Geben Sie die erzeugte o-Algebra 73 = o({{a}, {c, d}}) auf Q an.
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Loésung:
(a) F1 =1{0,A, A%, Q} ist eine o-Algebra, mit A = {a}.
(b) Es gilt
i) 0%
(ii) {a} ={b,c,d,e} € P

[ ]
e (b} ={a,c,d,e} € >
e {a, b} ={c,d,e} € >

(iii)) Wegen der Kommutativitit der Vereinigung gilt weiter

U {a} {b} {a, b} {c,d, e} {a,c,d,e} {b,c,d,e}
{a} {a} {a,b} {a,b} {a,c,d,e} la,c,d, e} Q
{b} {b} {a, b} {a, b} Q {b,c,d,e}
{a, b} {a, b} Q Q Q
{c,d, e} {c,d, e} {a,c,d,e} {b,c,d,e}
{a,c,d, e} {a,c,d, e} Q
{b,c,d,e} {b,c,d,e}

(1),(i1),(iii) = ¥ ist eine o-Algebra.
(¢) F3 =1{0,{a}, {b, e}, {c,d},{a, b, e}, {a,c,d}, {b,c,d, e}, Q).

Aufgabe 1.21: Schnitt und Vereinigung von Sigma-Algebren cee
Gegeben sei die Menge Q = {1, 2, 3,4} und die o-Algebren

A =1{0,{1},{2,3,4},Q} A, =1{0,{2},{1,3,4},Q} A3 =1{0,{3},{1,2,4},Q}.

(a) Zeigen Sie, dass es keine Vereinigung der gegebenen o-Algebren gibt, welche
selbst wieder eine o-Algebra ist.

(b) Definieren Sie eine o-Algebra Ay, sodass U?:l A; eine o-Algebra ist.

(c) Zeigen Sie, dass jeder Schnitt der gegebenen o-Algebren selbst wieder eine o-
Algebra ist.

(d) Verallgemeinern Sie die Aussage aus (c): Gegeben seien die Ergebnismenge Q2
und zwei o-Algebren A;, A, auf dieser. Zeigen Sie, dass A; N A, wieder eine
o-Algebra ist.

Lésung:

(a) In jeder moglichen Vereinigung der o-Algebren fehlen jeweils die Vereinigung
der einelementigen Mengen.
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(b) Es ist stets moglich, die groBtmogliche o-Algebra zu wihlen, Ay := P(Q).

(c) Der Schnitt der o-Algebren ergibt jeweils die triviale o-Algebra {0, Q}.

(d) Seien A, A, zwei o-Algebren. Definieren Sie A := A; N A,, dann gilt
(i) A enthilt die leere Menge:

DeA,DeA, =20 A NA = A.

(i1) A ist abgeschlossen beziiglich Komplementbildung:

AceA=SACcAL,AEHA, DA CEAL,LA €A, A€ AT NA, = A.

(iii) A ist abgeschlossen beziiglich abzéhlbarer Vereinigung:

Al,Ag,... GﬂﬂAl,Az,... Gﬂl,Al,Az,... Gﬂz

= OAi e A, OAi eA = OA,» eA.
i=1 i=1 i=1

Aufgabe 1.22: Limes inferior und superior (X X}

Sei Q eine Menge und (A4,),> eine Folge von Teilmengen von Q. Limes inferior und
limes superior werden fiir Mengen so definiert:

h,?iiof}fA" = OﬁAk limsup A, := ﬁOAk
n=1 k=n n—eo n=1 k=n

(a) Zeigen Sie: liminfA, ={weQ : #{inelN : w ¢ A,} < oo}.

n—oo

(b) Zeigen Sie: limsupA, ={weQ : #{inelN : weA,} = o}

n—oo

(c) Seinun (A,),> eine steigende Folge, das heif}t fiir alle n € IN gelte A, C A41.
Zeigen Sie, dass in diesem Fall gilt

liminf A, = limsup A,,.

n—oo n—oo

(d) Finden Sie ein Beispiel, fiir das nur

liminf A, C limsup A,

n—o0o n—soo

gilt.
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Loésung:

(a)

(b)

©

26

Sei w € Q, sodass #{k € IN : w ¢ Ay} < oo. Dann existiert n < +o0, sodass
w € Ay fiir alle k > n. Damit gilt

we ﬂAk c U ﬂAk = liminf A,

k>n n>1 k>n

Sei umgekehrt
w € liminf A,,.

n—oo

Dann existiert ein n € IN, sodass w € (s, Ax. Damit gilt w € Ay fiir alle k > n.
Es folgt
#HkelN : w¢A}<n—1<oo.

Seiw € Qsodass #k e N : w € Ay} = +o0.

Dann existiert fiir jedes n > 0 ein k > n sodass w € Ay. Damit gilt w € | J;2, A.
Da dies fiir jedes n > 0 gilt, kann man daraus schliefen, dass

w € ﬁ OAk =limsup A,.

n—oo

=
1l
E
Il
=

Sei umgekehrt w € limsup,_,,, A,. Dann ist w Element von |J;, Ax fiir alle
n € IN. Das bedeutet, dass man fiir jede endliche Teilmenge I C IN einen weiteren
Index k > max I finden kann, sodass w € Ay. Folglich

#lkelN : we A} = +oo.
Da (A,).>1 eine steigende Mengenfolge ist, gilt fiir allen € IN: A} C ... C A,

und damit . .
B, = UAk =B, = UAk.
k=1

Daraus folgt

n—oo

limsup A, = ﬁBn = OA"'
n=1 k=1

Da Ay = N2, A;, gilt weiter
welimsupAh, © we UAk S we U ﬂAi & w e liminf A,,.
e k=1 k=1 i=k e

Damit sind Limes inferior und Limes superior im Fall einer steigenden Folge von
Mengen sogar gleich. Dies gilt im Allgemeinen nicht, siehe (d).
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(d) Die Teilmengenbeziehung liminf A, C limsup A, gilt wegen (a) und (b).

n—oc0 n—c0

Fiir die Konstruktion eines Gegenbeispiels sei Q = {0, 13N und (A,)ns1 eine Folge
von Teilmengen von €, die durch

A, = {(wi)izl €EQ:w,=1)

definiert sind. Dies sind alle unendlichen 0-1-Folgen, die als n-te Koordinate eine
1 haben. Mit Hilfe der obigen Identitéten folgt, dass

©,1,0,1,0,1,0,...) ¢ liminfA, aber (0,1,0,1,0,1,0,...) € limsupA,.

n—oo n—oo

Dabher gilt liminf, . A, # limsup,_, ., An.

Aufgabe 1.23: Erstes Lemma von Borel-Cantelli cee

Sei (Q, A, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum und es seien Ay, A,, . . . Ereignisse aus A.

(a) Beweisen Sie das erste Lemma von Borel:

+00
Z P(A,) < +o0 = P(limsupA,) = 0.

n—+oo
n=1

(b) Betrachten Sie nun die Mengenfolge A, := (0, 1/n], n > 1. Zeigen Sie

P(limsupA,) =0,

n—+oo

obwohl Y7 P(A,) = co. Interpretieren Sie das Resultat.

Lésung:

(a) Nach Definition ist

+00 (400
limsupA, = ﬂ [U AmJ.

—+00
n—+ n=1 \m=n

Der Limes superior ist die Menge der Elemente von Q, die fiir unendlich viele
Indizes n zu A,, gehoren. Nun gilt fiir alle n

+00 [ +00 +00
ﬂ[ A,,T]CUA,,,.
n

n=1 \m= m=n

Damit folgt: 0 < P(limsupA,) < P ([j Am] < i P(A,,) =5 0.

—+00
=+ m=n
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(b) Die Mengenfolge (A,);>; ist fallend. Daher ist

+00 +00

P(limsup A,) = P( ﬂ U Ar) =P(0) =0.

n—eo n=1 k=n

Andererseits erhalten wir beim Aufsummieren der Wahrscheinlichkeiten die har-
monische Reihe, die divergent ist, das heilit

+00

— 1
;]P(A,,) => = e,

n=1

Das Ergebnis widerspricht nicht der Aussage in (a), denn die Konvergenz der
Reihe ist zwar hinreichend, aber nicht notwendig, wie dieses Beispiel zeigt.

Bemerkung: Aus der Aussage des ersten Borel-Cantelli-Lemmas folgt die analoge
Aussage

+00

Z P(A,) <+o0 = P(liminfAS) = 1.
n—+oo
n=1
Aufgabe 1.24: Das Lemma von Fatou cee

Es seien (Q, A, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A,),>; eine Folge von Ereignis-
sen gegeben. Weiter gilt per Definition fiir eine Folge von reellen Zahlen (x,),en:

liminf x,, := sup inf x,,, lim sup x,, := inf sup x,,.
n—eo nelN m2n n—oo neN y>p

Beweisen Sie, dass die Fatou-Ungleichungen gelten:

(a) P(liminf, A,) < liminf, IP(A,),

(b) P(limsup, A,) > limsup, P(A4,).

(c) Konstruieren Sie zudem ein Beispiel, bei dem die beiden Ungleichungen strikt

sind.

Lésung:

(a) Definieren Sie

B := U ﬂAm und B, := ﬂAm.
n=1 m=n m=n

Nun gilt
B, /' B= P(B,) /' P(B).
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Damit folgt

P(B) = ’}1_)1{)10 P(B,). (1.1)
Andererseits gilt fiir alle m > n

P(B,) < ,i,gl]P(A’”)' (1.2)
Aus (1.1) und (1.2) folgt die Aussage.

(b) Analog zu (a).
(c) Wihlen Sie Q := {-1, 1} und P({-1}) = 7, P({1}) = % sowie A, = {(-1)"}. Dann

1St
P4,) = % falls n ungerade,
7 falls n gerade.

Somit folgt

.. 1 . 3

liminf IP(A,) = T limsupP(4,) = 1
aber

liminfA, =0, limsupA, = Q.

Daher

0 = P(liminf A,)
1 3
< liminf P(A,) = 7 < limsupP(A,) = 1
< P(limsupA,) = 1.

1.4 Wahrscheinlichkeitsraum und WahrscheinlichkeitsmanB

Aufgabe 1.25: Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung ooe

Sei (Q, A, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir Ereignisse A, B ¢ Q gelte IP(A) = 1/3,
P(B)=1/4und P(AN B) = 1/5.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse A€, B, AU B, AN B, AN B¢
und A° U B°.
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Loésung:
(a) P(A°)=1-1P(A) =2/3.
(b) P(B°) =1 -P(B) = 3/4.
(c) PLAUB) =PA)+P(B)-P(ANB)=1/3+1/4—1/5 = 23/60.
(d) P(A°NB)=P(B)-P(ANB)=1/4-1/5=1/20.
(e) PANB)=PA) -PANB)=1/3-1/5=2/15.
) PA°UB)=1-PANB)=1-1/5=4/5.

Aufgabe 1.26: Vergleich elementarer Wahrscheinlichkeiten coe

Seien A, B zwei beliebige Ereignisse eines Wahrscheinlichkeitsraums (Q, A, IP). Ver-
gleichen und ordnen Sie die folgenden Zahlen:

P(A),P(B),lP(AU B),P(ANn B),IP(A\ B), P(A A B),[P(A) + P(B).
Beweisen Sie so viele Beziehungen wie moglich. Achtung, nicht alle diese Wahrschein-
lichkeiten sind vergleichbar!

Lésung: Durch direkte disjunkte Zerlegung ergeben sich die folgende Aussagen:
e PAUB)=PA\B)+P(B)=P(B\A)+PA)
e PAUB)=P(AAB)+P(ANB)
e PAUB)=PA\B) +PB\A) +PANB)

Mittels Monotonie-Eigenschaft des WahrscheinlichkeitsmaBes folgt noch:

e P(ANB)<P(A) < P(AUB) e P(A\ B) < P(A) <P(AU B)
e P(ANB) <P(B) <P(AUB) e P(B\A) < P(B) <P(AUB)

Aus den Kolmogoroff-Axiomen, insbesondere der Nicht-Negativitit, erhdlt man noch
e PAUB)=PA)+PB)-PANB)<PA)+P(B)
e P(ANnB)=PA)+PB)-PAUB)<PA)+IP(B)
Fiir die symmetrische Differenz erhilt man zusétzlich
P(A\ B),P(B\A) <IP(AAB)<P(AUB) <P(A) + P(B).

Ohne weitere Informationen sind IP(A) und IP(B) nicht direkt vergleichbar.
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Aufgabe 1.27: Auf Bahnwaggons verteilen ooe

Elsa, Rosa und André steigen in einen Zug mit sieben Wagen ein. Jeder Passagier wihlt
rein zufillig und unabhingig von den anderen einen Wagen aus.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse:

(a) A=,, Alle drei Personen sitzen in verschiedenen Wagen “,
(b) B=,, Alle drei Personen sitzen im gleichen Wagen *,

(¢) C=,, Mindestens zwei Personen wiihlen den gleichen Wagen “.

Lésung:
Modellieren Sie das Zufallsexperiment mittels Ergebnisraum Q = {1,..., 713 mit P als
Gleichverteilung auf Q.

(a) Bsgilt A = {(w1, w2, w3) € QVi # j : w; # w;}, damit folgt direkt

7-6-5 30
= — ~0,61.
73 49 0

|

P(A) =

e}

(b) Esgilt B={(i,i,i) € Q,i € {1,2,...,7}}, damit folgt direkt

#B 7 1
= — =~ 0,02.

P(B) = — = —
B =071

(c) Das Ereignis C ist das Komplement von A, d.h. C = A¢. Daher

30 19
PC)=1-==—=0,39.
© 749 ?

Aufgabe 1.28: Jahreszeiten cee

Es werden n € IN Personen danach befragt, in welcher Jahreszeit sie Geburtstag haben.
Im Folgenden nehmen wir an, dass jede Jahreszeit die gleiche Geburtswahrscheinlich-
keit hat.

(a) Geben Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q,, A, P,,) an, der diese Befragung
passend modelliert.

(b) Berechnen Sie fiir n = 4 und n = 8 die Wahrscheinlichkeit, dass in jeder Jahres-
zeit die gleiche Anzahl an Personen geboren wurde.

(c) Seinun n € IN beliebig. Verallgemeinern Sie Ihre Uberlegungen aus (b).
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Lésung:

(a)

(b)

32

Das Ergebnis der Umfrage ist ein 4-Tupel der Form
(Anzahl Geburtstage Friihling, . .., Anzahl Geburtstage Winter).
Wir schreiben die Ergebnismenge als
Q, ={a=(aj,az,a3,a4) € ]N4|a1 +ay +az+ay =nj.

Es handelt sich um ein Experiment ohne Beachtung der Reihenfolge und mit
Zuriicklegen. Als o-Algebra wihlen wir A, = P(Q,).

Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsma$ IP,, definieren wir mittels der Zahldich-
te. Da jede Jahreszeit die gleiche Wahrscheinlichkeit hat, muss die Anzahl der
moglichen Befragungsreihenfolgen, die zu dem Umfrageergebnis fiihren, be-
rechnet werden. Dies ist gegeben durch den Multinomialkoeffizienten.

Damit ergibt sich fiir a € Q,:

n 1\ (12 (1) (1) n 1y
]Pn({a}) = (al,az,a3,ﬂ4)(z) (Z) (Z) (Z) - (al,a27a3’a4)(z) ‘

Das Ereignis ist durch {(1, 1, 1, 1)} bzw. {(2,2,2,2)} gegeben. Einsetzen in das
Wabhrscheinlichkeitsmaf liefert

4
1P4<{<1,1,1,1)}>=( 4 )(1) _3 oaa

1,1,1,1)\4) 32
8
8 1 315
IPS({(Z, 2, 2’ 2)}) - (2’ 2’ 2’ 2)(2) = @ ~ 3,8 %.
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(c) Ist n nicht durch vier teilbar, ist die Wahrscheinlichkeit 0. Sonst gilt analog zu
oben
nnmnan n 1
IPn FEEEEN =( n)_n'
(G225 =(, )3

Bemerkung: In Aufgabe 1.13 wurden Multinomialkoeffizienten eingefiihrt.

Aufgabe 1.29: Tombolastrategie ocoe
Bei einer fairen Tombola gibt es 20 Lose, davon 4 Gewinnlose.

(a) Es werden drei Lose ohne Zuriicklegen gezogen und anschlieend gedffnet. Mo-
dellieren Sie dieses Zufallsexperiment durch einen Wahrscheinlichkeitsraum.

(b) Wie dndern sich Ihre Uberlegungen aus (a), wenn stattdessen die Lose nach-
einander gezogen, gedffnet und anschlieBend wieder in die Tombola gemischt
werden?

(c) Welches der beiden Vorgehen wiirden Sie aus Spielersicht bevorzugen?

Lésung:

(a) Dadie Reihenfolge der Lose keine Rolle spielt, beschreiben wir ein Ergebnis des
Experimentes als die Anzahl der Gewinne, das heilit Q := {0, 1, 2, 3}.

Die Wahrscheinlichkeit, nur Nieten zu ziehen, ist gegeben durch

16 15 14
o B wia.

PAOD =319 13

Die Wahrscheinlichkeit, genau einen Gewinn zu ziehen, ergibt sich als

PAID =355 19 1g 421 %
Und entsprechend
16 4 3 4 3
P{2hH=3 —  — - — ~ 8,4 P = = — =04
{2n=3 20 19 18 84 %, (43) 20 19 18 0.4%

Bemerkung: Die Uberlegungen fiihren spiter zur hypergeometrischen Vertei-
lung, siehe Sektion 2.2.3. Es gilt hier allgemeiner

)
)

Pk} =
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(b) Es dndern sich lediglich die Wahrscheinlichkeiten: Durch das zuriicklegen ist bei
jedem Zug die Wahrscheinlichkeit eines Gewinns dieselbe. Dies fiihrt zu

3 16\’ N 16\ 4
IP({O}):(%) ~512% 1P({1})=3~(%) 3g =384 %
3 16 (4 N 4\}
P({2})=3-%-(%) ~9,6% IP({3})=(%) =0,8%.

Bemerkung: Die Uberlegungen fiihren spiter zur Binomialverteilung, siche
Sektion 2.2.2. Es gilt hier allgemeiner

N 3\ (167 [ 4\
“{"}):(k)'(%) -(2—0)-

(c) Die Gewinnwahrscheinlichkeiten sind p := 1 - P({0}) und p := 1 — P({0}). Fiir
(a) ergibt sich p > 50 % fiir Ziehen ohne Zuriicklegen und fiir (b) ist fiir Ziehen
mit Zuriicklegen p < 50 %. Daher ist das Ziehen der Lose ohne Zuriicklegen
glinstiger fiir den Spieler.

Aufgabe 1.30: Wahrscheinlichkeit zweier Karten aus einem Skatblatt ocee

Aus einem Skatblatt werden zwei Karten nacheinander gezogen. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit, dass die erste Karte rot ist und die zweite Karte ein Bube, wenn
die Karten

(a) mit Zuriicklegen gezogen werden,

(b) ohne Zuriicklegen gezogen werden.

Lésung: Betrachten Sie zunichst die Menge der Karten (nach franzosischem Blatt)

K :={%, 6,9 0} x{A,K,D,B,10,9,8,7}.
N————

Farbe Wert

Fiir das Ziehen zweier Karten betrachten Sie den Ergebnisraum Q = %2 mit P der
Gleichverteilung auf Q. Statt (¥, B) schreibe ©B, analog fiir alle anderen Karten. Da
alle Farben und Werte mit gleicher Wahrscheinlichkeit vorkommen, wihlen Sie als
Reprisentanten © und B.

Ist die erste Karte eine Herzkarte und die zweite ein Bube beliebiger Farbe, so lisst sich
dieses Ereignis beschreiben durch die Menge

A= ({9} x{A,K,D,B,10,9,8,7}) X ({%, 8,9, ¢} X {B}) C Q.
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Diese Menge ist isomorph zu {9B} x K c Q und hat wegen der angenommenen Gleich-
verteilung dieselbe Wahrscheinlichkeit wie A. Daher gilt

#{OB} x K 1
PAO="0e =%

Entsprechend ist dann die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B, bei dem zunichst eine
rote Karte (¥ oder ¢) und dann ein Bube gezogen wird

P(B) = P({©B, B} x K) = 2P(A) = 1/16.

Dabei spielt es keine Rolle, ob mit oder ohne Zuriicklegen gezogen wird, da wir bei der
ersten Karte den Wert, bei der zweiten die Farbe ignorieren. Die Information iiber die
Ziehmethode geht hierdurch verloren, denn wir haben gezeigt, dass die Wahrschein-
lichkeit erst eine bestimmte Farbe und dann einen bestimmten Wert zu ziehen tiberein-
stimmt mit dem Ziehen einer einzigen spezifischen Karte.

Direktes Nachrechnen bestitigt dies:

11 1
(a) Die Wahrscheinlichkeit von A beim Ziehen mit Zuriicklegen betrigt 13-
- " s 2:8+@2-8-1) 1
(b) Beim Ziehen ohne Zuriicklegen betrigt sie — 31 " m
Aufgabe 1.31: Galileos Wiirfelproblem cee

Im 17. Jahrhundert wurde Galilei von Cosimo de’ Medici das Problem vorgelegt, zu
entscheiden, ob die Augensumme 11 oder 12 beim Werfen dreier Wiirfel hiufiger vor-
kdme. Er bestitigte diese Abweichung wenig spéter.

(a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Augensumme gleich 11 bzw.
gleich 12 ist.

(b) Zeigen Sie, dass fiir die Augensummen 10 und 9 das gleiche wie fiir 11 und 12
gilt, indem Sie eine geeignete Bijektion zwischen Wiirfen finden.

(c) Geben Sie die Verteilung der Augensumme in einer Tabelle.

Hinweis: Die auf dem Wiirfel gegeniiberliegenden Augen ergeben in der Summe stets
Sieben.

Lésung: Seien die Wiirfel unterscheidbar. Wir definieren Q = {1, ..., 6)° mit Gleich-
verteilung als Wahrscheinlichkeitsmal3. Das heif3t

111
Vo=(@,w,w)€Q Plo) =5 =5=>7r

SeiA; = {(wi, w2, w3) € Q: w1 +wr+w3 =k}, ke{3,4,...,18}.
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(@)

(b)

36

Die 27 giinstigen Kombinationen fiir Augensumme 11 sind:

(1,4,6),(1,5,5),(1,6,4),(2,3,6),(2,4,5),(2,5,4),(2,6,3),(3,2,6),
(3,3,5),(3,4,4),(3,5,3),(3,6,2),(4,1,6),(4,2,5),(4,3,4), (4,4, 3),
4,5,2),(4,6,1),(5,1,5),(5,2,4),(5,3,3),(5,4,2),(5,5,1),(6,1,4),
(6,2,3),(6,3,2),(6,4,1)

und die 25 giinstigen Kombinationen fiir Augensumme 12 sind:

(1,5,6),(1,6,5),(2,4,6),(2,5,5),(2,6,4),(3,3,6),(3,4,5),(3,5,4),
(3,6,3),(4,2,6),(4,3,5),(4,4,4),(4,5,3),(4,6,2),(5,1,6),(5,2,5),
(5,3,4),(5,4,3),(5,5,2),(5,6,1),(6,1,5),(6,2,4), (6,3, 3),(6,4,2),
(6,5,1).
Dabher ist
27 25

P(A) = 716

6 216 = P(Ap).

Bemerkung: Anstatt die giinstigen Kombinationen fiir die Summe aufzulisten,
was schnell aufwendig wird, bedient man sich sogenannter erzeugender Funk-
tionen. In Kapitel 2.2 werden damit Kenngroen von Zufallsvariablen bestimmt.
Mit Hilfe dieser Methode findet man hier fiir die Wahrscheinlichkeit einer be-
stimmten Augensumme k den allgemeinen Ausdruck

e = o[ -3 ) 3 (57

Die A; sind die Klassen einer Aquivalenzrelation, bei der Elemente aus dem
Ergebnisraum in derselben Klasse sind, wenn die Augensumme gleich ist. Die
Klassen sind disjunkt.

Sei die Funktion ¢ : Q — Q definiert durch
¥ (w1, w2, w3) = (T —wy, 7T — w2, 7 — w3).

Wegen
l//(W((wl , W7, U)3))) = (U.)] , W2, (’-)3)

ist Y eine Involution und damit eine selbstinverse Bijektion. Unter ¢ wird das
Ereignis A, auf das Ereignis A, abgebildet. Wegen der Bijektivitit sind damit
Ay und Aj;—4 gleich michtig. Daraus folgt insbesondere

#Ag _ #H)(A9)

P =49 = 40

=P(Ap)

und analog P(A9) = P(A})).
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(c) Wegen der in (c) gezeigten Symmetrie geniigt es, die Wahrscheinlichkeiten der
Augensummen 3 bis 10 zu bestimmen, zum Beispiel mit Hilfe der Formel aus
der Bemerkung in (a). Die Werte sind in folgender Tabelle aufgelistet:

Summe & 3 4 5 6 7 8 9 10
216 -P(Ay) 1 3 6 10 15 21 25 27
Summe k 18 17 16 15 14 13 12 11

Bemerkung: Die Augensumme 11 wird in 12,5 % der Wiirfe und die Augensumme 12
nur mit 11,6 % gewiirfelt. Dieser kleine Unterschied muss Galileo aufgefallen sein, wie
er in seinem Traktat Sopra le Scoperte Dei Dadi, siehe zum Beispiel [Hal90], Kapitel
4.4, S. 41 ff, tiber das sogenannte Zara-Spiel behauptet, das mit drei Wiirfeln gespielt
wird und bei dem die Spieler auf die Hohe der Augensumme wetten.

Eine Aufgabe, in der es um ein analoges Problem mit zwei Wiirfeln ging, wurde Leibniz
vorgelegt. Seine Antwort, eine Elf oder Zwolf wiirde mit der gleichen Wahrscheinlich-
keit geworfen, stammt aus seiner Verdffentlichung Opera Omnia, siehe [Tod65], S. 48,
Absatz 77. Dort behauptet Leibniz wortwortlich, dass eine [11] und fiir den anderen
eine [12] nur auf eine einzige Weise getan werden kann (eigene Ubersetzung der Auto-
ren). Die Wahrscheinlichkeit, eine EIf zu werfen, ist aber ungefihr 8 % und eine Zwolf
zu werfen ungefihr 11 %.

Aufgabe 1.32: Sechs oder Doppelsechs — was ist wahrscheinlicher? o©OOCe

In einem Brief an Fermat gab Pascal die ihm von Chevalier de Méré gestellten Fragen
wieder:

(a) Wie oft muss man einen fairen Wiirfel mindestens werfen, damit mit einer Wahr-
scheinlichkeit groBer als 1/2 wenigstens einmal eine Sechs auftritt?

(b) Wie oft muss man zwei unterscheidbare Wiirfel mindestens werfen, damit mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit groBer als 1/2 wenigstens einmal eine Doppelsechs auf-
tritt?

Lésung: Zur Beantwortung der Frage 16sen wir das Problem zuerst fiir eine beliebige,
aber feste Anzahl n > 1 Runden, um dann mittels einer numerischen Auswertung die
Antwort zu erhalten.

(a) EsseiQ:={1,2,...,6}" und P die Gleichverteilung auf Q. Dann sei A C Q das
Ereignis, dass wenigstens einmal eine Sechs geworfen wurde. Es folgt
#AC 5"
=]1-—== .
50 TRREAL)

Aus der Tabelle 1.1 erkennt man, dass wenigstens vier Wiirfe notwendig sind,
um mit Wahrscheinlichkeit grofer % wenigstens eine Sechs zu werfen.

PA) =1 -PA) =1-
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(b) Analog definiert man Q := {1,2,.. .,6}?" und nimmt die Gleichverteilung auf
Q an. Sei B das Ereignis, mindestens einmal in n Runden eine Doppelsechs zu
werfen. Es folgt

n

. 35
PB)=1-PB)=1-
(B) (B)=1-32

Aus der Tabelle 1.1 erkennt man, dass wenigstens 25 Wiirfe notwendig sind, um
mit Wahrscheinlichkeit gro3er % wenigstens eine Doppelsechs zu werfen.

=:g(n)

f(n) g n fn gm) n f(n g(n)

0,1667 0,0278 10 0,8385 02455 19 09687 04145
0,3056 0,0548 11 0,8654 02665 20 09739 04307
04213 0,0810 12 0,8878 0,2868 21 0,9783 0,4466
0,5177 0,1066 13 09065 03067 22 09819 0,4619
0,5981 0,1314 14 09221 03259 23 09849 0,4769
0,6651 0,1555 15 09351 03446 24 09874 04914
0,7209 0,1789 16 09459 03628 25 10,9895  0,5055
0,7674 0,2018 17 09549 03805 26 09913 0,5193
0,8062 0,2239 18 09624 03977 27 0,9927 0,5326

O 01NN W =S

Tabelle 1.1: Numerische Werte fiir die beiden Funktionen f(n) und g(n).

Bemerkung: Die eigentliche Frage des Chevalier de Méré war nicht nur danach, mit
wie viel Wiirfen eine Sechs oder eine Doppelsechs mit Wahrscheinlichkeit mindestens
% geworfen werden konne. Es ging vielmehr um die Bestitigung einer Beobachtung,
die er in zahlreichen Wiirfelspielen gemacht haben muss. Eine Doppelsechs ist sechs-
mal weniger wahrscheinlich als eine einfache Sechs. Nun sollte also g(6 - n) = f(n)
gelten, aber es stimmt nicht ganz, da

1 1\°
1-2~0833#(1-—]| ~0844.
6 i( 36)

Diese unerwartete Abweichung wird als De-Méré-Paradoxon bezeichnet.

Aufgabe 1.33: Wartezeit auf den ersten Erfolg im Miinzwurf cee

Eine faire Miinze wird so lange geworfen, bis zum ersten Mal Kopf geworfen wird. Die
Wiirfe sind unabhingig.

(a) Geben Sie einen passenden Ergebnisraum € an.

(b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Miinze hochstens dreimal gewor-
fen wird.
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(c) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass beim n-ten Wurf, n € IN, das erste
mal Kopf vorkommt.

(d) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Miinze hochstens n-mal gewor-
fen wird.

(e) Wie dndern sich Ihre Uberlegungen, wenn die Miinze nicht fair ist, sondern mit
Wabhrscheinlichkeit p Kopf zeigt, p € (0, 1)?

Lésung:

(a) Wibhlen Sie als mogliche Ereignisse die Zahl der Wiirfe bis das Spiel endet, ein-
schlieBlich dem letzten Wurf Kopf, Q = IN U {+c0}. Wihlen Sie als o-Algebra
ihre Potenzmenge.

(b) Wir zerlegen in die Elementarereignisse. Das Spiel endet nach genau zwei Wiir-
fen, wenn zuerst Zahl und dann Kopf kommt. Die Wahrscheinlichkeit ist jeweils
1/2. Mit dieser Uberlegung ergibt sich:

P(,,hdchstens drei Wiirfe®)
= P(,,genau ein Wurf*) + IP(,,genau zwei Wiirfe*) + IP(,,genau drei Wiirfe*)
1 1 1

=E+§+§:87,5%.

(c) Analog zur Uberlegung aus (b) erhilt man

| =
[\)
3

1
IP(,.genau n Wiirfe*) = =
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(d) Mit den Uberlegungen wie oben und der geometrischen Reihe ergibt sich

P(,,hochstens n Wiirfe®™) = Z P(,,genau i Wiirfe*)
i=1

_z”:l_l l—z‘—n_l_l
_i:l 2 T 9 1— - on’

(e) Im Wesentlichen dndern sich nur die Wahrscheinlichkeiten, das Vorgehen bleibt
identisch. Sei p € (0, 1) die Wahrscheinlichkeit, Kopf zu werfenund g := 1 — p
die Wahrscheinlichkeit fiir Zahl. Wir erhalten dann

P(,,genau n Wiirfe*) = q"_1 p, [P(,hochstens n Wiirfe*) = Z q"_1 p=1-4".

i=1

Bemerkung: Diese Uberlegungen fiihren zur sogenannten geometrischen Ver-
teilung, siche Sektion 2.2.4.

1.5 Unabhangigkeit

Aufgabe 1.34: Vierfeldertafel eJoX

Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, IP) seien zwei Ereignisse A, B c Q defi-
niert. Es sei noch die folgende Vierfeldertafel gegeben:

P(.n.)| B B*
A 1/2 g-1/2
A€ p—1/2 3/2—-q-p

(a) Welche Bedingungen miissen p, g erfiillen?
(b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse A, B, A und B¢.

(c) Fiir welche Werte von p, ¢ sind A und B unabhingig?
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Lésung: Durch Aufsummieren der Zeilen und Spalten ergibt sich:

P(.n.) B B¢
A 1/2 q-1/2 q
A€ p—-1/2 3/2-g-p | 1—-¢q
p I-p 1

(a) Die Eintrdage in der Vierfeldertafel miissen zwischen Null und Eins liegen. Aus
PANB)=q-1/2, PA°NB)=p-1/2

folgt zunichst p,q > 1/2. Die Wahrscheinlichkeit P(A° N B°) = 3/2 — (p + q)
ergibt die Zusatzbedingung 1 < p + ¢ < 3/2.

(b) Man liest die Werte direkt aus der Tabelle ab:

PA)=q, P(B)=p, PA)=1-p, PB)=1-g¢.

(c) Nach Tabelle sind A und B unabhingig, genau dann wenn p g = % gilt.

Aufgabe 1.35: Stochastische Unabhéangigkeit dreier Ereignisse ooe

Es werden zwei unterscheidbare faire Wiirfel geworfen und die jeweiligen Augenzahlen
beobachtet. Betrachten Sie die drei folgenden Ereignisse:

A =, Der erste Wiirfel zeigt eine Zahl kleiner als 4%,
B =, Der erste Wiirfel zeigt eine Zahl groBer als 2 und kleiner als 6,
C = ,,Die Summe der Wiirfel ist gleich 9.

(a) Definieren Sie einen passenden Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P).
(b) Zeigen Sie P(AN BN C) =P(A)P(B)P(C).
(c) Sind die drei Ereignisse A, B und C stochastisch unabhingig?

Lésung:

(a) Essei Q:={1,2,...,6}?, daher ist #Q = 36. Sei weiter A die Potenzmenge und
P die Gleichverteilung auf Q.

41



1 Grundbegriffe

(b) Man berechnet die Kardinalitét der einzelnen Ereignisse. Es ergibt sich

#(1,k),(2,k), 3, k) : ke {l1,2,...,6 1
P(A) = {(1,k), (2, k), ( 3)6 € { }}zz’
#(3,k), (4, k), 5,k : ke {l,2,...,6 1
P(B) = {(3,Kk), (4, k), ( 3)6 € { }}:E’
_#G5,6).(4,5),65,4,6,3)} 1
P©) = 36 K
_#HG.er 1
PANBNC) = % -3¢

Esist2-2-9 = 36, daher gilt P(A N BN C) = P(A) P(B) P(C).

(c) Die Ereignisse sind nicht stochastisch unabhingig, da sie nicht paarweise unab-
hingig sind. Es gilt zum Beispiel

_#HGB k) ke{l,2,...,6}} 1 1
P(ANB) = 36 =5 # yl =1P(A) P(B).
Aufgabe 1.36: Unabhéangige Miinzwiirfe cee

Eine faire Miinze wird n mal geworfen. Es wird beobachtet, ob Kopf oder Zahl gewor-
fen wird. Definieren Sie fiir k € {1,2,...} das Ereignis Ay =,, Kopf im k-ten Wurf
und das Ereignis B = ,, Die Anzahl von Kopf ist gerade .

(a) Definieren Sie einen passenden Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P).
(b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten von A; und B.

(c) Beweisen oder widerlegen Sie jeweils, ob die Ereignisse {Aj,...,A,, B} bzw.
{Ai,...,A,} stochastisch unabhingig sind.

Lésung:

(a) Essei Q = {0, 1}", wobei 1 fiir Kopf und O fiir Zahl stehe. Dabei ist #Q = 2". Fiir
P wihle man die Gleichverteilung.

(b) Fiir jedes k € IN gilt
Ay = {(wi, ... k-1, 1, Wt 15 - - - 0p), w; € {0, 1}).
Man hilt die k-te Komponente fest und kann fiir die anderen n — 1 Werte beliebig
0 oder 1 einsetzen. Daher
-1

2
P(A) = 5 = 5.
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Weiter gilt

B = {(wl,...,a)n) e w; gerade}.

n
i=1

Allgemein gibt es fiir i Einsen und j Nullen mit i+ j = n genau (’l’) Mbglichkeiten.

Daher ist
12) 4
n\ 1 2" 1
PB = Z(zi)ﬁ T

EsseiJ c {1,2,...,n}, dann ist
1
P([)A)) =557 = | [P
jeJ jeJ
Das Ergebnis héngt nicht von der gewihlten Teilmenge ab, daher ist die Familie
(Ag)1<k<n stochastisch unabhingig.
Seinun A := ;_, Ax = {(1,1,..., 1)}. Nimmt man das Ereignis B hinzu, so gilt,

falls n gerade ist:

1 1 :
P(ANB) =P(A) = o # 705 = [ | P(A) - B(B).
k=1

Fiir n ungerade ist IP(A N B) = 0, wihrend alle involvierten Mengen Wahrschein-
lichkeit groer Null haben.

Die Familie {A, ..., A,, B} ist also fiir kein n stochastisch unabhingig.

Aufgabe 1.37: Inklusion und Abhangigkeit ooce

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, IP) und Ereignisse A, B. Zeigen Sie:

(a)

Aus A C Bund A, B unabhingig, folgt IP(A) = 0 oder IP(B) = 1.

(b) A ist von sich selbst unabhingig, genau dann wenn P(A) € {0, 1}.

(©

Seien A und B nun disjunkt mit IP(A), P(B) # 0. Kénnen A und B unabhingig
sein?

Lésung:

()

Aus A C B folgt P(A) = P(A N B) = P(A) P(B) = P(A)(1 - P(B)) = 0.
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(b) ,,="“: Wenn A von sich selbst unabhingig ist, dann ist
P(A) = P(A N A) = P(A)>.
Die Gleichung ist nur fiir P(A) € {0, 1} erfiillbar.
»&“ Sei P(A) = 0, dann ist IP(A) IP(A) = P(A N A) = 0 trivial erfillt.
Ist P(A) = 1, s0 gilt P(A N A) = P(A) - 1 = P(A)>.

(c) Es gilt P(A N B) = 0. Daher sind disjunkte Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit
ungleich Null niemals unabhéngig.

Aufgabe 1.38: Die Unabhéangigkeitseigenschaft ist nicht transitiv ocoe

SeiQ ={1,2,3,4}und A = {1,2}, B ={1,4} und C = {3, 4}. Das Wahrscheinlichkeits-
malf IP sei die Gleichverteilung auf Q.

Zeigen Sie: Die Ereignisse A und B sind unabhingig und die Ereignisse B und C auch,
aber die Ereignisse A und C sind abhiéngig.

Lésung:
P(ANB) = L1 =PA)PB), PBNC)= 11 = P(B)PP(C)
T4 2 2 42 2 ’
1 1
PANC)=0% #3505 = =P(A)P(C).
Aufgabe 1.39: Paare unabhéangiger Ereignisse cee

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, IP), wobei #Q = n, A die Potenzmen-
ge und P die Gleichverteilung auf Q sind.

(a) Betrachten Sie zunichst den Fall n = 6. Wie viele Paare (A, B) unabhingiger
Ereignisse mit der Eigenschaft 0 < P(A) < IP(B) < 1 gibt es?

(b) Beantworten Sie dieselbe Frage fiirn = 7.
(c) Verallgemeinern Sie die vorigen Ergebnisse fiir beliebiges n.

Lésung: Es seien
a:=#A, b:=#B, c:=#ANB.

Esgiltdann 1 < ¢ < a < b < n-—1. Aund B sind unabhingig genau dann, wenn

ab=nc.

Sei My, . die Anzahl moglicher Ereignispaare fiir festgelegte Parameter.
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(a) Fiir ¢ = 1 hat die Gleichung a-b = 6 unter der Bedingung a < b nur die positiven
Losungena =2 und b = 3.

6\(2\(6 -2
M3, = (2)(1)(3_ ]) =15-2-6 = 180.

Fiir ¢ = 2 hat die Gleichung a - b = 12 unter der Bedingung a < b nur die

positiven Losungen @ = 3 und b = 4. Der Fall a = 2, b = 6 entfillt wegen b < 5.

6\(3\(6 -3
M§’4)2=(3)(2)(4_2)=20-3-3= 180.

Es gibt fiir ¢ > 3 keine weiteren Losungen, daher ist

Daher gilt

Daher gilt

M35, + M5, , =360
die Gesamtzahl an Moglichkeiten, aus einer sechselementigen Ergebnismenge
unabhingige Ereignisse A, B zu konstruieren.
(b) Fiir n = 7 hat die Gleichung a b = 7 c keine positiven, ganzzahligen Losungen.

(¢) Fiir jede Losung von a b = nc unter den gegebenen Bedingungen ist M, . fest-
gelegt. Ist n eine Primzahl, so ist es unmoglich, die Forderungen zu erfiillen.

Fiir alle anderen Fille gilt allgemein: Man kann fiir A genau (Z) Elemente wihlen.
Aus diesen a Elementen wihlt man ¢ Elemente fiir A N B. Das Ereignis B muss
dann auch die vorher schon gewihlten ¢ Elemente aus dem Schnitt enthalten.
Daher kann man nur noch b — ¢ aus den restlichen n — a Elementen wéhlen.

Demnach gilt
Y A TCAT (O
abe “\al\e\b-c)

Aufgabe 1.40: Unabhangigkeitsgrad cee

Seien A, B zwei beliebige Ereignisse eines Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, A, P). Die
GroBe U(A,B) := |IP(A N B) — IP(A) P(B)| schitzt ab, wie weit A und B unter dem
WabhrscheinlichkeitsmaB3 IP von der Unabhingigkeit entfernt sind. Beweisen Sie, dass
U(A, B) gleichmiBig nach oben beschrinkt ist:

U(A, B) := [P(AN B) - P(A) P(B)| < %, A,Be A
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Lésung: DaAN B c Aund AN B C B folgt P(AN B)> < P(A)P(B).

Zieht man von beiden Seiten P(A N B) ab, erhilt man nach Multiplikation mit —1:
~-P(A N B)? + P(AN B) > P(AN B) - P(A) P(B).

Fir p € [0,1] ist —=p?> + p = 1/4 — (p — 1/2)? eine nach unten offene Parabel mit
Scheitelpunkt in (1/2, 1/4). Daher ist

P(ANB)-PA)PB) < -P(ANB?*+PANB) <

FN-

Da die Formel nicht von den gewihlten Ereignissen abhingt, gilt die vorige Formel
auch fiir A°. Dann ist wegen

1
72 P(A° N B) — P(A)P(B) = —(IP(A N B) — P(A)P(B) )
Daraus folgt
0<UMA,B) < l
4
Aufgabe 1.41: Zweites Lemma von Borel-Cantelli (X X )

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A )| eine Sequenz von unabhéngi-
gen Ereignissen aus A.

Zeigen Sie:

;P(Ak)—+oo = ]P(hills;lpAk) 1.

Hinweis: Benutzen Sie die Ungleichung 1 — x < exp(—x), x € [0, 1], um die Wahr-
scheinlichkeit eines endlichen Schnittes der Familie (Ay)r>1 abzuschdtzen.

Losung: Da die (Ax); unabhingig sind, sind auch die Komplemente (A{); unabhingig.
Es gilt fiir m > n nach der gegebenen Ungleichung

m

0 < P( ﬂA‘ ﬁ (1-PAp) < exp( ZIP(Ak)

k=n

Nach Voraussetzung divergiert die Summe der Wahrscheinlichkeiten von A;. Daran
dndert sich nichts, wenn endlich viele Summanden weggelassen werden. Daher kon-

vergiert exp( -, IP(Ak)) gegen Null fiir m — oco. Weiter folgt fiir n € I,

m

0< lim [ [(1-P@0) < exp( Z]P(Ak) -

k=n
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Unabhéngigkeit

SchlieBlich betrachtet man das Komplement des Limes superior der Folge und benutzt
die Stetigkeit des WahrscheinlichkeitsmaBes IP:

1 - P{imsupAy) = 1 — P(ﬁ DAk) =1- lim IP(GAk)
k—co n=1 k=n e k=n

tin B[ 45) = 1im 1 P(()45)
k=n k=n

= lim lim | [(1-P@p)=0.
Nn—+00 Mm—00 k:n

Bemerkung: Die Lemmata von Borel-Cantelli sind nur scheinbar komplementir zu-
einander. Im ersten Lemma gentigt die Summierbarkeit, um auf die Vernachléssigbar-
keit von lim sup,_, ., Ax zu schliefen, siche Aufgabe 1.23. Im zweiten Teil, der in dieser
Aufgabe gezeigt wird, impliziert die Nicht-Summierbarkeit erst mit der zusdtzlichen
Annahme der Unabhdngigkeit der Ereignisse (Ay); die stdrkere Aussage der Vernach-
lassigbarkeit des Komplementes von lim sup,_, ., Ax.

Aufgabe 1.42: Wie oft tauchen vorgegebene Sequenzen auf? (X X )

Ein Computer erzeugt fortlaufend zufillige Sequenzen s von Nullen und Einsen einer
bestimmten Linge k > 1 und gibt diese aus. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass
eine bestimmte Sequenz sq € {0, 1}¥ unter den ausgegebenen Sequenzen unendlich oft
auftaucht?

(a) Nehmen Sie an, die zufilligen Sequenzen s wiren unabhingig voneinander. Jede
Null oder Eins erscheine dabei mit gleicher Wahrscheinlichkeit in der Sequenz.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass s mit der Sequenz s, iibereinstimmt?

(b) Seinun A, das Ereignis, bei dem die n-te ausgegebene Sequenz s mit s iiberein-
stimmt. Zeigen Sie P(limsup,,_,, A,) = 1.

(c) Interpretieren Sie das Ergebnis.

Lésung:

(a) Da jede Null und jede Eins mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/2 vorkommt, ist
die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillige ausgegebene Sequenz mit s iiberein-
stimmt, gleich (1/ 2).

(b) DaP(A,) = 27* fiir alle n, folgt

Z P(A,) = +oo.

nx1
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1 Grundbegriffe

Die Ereignisse (A,), sind auerdem unabhingig, daher sind die Voraussetzungen
des zweiten Lemmas von Borel-Cantelli erfiillt (siche Aufgabe 1.41) und es folgt

PdimsupA,) = 1.

n—oo

(c) Die Sequenz sy kommt mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich oft vor, wenn man
eine unendlich lange Liste von Ausgaben betrachtet. Und das stimmt fiir jede
Sequenz sg.

Bemerkung: In der bekannten Variante der Aufgabe, auch Theorem der endlos tip-
penden Affen genannt, tippt ein Affe unendlich lange zufillige Worter der Linge k
auf einer Schreibmaschine herum. Mit Wahrscheinlichkeit eins werden irgendwann die
Werke William Shakespeares — sogar unendlich oft — entstehen.

Aufgabe 1.43: Eulersche Phi-Funktion (X X}

Die Eulersche Phi-Funktion
on)=#ke{l,...,n} : ggTk,n) =1}, nelN\{l},

gibt die Anzahl zu rn teilerfremder positiver natiirlicher Zahlen, die nicht grofler als n
sind, an. Mit Hilfe eines passenden Wahrscheinlichkeitsraums soll eine Zerlegung fiir
die Funktion bewiesen werden.

Die Primfaktorzerlegung von n sei wie folgt notiert: n = p{* ... p}", mit @; > 1 und
r > 1 die Anzahl verschiedener Primfaktoren. Es sei weiter der Ergebnisraum Q,, :=
{1,2,...,n} gegeben mit dem Wahrscheinlichkeitsmal} IP als Gleichverteilung auf Q.

Fiir beliebiges p € Q, seinoch A, := {m € Q, : pteiltm}, die Menge der Zahlen in
Q,, die von p ohne Rest geteilt werden.

(a) Sei zunichst n = 6. Bestimmen Sie A, fiir jeden Primfaktor p von 6. Zeigen Sie,
dass die Familie der Ereignisse (A),)1<<r stochastisch unabhiingig ist. Zeigen Sie
in diesem Fall die Gleichung:

pn)=n 1_[(1 - %)

i=1

(b) Verallgemeinern Sie Ihre Uberlegungen fiir den Fall # > 2 beliebig.
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Loésung:

(a)

(b)

Die Primfaktorzerlegung von Sechs ist 6 = 2 - 3, daher setze p; = 2, p, = 3 und
r=2.Dannist A, = {2,4,6}, A3 = {3,6} und A, N A3 = {6} und daher

1 1 1
P(Ay) = 3 PA3) = 3 P(AxNAz) = i P(A)) P(Ay).

Per Definition gilt ¢(6) = #{1,5} = 2. Weiter ist

1 1
6 | | 1—— = (1—5)-(1—§)=2.
Somit gilt die Gleichheit.

Es gilt zunichst
Ap=tkp :keN kp<n)={kp: 1<k<’).
p

Daraus folgt

#hkp 1 1<k<?® .
]P(A,,): { p}zﬁz_.
#Q, n p
Es wird nun eine beliebige Teilmenge verschiedener Primfaktoren p;,,..., p;,

von n mit 2 < s < r gewidhlt. Sei m := p;, p;, . .. pi, das Produkt dieser Primfak-
toren. Angenommen fiir ein k € IN gilt m | k, dann gilt

pilkund pi,lk ... und p; |k © m|k.

Daher ist A, = Ay, N...NAp, und somit

S

>

1

1
P(Ap, 0. NAp) = — = P(A;),

k=1 Pic o
was die stochastische Unabhiingigkeit der Familie (Ap,) <<, zeigt.

Wegen dieser Eigenschaft sind auch die Komplemente unabhiingig. Es gilt dann

IP(QA;I,) = I:I]P(A‘ ]_[(1 ~-P@A,)) = ]_[(1 - 1%)

i=1 !

Andererseits gilt aufgrund der Gleichverteilung auch

()5
n

und somit folgt die Aussage.
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1.6 Bedingte Wahrscheinlichkeit
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Aufgabe 1.44: Pélya Urne - zweistufiges Ziehen und Dazulegen cee

Eine Urne enthilt zwei rote und drei schwarze Kugeln. Es wird zufillig eine Kugel ge-
zogen und diese, sowie eine weitere Kugel der gleichen Farbe, in die Urne zuriickgelegt.
Nun wird abermals eine Kugel gezogen, sie sei rot. Berechnen Sie die Wahrscheinlich-
keit, dass auch die erste Kugel rot war.

Lésung: Man definiere die folgenden Ereignisse:

E, =, die erste gezogene Kugel ist rot “,
E; =, die erste gezogene Kugel ist schwarz “,

Z, = ,, die zweite gezogene Kugel ist rot .
Da das Ziehen jeder Kugel die gleiche Wahrscheinlichkeit hat, ergibt sich
2 3 1 1
P(E,) = =, P(Ey) = -, PZE,) = =, PZ,|E) = —.
(Er) =3 (Es) = 3 (ZIEy) = 5 (Z/|Es) 3

Mittels der Bayes-Formel und dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich
schlieBlich

P(Z|E)P(E,) P(Z,|E,)P(E,) 33 1
P(Z,) PEZIE)P(E) +P(Z|E)P(E,)

IP(Erlzr) =

Die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Kugel auch eine rote Kugel war, ist 0,5.
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Aufgabe 1.45: Schliisselbund cee

Um eine verschlossene Tiir zu 6ffnen, probiert Elsa Schliissel aus, die sie in einer Kiste
gefunden hat. Sie weil}, dass einer (und nur einer) der Schliissel passt. Mit welcher
Wabhrscheinlichkeit 6ffnet Elsa die Tiir mit dem k-ten Schliissel?

Hinweis: Nehmen Sie an, Elsa legt nicht passende Schliissel beiseite und wihlt jeden
Schliissel zufdllig mit gleicher Wahrscheinlichkeit.

)
@ &L>/ /

Loésung: Fiirk € {1,...,n} sei
Ay = ,, der k-te Schliissel passt “.

Der erste zufillig gewihlte Schliissel passt mit Wahrscheinlichkeit
1
IP(A]) = -
n

Wenn der erste Schliissel nicht passt, gibt es noch n — 1 weitere Schliissel zu probieren.
Damit ergibt sich

1 -2
P42 149 = —. P(AS | AS) = Zj
Analog folgt
Koo 1 A 1
P(A | ﬂA;):n_k, P(AL,, | ﬂA;):l—n_k.
i=1 i=1
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Die Multiplikationsformel ergibt durch mehrmaliges Anwenden des Teleskopprodukts

k-1

P(4) = P4y DA,?)IP( ﬁA?)
= P(Ak| I:O:Af) IP(A;—I | ﬁAf) P(ﬁAf)

k=1 i=k1_1 - k=j
=Pl () [ (A0 | () 45) P
i=1 J= i=1

o ﬁn—k+j—ln—l_1
_n—k+1j:2 n—k+j n n

Damit hingt die Wahrscheinlichkeit, das Schloss mit dem k-ten Schliissel zu 6ffnen,
gar nicht von k ab und ist stets 1/n.

Aufgabe 1.46: Radar-Signale coe

Eine Radarstation empfingt Signale. Man weif3, dass 90 % der eintreffenden Signa-
le sinnvolle Signale und 10 % reines Rauschen sind. Wird ein sinnvolles Signal emp-
fangen, so zeigt der Radar mit Wahrscheinlichkeit 80 % die Ankunft eines sinnvollen
Signals richtig an. Beim Empfang eines reinen Rauschsignals wird mit Wahrschein-
lichkeit 10 % filschlicherweise die Ankunft eines sinnvollen Signals angezeigt.

(a) Modellieren Sie dieses Zufallsexperiment.

(b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein als sinnvoll angezeigtes Signal
dies tatsédchlich ist.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Loésung:
(a) Es entspreche
S =,, Das Signal ist sinnvoll “, E =,, Es wird eine Stérung angezeigt .

Dann sind folgende Wahrscheinlichkeiten bekannt

9 2 9
P$)=— PE = — PE|S) = —.
)= 1o’ (E1S) = 15 (E1S) =15
(b) Mittels des Satz von Bayes und der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt
sich somit

P(EC|S)P(S) =5 72

P(S |E) = =
(S1E) 7

" PEIS)P(S) + P(E[S)PSC) 32+

11
10 10
Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein als sinnvoll eingestuftes Signal tat-
sdchlich sinnvoll ist, ungefihr 98,6 %.

Aufgabe 1.47: Defekte Geréate ocoe

In einer Produktionslinie werden technische Gerite produziert, wobei der Anteil der
fehlerhaften Gerite 5 % betrédgt. Die produzierten Gerite werden einer Giitekontrolle
mit folgenden Merkmalen unterzogen: Ein fehlerhaftes Gerédt wird mit Wahrschein-
lichkeit 99 % ausgesondert, ein nicht defektes Gerit wird mit Wahrscheinlichkeit 10 %
ausgesondert. Berechnen Sie

(a) den Anteil der Gerite, die ausgesondert werden,
(b) den Anteil der nicht defekten Geriite, die ausgesondert werden,

(c) den Anteil der defekten Gerite, die nicht ausgesondert werden.

Lésung: Man definiere
A =, Gerit wird ausgesondert “, F =, Geriit ist fehlerhaft .

Dann sind folgende Wahrscheinlichkeiten bekannt

99 ) 10 5
PA|F)= —, PAI|F) = —, PF)=—.
@Ae 100 (A1F7) 100 (F) 100
Damit lassen sich die gesuchten Wahrscheinlichkeiten direkt berechnen.
(a) Man benutzt die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

PA)=PA|F)P(F)+ PAA|F)P(F) = 14,45 %.
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(b) Man benutzt den Satz von Bayes

P(F°|A) = % ~ 65,84 %.

(c) Nach dem Satz von Bayes gilt:

PAC|F)P(F) (1 -P(A|F)P(F
P(F|A%) = (1_|]P)(A)( ) ! 1(_]|P(/)1)) ") . 0.058%.

Aufgabe 1.48: Volleyballturnier cee

Fiinf Volleyballmannschaften organisieren ein Turnier. Jede Mannschaft spielt einmal
gegen jede andere Mannschaft. Ein Team aus Potsdam ist dabei.

(a) Berechnen Sie die Anzahl der Spiele die insgesamt auf dem Turnier ausgetragen
werden. An wie vielen Spielen nimmt die Mannschaft aus Potsdam teil?

(b) Die Mannschaft aus Potsdam besteht aus fiinf médnnlichen und drei weiblichen
Spielern. In jeder Partie spielen aber nur sechs Spieler, die vor der Partie ausge-
lost werden.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Auslosung der Startaufstel-
lung genau zwei weibliche und 4 minnliche Spieler ausgewihlt werden. Dabei
hat jedes Los die gleiche Wahrscheinlichkeit, gezogen zu werden.

(c) Die Potsdamer Mannschaft hat bereits ein Spiel gewonnen. Der Trainer kalkuliert
fiir die restlichen drei Spiele: Wir gewinnen das nichste Spiel zu 60 %. Mit jedem
gewonnenen Spiel steigt unsere Gewinnchance beim nichsten Spiel um 10 %,
mit jedem verlorenen werden die Spieler unsicherer und die Gewinnchancen des
nichsten Spieles sinkt um jeweils 10 %. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass die Mannschaft mindestens drei Spiele insgesamt gewinnt.

Lésung:

(a) Die Anzahl der Spiele ist (;) = % = 10. Die Mannschaft aus Potsdam nimmt
dabei an genau vier Spielen teil.

(b) Insgesamt gibt es zur Aufstellung der Mannschaft (2) Mboglichkeiten. Die Anzahl

der Moglichkeiten genau zwei Frauen und vier Ménner auszuwéhlen ist (;)(i)
Somit ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit als

()G
(5

~ 54,6 %.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

(c) Man definiere fiir i € {1,2, 3,4} das Ereignis §; = ,,Sieg im i-ten Spiel*.

Nach Voraussetzung ist IP(S1) = 1 und P(S,|S;) = 0,6. Die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit ist

p = IP(SzﬂS3ﬂS4)+IP(S§ﬁS3nS4)+IP(SzﬂS§ﬂS4)+IP(SzﬂS3ﬂSS).

Die Wahrscheinlichkeiten konnen nun mittels der Definition der bedingten Wahr-
scheinlichkeit berechnet werden

6 78 42
P($2Nn835N54) =PS2ISHPES31S)PS41S30852) = 1576 10 = T3
P($5085NS4) = P(SSIS)P(S31SHP(S4]S3 N85 = %15_01% B 11755
IP(SmsgmS4):IP(SzISl)IP(S_%lSz)]P(S“S?052):1_6013_01%:%’
]P(szms3msg)=1P(Sz|Sl)1P(S3ISz)1P(SZ|S3052):1_6017_0%:%'

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens drei Spiele zu gewinnen,

2 15 27 21 8l
e bz 2l 8l isa
P=135*125 " 250 T 250 ~ 125 - 048 %

Aufgabe 1.49: Bedingtes WahrscheinlichkeitsmaB bedingen coe

Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, IP) und drei Ereignisse A, B, C C Q,
sodass P(BNC) > 0.

Definieren Sie dazu das bedingte Wahrscheinlichkeitsmal3 P(.) := P(.| B). Beweisen
Sie, dass P(A|C) = P(A| BN C) gilt.

Lésung:
R P(ANC) PMANCIB) PANBNC) PB)
PA|C) = — = = =PA|BNC).
Ao P(C) P(C|B) P(B) P(CNn B) Al )
Aufgabe 1.50: Unvereinbarkeit impliziert Abhéangigkeit ooe

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, IP) und Ereignisse A, B mit P(A) > 0
und IP(B) > 0. Zeigen Sie, dass gilt

P(A U B) = P(A) + P(B) = P(A|B) £ P(A).
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Lésung: Nach Voraussetzung gilt
P(ANB)=PA)+P(B)-PAUB)=0.
Daraus folgt wegen IP(B) # 0

P(AN B)

=0 # P(A).
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KAPITEL 2

Diskrete Zufallsvariablen
und thre Verteilungen

PETER KELLER, ToBI1AS EHLEN

2.1 Zahldichte und Verteilungsfunktion

Aufgabe 2.1: Treppenfunktion cee

Gegeben sei die Funktion

00

1
F:R—R Fx)= ) e ()
k=1

(a) Berechnen Sie F(0), F(1), sowie die Werte von F auf dem Bereich (—c0,0) U
(1, +00).

(b) Beweisen Sie, dass F monoton steigend und rechtsseitig stetig ist.

(c) Bestimmen Sie dann das Wahrscheinlichkeitsmal3 IP, das F als zugehorige Ver-
teilungsfunktion hat.

(d) Berechnen Sie P([0, 31), P([0, 1]) und P({3}).



2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

&

1

Lésung:
(a) Dak > 1ist % € (0, 1], sodass
Vx<0, F(x)=0und Vx> 1, F(x) = 1.

(b) Esgiltfirx,y e Rmitx <y

]1[%,+oo)(-x) < ]1[%,”0)()’)
und damit folgt die Aussage.

1

=1 %); somit ist F rechtsseitig stetig.

(c) F ist konstant auf Intervallen der Form [
F ist monoton wachsend, rechtsseitig stetig und
lim F(x)=0 sowie lim F(x)=1.
X——00 X—00

Damit folgt, dass ein eindeutiges zugehoriges Wahrscheinlichkeitsmall P exi-
stiert. Sei n € IN, dann gilt

P{af) =) e G- a)

1 1 1
DRI ST
k=n+1

Es gilt auch

Damit ist das Gesamtgewicht von P auf den Punkten %, n € NN, verteilt. Das
heif3t,
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(d) Esgilt
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Aufgabe 2.2: Sprunghéhe cee

Ein Springer versucht, aufeinanderfolgende, nummerierte Hohen zu iiberspringen. Wenn
der Sportler zum ersten Mal eine bestimmte Hohe nicht iiberspringt, scheidet er aus. Die
Wahrscheinlichkeit p,, die n-te Hohe zu iiberspringen - nachdem man die (n— 1)-te H6-
he tibersprungen hat - sei gegeben gleich 1/n. Die Zufallsvariable X gebe die Nummer
des letzten erfolgreichen Sprunges an.

(a) Stellen Sie die Zufallsvariable X mit Hilfe der Ereignisse (R;);civ dar, wobei

R; = ,die i-te Hohe wird iibersprungen®.

(b) Folgern sie die Verteilung der Zufallsvariablen X.

(c) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.

Lésung:
(a) Esgiltfirn e IN

X=n)=RNE,,.
i=1

(b) Esgiltfirne IN
1
Pn = IP(Rn|Rn—l) = .
n
Damit folgt

P(X=n)=P [ﬂ R; nR;H]
i=1

ﬁRi) P (Rn ﬁRi] P

i= i=1

n=2
Ry Ri] o P(RARDP(R))

i=1

n+1

-r(x

= PR, IR)PRIR,- )P Ry-11Ry-2) - ... - P(Ro[R)P(R)

=(1—pn+1)]_[pf=(l— l)i=i— !
i=1

n+1/n! n!' m+1)!

Dadurch ist die Verteilung eindeutig bestimmt.
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(c) Es ist zunéchst

E(X) = Y nP(X =n) = (%— " )
n=1 '

(n+1)!

n=1
(o)

= 1 N 1
=Z(n—1)!_;(n+1)!:;5_1”_1’

n=1

und auBlerdem

o

sl 2
EQ) = Y w’P(X = n) = Z((nfl)' - (nz 1)‘) e+l
Z, ! !

n=1

Daher gilt:
Var(X) = EX?) -EX) =e+1—(e— 1)*> = e(3 —e).

Aufgabe 2.3: Zeitungsverkauf (X X}

Ein Zeitungsverkidufer hat an jedem Tag eine zuféllige Anzahl N von Kunden. Nehmen
Sie an, er kennt die Verteilung von N, zum Beispiel dank einer Statistik iiber die vorhe-
rigen Tage. Der Verkdufer mochte die Anzahl k der Zeitungen optimieren, die er dem
Verleger abnehmen soll.

o Er erhilt einen Gewinn a pro verkaufter Zeitung.
e Er verbucht einen Verlust b pro nicht verkaufter Zeitung.

e Ein Kunde ist unzufrieden, wenn es fiir ihn keine Zeitung mehr gibt. Dies sei
durch einen Verlust ¢ beschrieben.

(a) Modellieren Sie den Gewinn des Verkdufers mittels Zufallsvariablen G, wobei
k € IN die Anzahl der bestellten Zeitungen ist.

Hinweis: Unterscheiden Sie beide Fiille, N < k und N > k.

(b) Stellen Sie den Ausdruck IE(Gy+1) — IE(Gy) in Abhéngigkeit der Verteilungsfunk-
tion Fy von N dar.

(c) Bestimmen Sie, wie viele Zeitungen bestellt werden sollten, damit der erwartete
Gewinn des Verkdufers maximal wird.
Lésung:

(a) Man unterscheidet zwischen zu viel und zu wenig bestellten Zeitungen. Damit
ergibt sich

Gk = (ClN - b(k - N)) ]l{Nsk} + (ak - C(N - k)) ]1{N>k|~
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(b) Man bestimme zunachst Gy, — Gy:
Gi1 — G = =bljnay + (@ + ) insgy.

Damit ergibt sich: E(Gyy+1 — Gi) = (@ +¢) — (a + b + ¢)Fn(k).

(c) Die Zuordnung k — IE(Gy) ist maximal fiir die kleinste natiirliche Zahl k*, die
folgendes erfiillt:

a+c

. < N> —
E(Gk+1)—E(Gk)<:>FN(k)—a+b+c-

Aufgabe 2.4: Verteilung mit abfallendem Histogramm cee

Gegeben sei eine Zufallsvariable X mit Werten in IN und endlichem Erwartungswert.
Weiter erfiillt ihre Verteilung folgende Monotonieeigenschaft:
VkeN, PX=k>PX=k+1).
(a) Beweisen Sie:
2 E(X)
12

P(X =k) < , kelN.
(b) Beweisen Sie, dass kein ¢ > 0 existiert, so dass

Tk € N, szkoIP(sz)Z%.

Loésung:
(a) Es gilt
k 2
E(X) > Y nP(X = n) 2 P(X = k)z k(kgl) P(X:k)z%.]P(X:k)
n=1
=>PX=k) < ZEEX).

(b) Beweis durch Widerspruch. Angenommen, es gibe ein ¢ > 0 und ein ky. Dann
folgte

oo

E(X)zikIP(X=k)zZ £2= i%=
k=kq

k=ko k=ko

Bemerkung: Dank der Monotonie der Gewichte von Py ist ihre Abfallrate schneller
als 2 TE(X)/k*. Aber es gibt keine minimale asymptotische quadratische Abfallrate.
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Aufgabe 2.5: Extremwertverteilungen cee

Seien X1, ..., X, unabhéngige, identisch verteilte diskrete Zufallsvariablen.

(a) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von

M, := max{Xi, X>,...,X,}
und leiten Sie daraus einen Ausdruck fiir die Verteilung von M, her.
(b) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von
my, ;= min{X;, X5, ..., X,}
und leiten Sie daraus einen Ausdruck fiir die Verteilung von m,, her.

(c) Nehmen Sie an, dass X;, 1 <i < n, Bernoulli-verteilt mit Parameter p € (0, 1) ist.
Berechnen Sie den Erwartungswert von M), und m,,. Zeigen Sie, dass M,, und m,,
stochastisch abhéngig sind. Was passiert wenn n — +o00?

Lésung: Die Verteilungsfunktion von X; sei mit Fy abgekiirzt.
(a) Aufgrund der Unabhingigkeit gilt fiir t € R
Fy ) =PWM, <) =PX; <t,X, <t,...,X, 1)
=PX; <0)" = Fx(®)".
Da M, eine diskrete Zufallsvariable ist, folgt
P(M, = 1) = Fy, (1) = Fu, (7)) = Fx()" = Fx(17)",
wobei Fx(¢7) der linksseitige Grenzwert von Fy an der Stelle ¢ ist.

(b) Wie in der vorigen Teilaufgabe gilt

1-Fp, @) =Pm, >t) =PX, >t, X2 > 1,..., X, > 1) = P(X; > )" = (1-Fx(®)"

und daher
Fp, ) =1-(1-Fx@®)", teR.

P(m, = 1) = Fp,(t) = Fpp,, (t7) = (1 = Fx(¢7))" = (1 = Fx(1))".
(¢) Zunidchst nimmt M,, nur Werte in {0, 1} an und ist somit Bernoulli-verteilt. Dann
gilt
i=1

= P(M, =0)=[ [PX; =0)= (1 - py".

i=1

62



Zahldichte und Verteilungsfunktion

Somit ist M, ~ Ber(1 — (1 — p)") und E(M,) = 1 - (1 — p)".
Analog ist auch m,, Bernoulli-verteilt. Es gilt

i=1

=

>Pm,=)=PX;=1,....X, =D =] [PX;=1) = p".

i=1

Somit gilt m,, ~ Ber(p") und IE(m,,) = P(m, = 1) = p".
Um ein moglichst simples Gegenbeispiel zur stochastischen Unabhingigkeit zu
geben, sei n = 2. Dann gilt

IP(Alé = 0,1"2 = 1) = H?(@) =0
aber P(M; =0)P@m, =1) #0.

Wenn n — +oo, konvergiert M,, (bzw. m,,) in Verteilung gegen die Konstante 1
(bzw. gegen 0).

Aufgabe 2.6: Konstruktion einer Verteilung durch Rekursion cee

Bestimmen Sie das Wahrscheinlichkeitsmaf3 IP auf IN, das der Gleichung

geniigt, wobei p; := P({k}), k € IN, die Zihldichte von PP bezeichne.
Wie dndern sich Thre Uberlegungen, wenn Sie die Gleichung

ipﬁqipk, jenN,
k=j

k=j+1

fiir ein g € (0, 1) betrachten?

Lésung: Zunichst kann man direkt fiir j € IN folgern:

Da P ein WahrscheinlichkeitsmaB ist, folgt

ipk = 1 und somit i Dk = (%)j

=1 k=j+1
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2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

Die Zihldichte ergibt sich nun fiir j € IN als
J j-1 ) ) 1
p=3n-Sn=(i- 3 n)-(1- 2] 5
k=1 k=1 k=j+1 k=j
Dies ist die Zadhldichte einer geometrischen Verteilung auf IN zum Parameter 1/2.

Dieses Vorgehen funktioniert im allgemeinen Fall analog und liefert p; = ¢/~'(1 — ¢).
Dies ist die Zahldichte einer geometrischen Verteilung zum Parameter 1 — g.

Bemerkung: Die gegebene Gleichung kann man so umformen:

PHj+1,j+2,...D)
Py2,...}H)

Dies ist eine Eigenschaft der Geddchtnislosigkeit; und dies ist eine definierende Eigen-
schaft der Klasse der geometrischen Verteilungen, siehe auch Aufgabe 2.32.

=P{j,j+1,...)), jeN.

2.2 KenngroBen wichtiger, diskreter Verteilungen

2.2.1 Diskrete Gleichverteilung
Aufgabe 2.7: Gleichverteilung, ihre Mediane und ihre Momente cee
Sei X eine auf {1, ..., n} gleichverteilte Zufallsvariable.

(a) Bestimmen Sie den Erwartungswert von X.

(b) Bestimmen Sie die Mediane von X. Vergleichen Sie Mediane und Erwartungs-
wert.

Hinweis: Als Erinnerung, ein Median einer diskreten reellwertigen Zufallsva-
riablen X ist eine reelle Zahl m mit der Eigenschaft

1

IP(XSm)ZE und PX >m) >

N =

(c) Bestimmen Sie die Varianz von X.
Lésung:
(a) Betrachten Sie zunichst die Summenformel von GauB:

Z":i: n(n2+1).

i=1
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(b)

©
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Daraus ergibt sich

n

. o w1l onm+D)1 n+l
EX) = iPX=1i)= i—= - = .
; ; n 2 n 2

+1
Sei zunichst n ungerade. Dann gibt es eine natiirliche Zahl m := o welche

den gleichen Abstand zu 1 und » hat. Da die Gleichverteilung jede Zahl gleich
gewichtet, liegt es nahe, dass m der Median ist. Es gilt fiir diesen Ansatz

1 n+11 1
PX<m)= Y —= B
;n 2 n 2
N1 n+11 1

Somit ist m der gesuchte Median. Zudem geht aus der Rechnung hervor, dass m
der einzig mogliche Median ist.

Sei nun n gerade. Nun gibt es keinen ,,Mittelpunkt® . Stattdessen betrachten wir
die beiden nédchstgelegenen Werte:

n n+1
m1:=§ und my = >
Es gilt
1 nl 1
]PX< = —_= - - = —
(X< m) ;n 2n 2
1 n 1
PX > = — =(= 1) - —.
X =m) 2in (2+ )n>2

=m

Analog fiir m,. Wird m; kleiner oder m, groBer gewihlt, so sind nicht beide
Bedingungen fiir den Median erfiillt. Folglich ist die Menge der Mediane der

Verteilung genau gleich dem Intervall [m, m,] = [g, %].

In diesem Kontext ist jeder Median kleiner oder gleich dem Erwartungswert.

Mittels der Formel iiber die Summe von Quadratzahlen

n

Z 2 nn+1)2n+1)

i=1 6

ergibt sich

n

s ol o+ DRe+ D 1+ D@Rn+ 1)
IHX)-}ZLH— . - = . .

i=0
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2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

Damit folgt

Var(X) = E(X?) - E(X)* =

(n+DQ2n+1) (n+1) w1
6 2 ) 127

Aufgabe 2.8: Maximale Werte beim doppelten Wiirfelwurf ooX )

Es werden zwei unterscheidbare faire Wiirfel geworfen. Die Wurfergebnisse seien durch
die unabhingigen Zufallsvariablen Wy, W, ~ U1 23456 modelliert. Es sei weiter X :=
max(W;, W) und Y := min(W;, W,).

(a) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktionen von X und Y.

(b) Geben Sie die Verteilung von X und Y explizit an.
(c) Berechnen Sie: P(X <3),P(Y € {3,4)und P(X = Y).

Lésung:

(a) Nach Aufgabe 2.5 haben X und Y als Verteilungsfunktionen Treppenfunktionen
mit Funktionswerten

, K 2 (6 - k)?
Fx(k) = Fw, (k)" = =, Fy(k)=1-(1-Fy, (k)" =1- , kef0,...,6}
36 36
(b) Nach der gleichen Aufgabe ergibt sich auch die Verteilung zu
2k -1 13 -2k
]P X = = — ]P Y = = 1 cee .
X=k=—, Y =K 3¢ kell.....6}

(c) Durch Einsetzen findet man

9 1
IP(X§3)=FX(3)=%=Z:O,25.
B B _(6-2) (6—4)2_1N
P(Ye{3,4) =PQ2 <Y <4) =Fy@) - FyQ2) = TR _§~0,33.

Die Wahrscheinlichkeit, dass Maximum und Minimum iibereinstimmen, bedeu-
tet, dass beide Wiirfel die gleiche Augenzahl zeigen:

~ 0,17.

N =

6 6
P(X=Y)= ZIP(X:k,Y:k) = ZIP(W1 =k?=
k=1 k=1
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2.2.2 Bernoulli- und Binomialverteilung

Aufgabe 2.9: Die Indikatorfunktion cee

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Definieren Sie fiir ein Ereignis A € A die
Zufallsvariable

1, fallsweA

14:Q - {0,1}, ﬂA(w)z{ 0, fallsw ¢ A.

Diese Zufallsvariable wird Indikatorfunktion von A genannt.
Seien A, B € A beliebige Ereignisse.

(a) Berechnen Sie die Verteilung von 1,4 und schlieen Sie daraus auf den Erwar-
tungswert.

(b) Zeigen Sie die folgenden Identititen:

(1) g =1-14, (iv) Tap =14 (1 -1p),
(ii) Tynp =14 - 1p, (v) Taag =14 — 1p|.
(i) Taup =14 +1p -1, - 1p,

Hinweis: A A B = (AU B)\ (AN B) ist die symmetrische Differenz von A und B,
siehe Aufgabe 1.1.

(c) Schlielen Sie mittels der Eigenschaften der Indikatorfunktion auf die Unglei-
chung

P(A 2 B) < P(A) + P(B).

Fiir welche A, B € A ist die Ungleichung eine Gleichung?

Lésung:

(a) Esist{w € Q : 14(w) = 1} = A. Daher ist P(14 = 1) = P(A). Da 1, nur die
zwei Werte 0 und 1 annimmt, ist 14 ~ Ber(IP(A)). Daher ist der Erwartungswert
E(,) = PA).

(b) Im Folgenden sei w € Q.
(i) Die Indikatorfunktion vom Komplement von A ist Eins, wenn w ¢ A.

(i1) Die Indikatorfunktion von AN B ist Eins, wenn w € AN B, also insbesondere
wenn sowohl w € A als auch w € B. Die Indikatorfunktion wird Null,
sobald w nur in einer der beiden Mengen ist.
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2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

(iii) Die Indikatorfunktion von A U B ist Eins, wenn w € A oder w € B. Sie ist
auch Eins, wenn w nur in einer der beiden Mengen enthalten ist. Dement-
sprechend ist sowohl 14(w) = 1 als auch Tg(w) = 1.Indem Fallw e AN B
zdhlt man doppelt und muss entsprechend 1445 abziehen.

(iv) Wegen A \ B = A N B¢ folgt nach (i-ii)

]lA\B = ]lA ']lBr = ]lA (] —]13).

(v) DaAAaB=(AUB)\ (AN B), gilt

Tang = Laup (1 = Tpnp) = Ly + 1p — L4 Lp)(1 — 14 1)
=1y +15-21415= (1, -1p)>.
Durch Wurzelziehen auf beiden Seiten erhilt man die Behauptung.

(c) Aus der Dreiecksungleichung erhilt man punktweise in w die Abschitzung
Lasp(w) = [1a(w) — 1p(w)| < Ty (w) + Lp(w).

Daraus folgt 14,5 < 14 + 15 fast sicher. Anwenden des Erwartungswertes auf
beiden Seiten liefert nach (a) die gesuchte Ungleichung, da der Erwartungswert
linear und monoton ist.

DaAAB=AUBwenn AN B = 0, ist die Ungleichung eine Gleichung, wenn
die Ereignisse disjunkt sind.

Aufgabe 2.10: Unfairer Miinzwurf cee

Es werden zwei Miinzen jeweils dreimal geworfen. Die erste Miinze ist fair. Die zweite
Miinze zeigt in 25% der Fille Kopf. Es seien X und Y unabhingige Zufallsvariablen,
die die Anzahl Kopf der ersten beziehungsweise der zweiten Miinze zihlen.

(a) Geben Sie den Wertebereich von X und Y an.
(b) Berechnen Sie P(X =k, Y = ¢).

(c) Berechnen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten: P(X = Y), P(X > Y) und
PX+Y <4).

Lésung: Nach Voraussetzung sind X, Y binomialverteilt:
X ~ Bin 3, l), Y ~ Bin (3, l).
2 4

(a) Der Wertebereich von X sowie Y ist {0, 1,2, 3}.
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(b) Die Miinzwiirfe sind unabhingig, daher ergibt sich fiir £,k € {0, 1,2, 3}

3-k
P(X = (,Y = k) = P(X = OP(Y = k) = (‘Zj) (2) s

(c) Durch Zerlegen der Ereignisse ergibt sich

3 2 23—
3\"3* 17
P(X:Y):;(l)m:az26’6%’

3 -1 i
3\ (3\3%7 153
P = _— = — X
X>7Y) ;jz;(i)(j)Slz Sog ¥ 398%.
PX+Y<4)=1-PX+Y=5-PX+Y=6)
=1-P(X=2Y=3)-P(X=3Y=2)-P(X=3Y=3)

499
=55~ 97.5% .

Aufgabe 2.11: Drei Bernoulli-Zufallsvariablen coe

Seien X, X5, X3 unabhingige, jeweils zum Parameter p;, p», p3 € [0, 1] Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen. Definieren Sie zwei neue Zufallsvariablen

Y= ]l[X1<X2} und Z = ]l{X1<X3]~

(a) Bestimmen Sie die Verteilung von Y und Z.
(b) Bestimmen Sie die Verteilung von (¥, Z).
Lésung:

(a) Y nimmt nur die Werte 0 und 1 an und ist somit Bernoulli-verteilt. Es gilt

IP(Y = 1) = IP(I[{X1<X2] = 1) = IP(X] < Xz) = IP(X] = O,X2 = 1)
=PX; =0PX, =1) = (1 - p1)p2.

Folglich ist Y ~ Ber((1 — p1)p2).
Analog folgt Z ~ Ber((1 — p1)p3).
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2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

(b) Es gilt
PY¥=1,Z=1)=PX;=0,X,=1,X3=1)
=PX, =0)PX; = DP(X3 =1) = (1 = p)p2ps.
Analog folgen
PY=0,Z=1)=(-p)1-p)ps,
PY =1,2=0)=0-p)p(1 - p3),
PY=0,Z2=0)=1-P¥Y=1,Z=1)-P¥Y=0Z=1)-P¥ =1,Z2=0)
= (1 - p)(ps + p2(1 = p3)).

Aufgabe 2.12: Herr Schlafmiitze eYe) )

Herr Schlafmiitzes Wecker ist defekt. Er funktioniert nur an 25% der Tage. Wird er
nicht geweckt, verspitet sich Herr Schlafmiitze zur Arbeit. Wie oft — im Durchschnitt —
wird Herr Schlafmiitze in seiner fiinftagigen Arbeitswoche zu spit zur Arbeit kommen?

Lésung: Die Zufallsvariable X beschreibe die Anzahl der Tage an denen er sich ver-
spatet. Dann ist X binomialverteilt zu den Parametern 5 und }—‘. Der Erwartungswert ist
somit

5
EX)=np = T

Herr Schlafmiitze wird folglich an 1,25 Tagen der Woche zu spit zur Arbeit kommen.
Oder, besser ausgedriickt, Herr Schlafmiitze kommt innerhalb von vier Arbeitswochen
im Durchschnitt an fiinf Tagen zu spét zur Arbeit.
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2.2.3 Hypergeometrische Verteilung

Aufgabe 2.13: Konstruktion der hypergeometrischen Verteilung cee

In einer Urne seien r > 1 rote und s > 1 schwarze Kugeln. Es wird eine Stichprobe der
Grofie n < min(r, s) ohne Zuriicklegen gezogen. Weiter sei 1;, die Indikatorfunktion,
die angibt, ob im i-ten Zug eine rote Kugel gezogen wurde oder nicht, sieche Aufgabe
2.9. Die zufillige Gesamtzahl der insgesamt gezogenen roten Kugeln sei

R = Z 1 ire
i=1
(a) Berechnen Sie die Verteilung von 1;, und schlieen Sie daraus auf Erwartungs-
wert und Varianz von 1;,.
(b) Zeigen Sie, dass die Familie (1;,);<;<, vertauschbar ist.
(c) Berechnen Sie Cov(1;,,1;,) fiiri # j.
(d) Schliefen Sie daraus auf den Erwartungswert und die Varianz von R.

(e) Welche bekannte Verteilung besitzt R?

Lésung:

(@) Zunéchstist P(1;, = 1) = 7 =: pund P(1,, = 0) = ;&= = 1 - p. Mittels
Fallunterscheidungsformel gilt
P, =1) =Py, = I/, = DP(L, = 1) + P(12, = 1|11, = 0)P(1;, = 0)
r—1

r
= . + ° 1_ = .
r+s—1 P r+s—1 (I=p)=p

Bedingt man auf das Ergebnis des vorigen Zuges, so kann man mit Hilfe einer
Induktion direkt fiir alle i < n zeigen

P, =1) =p, P1;,=0)=1-p.

Daher ist 1;, ~ Ber(p) verteilt. Daraus folgt sofort:

E(:,) = p, Var(L;,) = p(1 - p).
(b) Fiir die Vertauschbarkeit sei J C {1,2,...,n} eine beliebige Teilmenge mit Kar-
dinalitit #J = k. Dann gilt
rr=1)...(r—k+1) Fi(r+ 5 — k)! !
IP( ﬂ{ﬂf” - }) - - ! 1 E+Z :
el Fr+)r+s=1D...r+s—k+1) (@r+)FT-k)! (k)

Die Wahrscheinlichkeit hingt nicht von den einzelnen Elementen, sondern nur
von der Kardinalitit von J ab.
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(c) Dank der Vertauschbarkeit gilt fiir i # j

COV(]li,rv ]lj,r) = COV(:U.L,, ]lZ,r)
=E(L,, - 1,,) - E1;,)?
__re=bH 5, __pd-p
r+or+s-0 P T o

(d) Der Erwartungswert der Gesamtzahl gezogener roter Kugeln ist

E(R) = ) E(L;,) =np.
i=1

Wegen der Vertauschbarkeit gilt fiir n > 2

Var(R) = n Var(1,,) + 2 (;) Cov(1l,,,1,,)

p(1-p)

=np(-p-nt-n—=

n—1
=np( —P)(l - r+s——1) <np(-p).

(e) Zunichst ist {R = k} = { L= k}, 0 < k < n, das Ereignis, bei dem genau
k der Indikatorfunktionen Eins sind und n — k£ Null. Dank der Vertauschbarkeit,
siehe (b), ist

PR = k:(’;) ﬁ L, =1} ﬁ{]l,-,,:()})

i=1 i=k+1
(n)r(r—l) (r=k+Ds(s=1)...(s=(n—k)+1)

k r+s)r+s-1...(r+s-n+1)

_ 0
(”‘)

Demnach ist R hypergeometrisch zu den Parametern (n, r, s) verteilt.

Hors (kD).

Bemerkung: Ebenso wie die Binomialverteilung zu den Parametern n und p = -+,
ist die hypergeometrische Verteilung H,,, demnach eine Summe von n Bernoulli-
verteilten Zufallsvariablen, die aber abhingig voneinander sind. Die beiden Verteilun-

gen haben den gleichen Erwartungswert n p.
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Aber die Varianz der hypergeometrischen Verteilung ist kleiner als die Varianz der Bi-
nomialverteilung: R ist konzentrierter um den Erwartungswert.

Léasst man r, s gleichzeitig gegen unendlich gehen, so dass das Verhéltnis p = r/(r + s)
fest bleibt, ergibt sich im Limes eine Binomialverteilung.

Aufgabe 2.14: Riickfangmethode cee

In einem Teich mochte man die unbekannte Anzahl N der Fische schitzen. Zuerst fiangt
man genau r Fische, die markiert und wieder in den Teich zuriickgeworfen werden. Nun
fingt man ein zweites Mal genau n Fische und zihlt die markierten Fische in dieser
Stichprobe. Die Anzahl der markierten Fische beim zweiten Mal sei k.

(a) Nehmen Sie zunichst » = 15, n = 10 und k = 5 an. Berechnen Sie nun fiir
N € {26,27,...,34} die Wahrscheinlichkeit py, beim zweiten Mal k markierte
Fische zu fangen, und schitzen Sie daraus die Anzahl der Fische im Teich.

Hinweis: Betrachten Sie die Quotienten [%.

(b) Schitzen Sie fiir den allgemeinen Fall die Anzahl der Fische im Teich.

Lésung:
(a) py ist der Wert einer hypergeometrischen Verteilung, es gilt
(G=) _ (057)
G )

PN = 7—{n,r,N—r({k}) =
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(b)

Fiir verschiedene N ergibt sich

N 26 27 28 29 30 31 32 33
py=~ 0261 0,282 0,295 0,300 0,300 0,296 0,288 0,278

Es fillt auf, dass py zunédchst monoton steigt und nach dem Maximum monoton
fallt.

29 oder 30 Fische haben also die grofite Wahrscheinlichkeit, beobachtet zu wer-
den.

Diese Eigenschaft ldsst sich fiir den allgemeinen Fall nutzen, indem wir %

betrachten und das erste N finden, sodass dieser Quotient kleiner 1 ist. Dann ist
die geschitzte GroBle gegeben durch N — 1.

RESN

Py _w_{zl falls N < ~

pva1 (N=r—n+kN |<1 fallsN>2'

Schiitze somit N als [ 7 ].

Bemerkung: Da der Fall k£ = 0 mit positiver Wahrscheinlichkeit eintritt, daraus
aber N = oo folgt, ist die Methode in dieser Aufgabe nicht gut geeignet, um
tatsdchlich die Groe von Populationen zu bestimmen. In Aufgabe 5.11 wird
eine Alternative vorgestellt und analysiert.

Aufgabe 2.15: Verlust beim Lotto spielen coe

Beim Lotto ,,6 aus 49* ohne Zusatzzahl wird ab drei richtigen Zahlen ein Gewinn G
ausgeschiittet, der sich aus nachstehender Tabelle! ergibt:

Anzahl der richtigen Zahlen 3 4 5 6

ausgeschiitteter Gewinn in EUR || 13,30 | 60,50 | 4139,90 | 610973,20

(a)
(b)
(©

Geben Sie die Verteilung von G an.
Berechnen Sie den Erwartungswert von G.

Was diirfte ein Lottoschein hochstens kosten, damit Sie mitspielen?

Lésung:

(a)

Um die Verteilung von G zu bestimmen, ist es zunédchst notig, die Verteilung
der Anzahl der richtigen Zahlen zu bestimmen. Bezeichne diese mit R. R ist
hypergeometrisch verteilt, praziser

R~ Hepas.

!Quoten von Mittwoch 17.08.2022
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Damit folgt
8815
P(G =133) = IP(;: 3= 100435 ~ 8%,
PG =605) = 892: 0,1%,
PG =41399) = = e~ 1.8 1073% ,
P(G = 610973,2) = m ~72-1071%
245057
PG =0)=PR=0)+P®=1)+P(R=2) ==~ 981%.

(b) Mittels der bekannten Verteilung lasst sich der Erwartungswert direkt ausrech-
nen:

8815 645 43 610973,2

EG) =133 155755 + 005 55306 T 41399 3330636 * 13083816

~ 0,413.

(c) Die Frage ist sehr subjektiv und hingt von der personlichen Risikobereitschaft
ab. Der Erwartungswert gibt jedoch Auskunft dariiber, dass bei einem Preis von
0,41 Euro oder weniger das Spiel zu Gunsten der Spieler steht. Ein Lottoschein
erwartet dann einen Nettogewinn. Dies ist jedoch ebenfalls triigerisch, da man
mit einer Wahrscheinlichkeit von ungefihr 98% nichts gewinnt und nur mit ge-
ringer Wahrscheinlichkeit hohe Gewinne erzielt. Erst nach vielen Spielen stellt
sich der erwartete Gewinn ein (siche Sektion 4.3, Gesetz der gro3en Zahlen).

Aufgabe 2.16: Ziehen bis zur k-ten weiBen Kugel cee

In einer Urne sind w wei3e und s schwarze Kugeln enthalten, wobei w, s > 1. Aus der
Urne werde nun ohne Zuriicklegen solange gezogen, bis k < w weille Kugeln gezogen
wurden. Sei X die zufillige Anzahl der dazu notwendigen Ziehungen.

(a) Seizundchstw = s = 2 und k = 2. Berechnen Sie die Verteilung von X in diesem
Fall explizit.

(b) Geben Sie dann die Verteilung von X fiir den allgemeinen Fall an.

(c) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.
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Lésung: Man definiere den Ergebnisraum

w+s

Q= {10 0es) €40, 11 0 3w = w)

i=1

mit IP als Gleichverteilung auf Q. Dabei entspreche eine Null dem Ziehen einer schwar-
zen Kugel und Eins dem Ziehen einer weilen. Die Zufallsvariable X nimmt den Wert
n an, wenn fiir ein (w1, wz,...,Wy+s) € Q gilt w, = 1 und Zf’;ll w; = k—1. Der
Wertebereich ist X(Q) = {k, ..., s + k}.

(a) Zunichst gilt:

(X =2} ={(w,w,s,s)} sPX=2)=

(X =3} ={(w, s,w,s),(s,w,w, s)} >PX=3)=

(X =4} ={(s,s,w,w), (s,w, 5,w), (W, 5, 5, W)} s>PX=4-=

| — W] — Q| —

(b) Das Ereignis {X = n} tritt ein, wenn in den ersten n — 1 Ziigen genau k — 1 weille
Kugeln gezogen wurden und dann im n-ten Zuge eine weille Kugel gezogen wird.
Damit ergibt sich als Wahrscheinlichkeit

()0
(")

P(X =n) =

(c) Der Erwartungswert ist nun nach Definition

("m0 = S ()= e () )

n=k n=k
N(m+k\(w+s—m—k w+s+1
S
nach Aufgabe 1.10. Daher E(X) = k 2+

Fiir die Berechnung der Varianz benutzt man eine Variante der Zerlegungsformel
fiir Varianzen

Var(X) = B(X(X + 1)) - EX)(1 + EX)).
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Dann ist wieder nach Aufgabe 1.10

w+s AL n—1\(w+s—-n
( ) )E(X(X+1))=nz_;n(n+1)(k_l)( Yk )
: +k+1\(w+s—k—-m
n;) k+1 w—k
w+s+2
=k(k+1)( i )

Daher ist E(X(X + 1)) = k (k + 1)%

Durch Einsetzen erhélt man die Varianz

sw+l—-kw+s+1)
w+ 12w +2)

Var(X) =k

Bemerkung: Die hier entstandene Verteilung heillit negative hypergeometrische Ver-
teilung zu den Parametern w, s und k, und ist mit der hypergeometrischen Verteilung
eng verwandt. Siehe auch Aufgabe 2.40 fiir eine alternative Berechnung des Erwar-
tungswerts im Fall k = 1.

In der Tat geniigt es, den Erwartungswert fiir k = 1 zu berechnen, denn X lisst sich als
Summe von korrelierten, vertauschbaren Zufallsvariablen schreiben. Ein analoges Re-
sultat ergibt sich im verwandten Fall der hypergeometrischen Verteilung, siche Aufgabe
2.13.

2.2.4 Geometrische und negative Binomialverteilung
Aufgabe 2.17: Erzeugende Funktion der geometrischen Verteilung cee

Gegeben seien die unabhingigen Zufallsvariablen
X ~Geo(p) und Y ~Geo(p) mit pe(0,1).
(a) Berechnen Sie die erzeugende Funktion von X.

(b) Berechnen Sie die erzeugende Funktion von X + Y.

(c) Definieren Sie die Zufallsvariable Z ~ NegBin(r, p) mit r € IN. Berechnen Sie
die erzeugende Funktion von Z. Was bemerken Sie?
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Loésung:
(a) Direktes Einsetzen in die Definition fiihrt zu

Pz

= TTa [0,1].

Gx(@ =B = pz ) (1 - p)*”!
k=1

(b) Da X,Y unabhéngig und identisch verteilt sind gilt nach (a)

2
74
Gx:v(2) = Gx(2) - Gy(z) = Gx(2)* = (—p ) )
1-(-p)
(c) Mit der Zihldichte der hypergeometrischen Verteilung folgt

00

. i—1 _ i-r _ pz f_ r
s i;(r—l)((l P ‘(1—<1—p>z) - 0@

mittels der Binomialreihe fiir negative Koeffizienten. Daher ist eine (r, p)-negativ
binomialverteilte Zufallsvariable als Summe r unabhingigen geometrisch ver-
teilten Zufallsvariablen interpretierbar.

Aufgabe 2.18: Faktorielle Momente der geometrischen Verteilung cee

Sei X eine Zufallsvariable und k € IN. Falls IE(|X|¥) < oo definiert man das faktorielle
Moment k-ter Ordnung durch

E(X)) = EXX-1)...(X -k)).
Man setzt noch E((X)g) := 1.

(a) Sei X eine IN-wertige Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass ihre erzeugende Funktion
Gx(2) := E(z%),z € [0, 1], sich wie folgt darstellen Lisst:

Gxr= 3 By

!
k>0 k!

Nehmen Sie an, alle Momente existieren.
(b) Seinun X ~ Geo(p), p € (0, 1).
Berechnen Sie direkt ihre erzeugende Funktion Gy.

Fiihren Sie dann eine Taylor-Entwicklung von Gx(z) an der Stelle z = 1 aus, um
mit Hilfe von (a) auf die faktoriellen Momente der geometrischen Verteilung zu
schlielen.
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Loésung:

(a) Mit Hilfe des Binomialsatzes und einer Umordnung der Summationsreihenfolge
ergibt sich

Gy(z) = Z(z—1+1)”IP(X—n) iZ( )z—l)k]P(in)
n=0 n=0 k=0
Z -1 Z( )P(X = n) = Z O -1y

n=k
Man benutzt dabei die Notation: (n); :=n(n—1)...(n — k).

(b) Die erzeugende Funktion der geometrischen Verteilung ist mit Hilfe der geome-
trischen Reihe gegeben durch:

pz

— N _ k=1 _
GX(Z)—PZ;(O L e

Da fiir die Taylor-Entwicklung von Gy ihre Ableitungen benétigt werden, zerlegt
man sie in ein Produkt von f(z) := pz mit g(z) := (1 = (1 — p)z)~".

Zunichst ist

k(1 - p)*

dk
(k) — _ _ -1 _
@ = - (=p = oo

Da f(z) ein Monom ersten Grades ist, ist nur ihre erste Ableitung verschieden
von Null.

Man benutzt nun die allgemeine Produktregel, die durch Induktion leicht zu be-
weisen ist:

k l
(/2@ =Z()dk, @) 58

i=0

k k—l dk
(k ) f(z) 1g(z)+()f(z)d—zkg(z)

kD )k L ka-p)

ST a -k TP = = proe
(1-p)k 1 z

= [k!

k“’(l—(l—p)z)k(l—p+1—(1—p>z)'

Einsetzen der Entwicklungsstelle z = 1 ergibt

d* A=pf, 1 1\ Kk 1 &
@) = k= )= 75 (1)
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Damit ist die Taylor-Reihen-Darstellung von Gx(z) an der Stelle z = 1 gegeben
durch

@bt

1 O, /1
Gx()=1+— > k(= -
x@ I—p & (p !

Ein Koeffizientenvergleich mit der allgemeinen Summendarstellung aus (a) zeigt
nun fiir k > 1

B0 = (- 1)"

Aufgabe 2.19: Minimum geometrisch verteilter Zufallsvariablen cee
Seien X1, ..., X, n > 2, unabhingige Zufallsvariablen mit X; ~ Geo(p;), p; € (0, 1).
Bestimmen Sie die Verteilung des Minimums m,, := min(Xj, ..., X,).

Lésung: Fiir eine geometrisch verteilte Zufallsvariable X zum Parameter p € (0, 1)
gilt mit Hilfe der geometrischen Reihe:

P(X > k) = p Z(l— )'l—p(l—m =(1-pf ke
i=k+1

Fiir k € IN gilt nun

=

1= F,, (k) = P(m, > k) = P( X>k l_[IP(X > k)

i=

= ]_[u -p)t = ]—[(1 - p))

Da die Verteilungsfunktion F,,, die Verteilung von m,, eindeutig bestimmt, hat nun m,
selbst wieder eine geometrische Verteilung mit Parameter p := 1 — [, (1 — p;).

Aufgabe 2.20: Wartezeit im Urnenmodell cee

In einer Urne seien r rote und b blaue Kugeln. Nun werden n < min(r, b) Kugeln
ohne Zuriicklegen und mit Beachtung der Reihenfolge gezogen. Die Zufallsvariable X
gebe an, bei welchem Zug die erste rote Kugel gezogen wurde. Falls keine rote Kugel
gezogen wurde, setzen Sie X = +oo.

(a) Sei zunichstn = 3, r =3 und b = 3. Bestimmen Sie die Verteilung von X.
(b) Bestimmen Sie die Verteilung von X im allgemeinen Fall.

(c) Wie verhilt sich die Verteilung von X, wenn r, b — oo mit - — p € (0,1)?

+b
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Loésung:

(a) Die Wahrscheinlichkeit, dass als erstes eine rote Kugel gezogen wird, ist %. Da-

mit ergibt sich direkt

301
P(X=1)= 7 =7 =50%

Die Wahrscheinlichkeit zuerst eine blaue Kugel zu ziehen ist ebenfalls %, da diese
nicht zuriickgelegt wird betrigt die Wahrscheinlichkeit danach eine rote Kugel zu
ziehen % Damit und analog fiir die anderen Fille ergibt sich

3 3 3
H?CX>= 2) = 6' g = TB = 309@,

3 2 3 3
PX=3=53537=1%

3 21 1
PX=teo)=2-5 3750 75%

(b) Obiges Vorgehen lésst sich auf den allgemeinen Fall tibertragen. Die Zihldichte
von X kann so rekursiv berechnet werden. Definieren Sie fiir k € IN das Ereignis

R = ,, die k-te Kugel ist rot .
Dann gilt fir0 < k <n

PX=k=PR,NR,_1NR,,N...NRy)

NG

. -
=) ey

T rrb—(k—1) (k—l)l_[< r+b—l)

SchlieBlich gilt analog

ﬂRC] - P(RSIRS) - P(RY)
- o=

R —
r+b-1 r+b

. ]P[Rk

=1-

r+b—1

roresor= T (1 ).

i=

(c) Gehtnun -+ gegen p fiir r,b — oo, so folgt fiir festes i € IN

r

r+b—-G-1 7

Daher giltfir 0 <k <n
PX=k=p-(1-pf! und PX = +c0) = (1 -p)-.
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Bemerkung: Es gilt P(X = +00) = P(T > n) = 1 — Fy(n) fiir eine zum Para-
meter p € (0, 1) geometrisch verteilte Zufallsvariable 7. Die Verteilung der Wartezeit
X1 x<+00; nennt man daher auch trunkierte geometrische Verteilung.

Man vergleiche die Ergebnisse auch mit Aufgabe 2.19.
Aufgabe 2.21: Klausur bestehen coe

In einem Traumland darf ein Student so lange versuchen, eine Klausur zu bestehen, bis
er zum ersten Mal Erfolg hat. Die Versuche sind unabhingig und die Wahrscheinlich-
keit eines Erfolgs ist konstant und betragt % pro Versuch.

(a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er hochstens k Versuche braucht, um
die Klausur zu bestehen.

(b) Wie viele Versuche braucht der Student, um mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 95% die Klausur zu bestehen?

Lésung:

(a) Sei X die Zufallsvariable, die angibt, welcher der erste erfolgreiche Versuch ist.
Dann gilt X ~ Geo (%) Somit folgt

k
P(Xsk)zl—IP(X>k)=1_(%)

nach der Losung der Aufgabe 2.19. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, nach hoch-

k
stens k Versuchen bestanden zu haben, durch 1 — (%) gegeben.
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(b) Gesuchtist k € IN, sodass P(X < k) > 0,95. Mit dem Ergebnis aus (a) ergibt sich

k
PX<k=1 —(%) > 0,95

k
1 1
< 0,05 > (—) = n(O,?S) <k
3 111(5)

.1 In(0,05)
Es gilt (D)

mit Wahrscheinlichkeit groer 95 % die Klausur zu bestehen.

~ 2,72. Damit benotigt der Student mindestens drei Versuche, um

2.2.5 Poissonverteilung
Aufgabe 2.22: Erzeugende Fkt. und Momente der Poisson-Verteilung OO e
Berechnen Sie die erzeugende Funktion einer Poisson-verteilten Zufallsvariable X ~

Poi(1) fiir 2 > 0 und leiten Sie daraus Erwartungswert und Varianz ab.

Lésung: Anwenden der Definition der erzeugenden Funktion fiihrt zu

(o] (o] k
Gx(2) = E@Y) = sz P(X=k=e" Z % =" ze[0,1].
k=0 k=0 :

Durch Ableiten findet man

E(X) = Gx(1) = 4,
Var(X) = GY(1) + Gl(1)(1 = G4 (1)) = A.

Aufgabe 2.23: Abfall einer Poisson-Verteilung coe

Es sei X eine zum Parameter A Poisson-verteilte Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass fiir

alle a > 0 gilt

PX > a) < A(’lj D
a

Lésung: Man hat IE(X) = Var(X) = A, siche Aufgabe 2.22.

Nutze Markov-Ungleichung mit (x) := x?, dann folgt

E(hX) EX?*  Var(X)+ (EX)? 1+

P(X>a)< =
X=za)< h(a) a? a? a?
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2.2.6 Sonstiges
Aufgabe 2.24: Gewinnpléne bei Lotterie coe

Um Geld fiir eine Exkursion zu sammeln, wollen Schiiler eine Lotterie veranstalten.
Sie gehen davon aus, dass sie an die Eltern 100 Lose fiir je 5 Euro verkaufen werden.
Die Lose sind von 1 bis 100 nummeriert. Sie tiberlegen sich drei verschiedene Gewinn-
pléne:

e Gewinnplan A: 100 Euro auf Los 1, 50 Euro auf Los 2, 25 Euro auf Los 3. Die
restlichen Lose sind Nieten.

o Gewinnplan B: 25 Euro auf jedes Los, dessen Nummer durch 13 teilbar ist. Die
restlichen Lose sind Nieten.

e Gewinnplan C: 17,50 Euro auf jedes Los mit der Endziffer 0. Die restlichen Lose
sind Nieten.

Die Zufallsvariablen G4, G, G¢ beschreiben den Gewinn eines Loses unter dem jewei-
ligen Gewinnplan.

(a) Geben Sie die Verteilungen von G4, G, G¢ an.
(b) Berechnen Sie die Erwartungswerte und Varianzen von G4, Gg, Gc.

(c) Welchen Gewinnplan wiirden Sie aus Sicht der Eltern und welchen aus Sicht der
Schiiler bevorzugen?

Lésung:

(a) Dajede Losnummer die gleiche Wahrscheinlichkeit hat ergibt sich

L ke {25,50,100 L k=25
PGy =k = {00 Fe L PGy ={T
0 sonst 0 sonst
L k=175
P(Ge=k) =410 .
(Ge ) {0 sonst
(b) Aus der Verteilung ergibt sich direkt
E(Gy) =25 L+50 L+lOO L—175
A7 100 100 100 '
7
E =25-—=1,7
(Gp) =25 o0 = b 5,

1
E(Ge) = 17,5 75 = 175.
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Die Erwartungswerte stimmen {iberein. Fiir die Varianz ergibt sich

E(G?) =252 - ﬁ +50%- ﬁ +100% - ﬁ = 131,25
E(G3) = 257 - 17% = 43,75
E(Gg) = 17,57 - % = 30,625
und somit
Var(G,) = B(G3) - E(Gy)* = %, Var(Gp) = %, Var(Ge) = %.

Aus Sicht der Schiiler ist nur der Gesamtgewinn der Lotterie relevant. In jedem
der Gewinnpline ist der Gesamtgewinn 500 — 175 = 325 Euro. Somit ist kei-
ner der Gewinnpline fiir die Schiiler besser. Die Eltern konnen auch fiir jeden
Gewinnplan im Durchschnitt den gleichen Gewinn von 1,75 — 5 = —-3,25 Euro
erwarten. Das Risiko ist jedoch in den Gewinnpldnen unterschiedlich. Bei grofe-
rer Varianz steigt die Wahrscheinlichkeit fiir einen hoheren Gewinn, aber ebenso
fiir einen niedrigeren. Es gibt keinen eindeutig besten Gewinnplan fiir die Eltern,
dieser ist abhéngig von der individuellen Risikobereitschaft.

Bemerkung: Wie wiirden sich die Uberlegungen aus Schiilersicht #ndern, wenn nicht

alle 100 Lose verkauft werden?

Aufgabe 2.25: Maximal- und Minimalkosten einer Versicherung cee

Eine Versicherung mochte abschétzen, mit welcher minimalen und maximalen Scha-
denshohe in einem Versicherungsjahr zu rechnen ist. Pro Jahr ereignen sich N Schiden,
wobei N eine positive, integrierbare Zufallsvariable mit Werten in IN sei. Ein Schaden
verursacht Kosten, die wie die nicht-negative, integrierbare diskrete Zufallsvariable X
verteilt sind. Es sei die Verteilungsfunktion Fy bekannt. Weiter seien die verursachten
Kosten (X;);>; unabhéngig voneinander und von N, sowie X; ~ X.

(a)

(b)

Berechnen Sie die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen

M := max{X;}
1<i<N

und leiten Sie daraus einen Ausdruck fiir die Verteilung von M her.

Berechnen Sie die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen
m := min {X;}

1<i<N

und leiten Sie daraus einen Ausdruck fiir die Verteilung von m her.
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Loésung:
(a) Nach Aufgabe 2.5, gilt fiir n € IN und alle t € R*
P(M < 1IN =n) = Fx(1)".
Nach dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit ist
Fy@)=PWM<1) = Z Fx(®)"P(N = n) = Gn(Fx(1)).
n=0

Da M eine diskrete Zufallsvariable ist, folgt
P(M=1=PM<1)-P(M <1)=GnFx() - Gn(Fx()).
(b) Wie in der vorigen Teilaufgabe ist
1-F,(t)=P(m>1 = Z(l - Fx(0))"P(N = n) = Gy(1 — Fx(1)).
n=0
Daher ist F,,(f) = 1 — Gy(1 — Fx(#)) und analog wie vorher
Pm=t)=Pm<t)-Pm<1)

=1-Gy(1 = Fx(®) - -Gy - Fx(17)))
=Gn(1 = Fx(17)) = Gn(1 = Fx(1)).

Aufgabe 2.26: Erste Momente definieren keine eindeutige Verteilung oOe e
Definieren Sie zwei Zufallsvariablen, welche
(a) den gleichen Erwartungswert, aber verschiedene Varianzen haben,
(b) verschiedene Erwartungswerte, aber die gleiche Varianz haben,
(c) den gleichen Erwartungswert und Varianz, aber unterschiedliche Verteilungen
haben.
Lésung:

(a) Man wihle eine beliebige zentrierte Zufallsvariable X, die nicht konstant ist. Zum
Beispiel

1
PX=1 = 5= PX =-1).
Weiter sei Y := 2X. Dann gilt

E(Y) = 2EX) = 0 = EX).
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Man hat aber
Var(Y) = Var(2X) = 4 Var(X) # Var(X),

da Var(X) # 0.

(b) Man wihle eine beliebige Zufallsvariable X und eine reelle Konstante a # O.
Weiter definiere man die Zufallsvariable Y := X + a. Es gilt 5(Y) = E(X) +a #
E(X) , aber Var(Y) = Var(X).

(c) Man wihle die zentrierte Zufallsvariable X gleichverteilt auf {—1, 1}:
1
PX=-1)===PX=1).

Weiter definiere man die zentrierte Zufallsvariable Y mit Werten in {-2,—-1,0, 1, 2},
so dass

PY=-)=P¥=0)=p, PX=-2)=P¥=2)=py, pr+pa<l.
Bestimme nun py, p;, sodass die Varianzen ebenso iibereinstimmen:
Var(Y) = 2p; + 8py = Var(X) = 1.

Man hat daher als Losungen alle Parameter (p, p») , die 2p; + 8p, = 1 erfiillen.

Aufgabe 2.27: Alternative Darstellung des Erwartungswerts cee

Sei X eine INy-wertige Zufallsvariable. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

@ EX) =) P>k =) (- Fx(k).
k=0 k=0

b EXX-1)= ZZk]P(X > k) = 2Zk(1 — Fx(k)).
k=1 k=1

Lésung:
(a) Durch Vertauschen der Summationsreihenfolge, sieche Abbildung 2.1, folgt

ZIP(X>I<) ZZIP =i)=

k=0 i=k+1 i

—_

o

P(X = i) = Z iP(X = i) = E(X).

0 i=1

0o i—
i=1

=~
1l

(b) Man benutzt };_, k = n(n + 1)/2 und argumentiert dhnlich wie in (a):

i-1

ZZkIP(X>k) 22 Z kP(X = i) —2i K)PX = i)

k=1 i=k+1 i=2 k=1

= Zi(i— DPX = i) = EX (X - 1)).
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>
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Abbildung 2.1: Aquivalente Summationsreihenfolgen.

2.3 Gemeinsame und bedingte Verteilung, Marginalverteilung

Aufgabe 2.28: Gemeinsame Verteilung aus bedingten Verteilungen cee

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = (X}, X2) : Q@ — {0, 1}? ein Zufalls-
vektor. Gegeben sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten

1 2
PX, =0]X, =0) = 3 PX, =11X,=0)= 3

1 4
P, =01%=0)=5. PX=11X=0=z.

(a) Bestimmen Sie alle moglichen Verteilungen von X = (X, X5), welche diesen
Wahrscheinlichkeiten geniigen.

(b) Berechnen Sie fiir alle moglichen Verteilungen die fehlenden bedingten Wahr-
scheinlichkeiten.

(c) Es seien nun X|, X, als unabhingig angenommen. Wiederholen Sie damit die
obigen beiden Aufgaben.

Lésung:
(a) Zur besseren Ubersicht definieren Sie fiir 7, j€{0,1}
pij =PXi=ilXa=j)), qj=PX,=ilX;=)).
Dann gilt

1 2 1 4

Poo = 5, P1o = 3, qo,0 = §’ q10 = §

Zu berechnen ist nun P((X1, X») = (i, j)) fiir alle i, j € {0, 1}.
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Es gilt zum einen
1
P((X1,X2) = (0,0)) = pooP(X> = 0) = §]P(Xz =0)
und zum anderen aber auch
1
P((X1,X2) = (0,0)) = gooP(X; =0) = gIP(Xl =0).
Der Vergleich liefert nun
3
PX, =0) = §IP(X1 =0).

Zur weiteren Ubersicht definieren Sie im folgenden a := P(X; = 0) € [0, 1].

Es gilt somit IP(X, = 0) = %a. Wie oben ergibt sich durch die beiden verschiede-
nen Ansitze

2
P((X1,X2) = (1,0)) = p1oP(X2 = 0) = 54
=qo1PX; =1)=¢qo1(1 - a).

Der Vergleich liefert nun gg ;| = SchlieBlich folgt analog

2a
5(1-a)"
3
P((X1,X2) = (0,1)) = po 1 P(X> = 1) = po1(1 - ga)

4 4
=q10P(X; =0) = gIP(Xl =0)= 59

Ij%a'
a # 0 gelten, da sonst die entsprechenden bedingten Wahrscheinlichkeiten nicht
definiert wiren. Die allgemeine Losung ergibt sich nun fiir a € (0, %] als

a

und somit pg; = Damit py; € [0, 1] muss a € [0, %] gelten. Zudem muss

1

4
(P((X1, X2) = (& D)i jetor) = g( ;a 5 _a7a )

(b) Die fehlenden Wahrscheinlichkeiten wurden schon berechnet und sind

il

a 2a

s =1_ ) = )
P P11 Po.1 q0,1 5(1-a)

Po1 = g1 =1-qo;.

1-

LW

(c) Wenn X, X, unabhiéngig sind, gilt mit den obigen Ergebnissen

%a =P((X1,Xz) = (0,0) = P(X; = O)P(X; = 0) = %az.
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2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

Somit ist dann | .
O=3f—a:3mﬂ—§)$ae{Q§}

Der Fall a = 0 ist wie oben ausgeschlossen. Somit folgt

1

(P((X1, X2) = (s D) jeto1) = (

T 15

a 4da
2a 8a

Aufgabe 2.29: Unabhéangigkeit und Marginalverteilungen coe

Sei (X, Y) ein Zufallsvektor, dessen Verteilung gegeben ist durch

Y

X -1] o0 1
0 0 | 1/8 | 1/8
1 | 1/6] 1/8 |5/24
2 [1/6]1/12] 0

(a) Bestimmen Sie die Marginalverteilungen von X und Y. Benennen Sie diese Ver-

teilungen.

(b) Bestimmen Sie die Verteilung von XY und X + Y.

(c) Bestimmen Sie, ob X und Y unabhingig sind.

Losung:

(a) Die Verteilung von X beziehungsweise Y lésst sich iibersichtlich in der Tabelle
als Marginalverteilung (auch Randverteilung genannt) darstellen. Dazu werden
jeweils die Zeilen- beziehungsweise Spalteneintriage addiert, daher ist

MX:@:P@:QY:—D+MX=QY:®+P@:QY:D:%

und analog fiir die anderen Eintrdge. Somit ergibt sich insgesamt

Y
X 1] 0 1
0 0 | 1/8 | 1/8 |[1/4
1 | 1/6] 1/8 [5/24([1)2
2 [1/6]1/12] 0 | 1/4

Folglich ist X ~ Bin (2, %) und Y ist gleichverteilt auf {—1,0, 1}.
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Gemeinsame und bedingte Verteilung, Marginalverteilung
(b) Die Zihldichte von XY ldsst sich wie folgt berechnen:

P(XY=-2)=P(X=2,Y = 1) = é,

P(XY = 0) = P((X, Y) € {(0, =1), (0,0), (0, 1), (1,0)})
=PX=0,Y=-D)+PX=0,Y=0+P(X=0,Y=1)
11

+PX=1LY=0)+P(X=2Y=0)= 7.

Analog lassen sich die restlichen Werte berechnen und man benutzt die gleiche
Methode fiir X + Y. Insgesamt ergeben sich folgende Verteilungen

k |2 -1 o | 1 |2
P(XY=k) | 1/6 | 1/6 | 11/24 [ 5/24 | 0

k -1 o | 1 | 2 |3
PX+Y=k | O [ 7/24]10/24]7/24]0

(c) Die Zufallsvariablen sind abhéngig. Es gilt zum Beispiel

PX=0,Y=-1)=0#

=P(X = OP(Y = -1).

FNgp-
W | —

Dies lasst sich direkt aus der Tabelle anhand der Randverteilungen ablesen:

Y
X -1 0 1
0 0 1/8 | 1/8 || 1/4
1 1/6 | 1/8 | 5/24 || 1/2
2 1/6 | 1/12| 0 1/4
\1/3\ 1/3 \ 1/3 H 1
Aufgabe 2.30: Auf Summen bedingte Verteilungen cee

Sei n € IN. Welche Verteilung wird durch P(X = .|X + Y = n) definiert, wenn X und Y
unabhingig sind und

(a) X ~ Bin(r, p) und Y ~ Bin(s, p) fiir p € (0,1) und r, s € IN?
(b) X ~ Poi(2) und Y ~ Poi(u) fiir A, u € R*?
(¢) X ~ NegBin(r, p) und Y ~ NegBin(s, p) fiir r,s € N und p € (0, 1)?
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2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

Loésung:

(a) Nach Definition und unter Benutzung von X + Y ~ Bin(r + s, p), siche Aufgabe
2.35,istfirk € {0,1,...,n}

PX=k|X+Y=n)= ]P(X];O/;)lf(g::)— k) _ (k()r(fs‘)k

n

) = 7-{11,r,s({k})~

Damit ist die Verteilung von X unter Kenntnis der Summe X + Y hypergeome-
trisch verteilt unabhingig vom Wert des Parameters p.

Insbesondere gilt das Ergebnis fiir X und Y bernoulliverteilt, wenn r = s = 1.

(b) Wieder ist die Verteilung faltungsstabil, siche Aufgabe 2.35, d.h. X+Y ~ Poi(4+
). Daher gilt

A n—
P(X=k|X+Y =n)= (Z)(m)k(aﬂTy) “ = Bin(n, /(1 + w)({k).

Es ergibt sich eine Binomialverteilung.

(c) Auch die negative Binomialverteilung ist faltungsstabil, sieche Aufgabe 2.35. Da-
her ist X + Y ~ NegBin(r + s, p). Mit analoger Rechnung wie in den anderen
Fillen ergibt sich fiirn > k > r:

)05
(1)

Auch hier hingt die bedingte Wahrscheinlichkeit nicht mehr von p ab. Im Spe-
zialfall fiir r = s = 1 haben X und Y identische geometrische Verteilung, und es
ergibt sich unter der Bedingung {X + Y = n} eine diskrete Gleichverteilung. Im
allgemeinen Fall ergibt sich eine negative hypergeometrische Verteilung. Fiir die
Interpretation dieser Verteilung siehe Aufgabe 2.16.

PX=k|X+Y=n)=

Aufgabe 2.31: Summe ohne Unabhéngigkeit coe
Seien X und Y gleichverteilt auf {0, 1, 2}.

(a) Bestimmen Sie die Verteilung von X + Y, unter der Annahme der Unabhingigkeit
von X und Y.

(b) Bestimmen Sie alle moglichen gemeinsamen Verteilungen von (X, Y), sodass
X + Y die gleiche Verteilung wie in (a) hat, aber ohne die Annahme der Un-
abhingigkeit.
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Gemeinsame und bedingte Verteilung, Marginalverteilung

Loésung:

(a) Sei Z := X + Y. Die moglichen Summen kann man in einer Tabelle darstellen

Es gilt dann unter Annahme der Unabhéngigkeit fiir k € {0, 1, 2, 3, 4}

2 2
P(Z = k) = IP( U (X, Y) =(, j)}) = Z P(X,Y) =, ) Livj=k
iy S
2 2 1 2 2
=Y Y PX = DP(Y = Pliyjos = ¢ Lis e
9
i=0 j=0 i=0 j=0

Durch Auszihlen der moglichen Summanden aus der Tabelle oben erhilt man
die Verteilung von Z, wobei g; := P(Z = k) sei:

k] o 1. 2 3 4
g | 1/9 2/9 3/9 2/9 1/9

(b) Ohne die Annahme der Unabhingigkeit gilt nur

wobei p;; := P((X,Y) = (i, j)). Es ergeben sich nun zunichst direkt:
Poo = qo = 1/9, P22 =q4 = 1/9.

X soll weiter gleichverteilt auf {0, 1,2} sein, sodass noch die Randverteilung zu
beachten ist sowie die Forderungen nach der Verteilung der Summe wie in (a).
Daraus ergeben sich die Gleichungen

q1 =2/9 = p1o + po1, 1/9 + po1 + po2 = 1/3,
q> = 3/9 = pao + pi1 + po2, pio + pi1 + pi2 = 1/3,
q3 =2/9 = pn + p12, P2+ pa +1/9=1/3.

Da alles symmetrisch ist, entstehen aus der Randverteilung von Y keine weiteren
Bedingungen. Die Normiertheit der gemeinsamen Verteilung ldsst sich aus den
drei Gleichungen rechts durch Addition folgern, sodass daraus ebenfalls keine
neue Gleichung entsteht. Daher haben wir nun ein Gleichungssystem mit sieben
Unbekannten und sechs Gleichungen.
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2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

Die Losungen dieses Gleichungssystems lassen sich durch p := pg, € [0,2/9]
parametrisieren:
Dij j=0 j=1 Jj=2
i=0 1/9 2/9-p p 1/3

i=1 P 19  2/9-p | 1/3
i=22/9-p  p 19 | 1/3
1/3 1/3 1/3 1

Die Menge moglicher gemeinsamer Verteilungen von X und Y ist daher iiberab-
zihlbar. Darunter ist nur eine einzige Verteilung, fiir die X und Y auch unabhin-
gig sind, ndmlich fiir p = 1/9.

Bemerkung: Das Beispiel zeigt, dass die Unabhiingigkeit der Koordinaten nicht die
Regel sondern die Ausnahme ist. Insbesondere ldsst die Kenntnis der Marginalvertei-
lungen keine Riickschliisse auf die urspriingliche Verteilung zu.

Aufgabe 2.32: Verteilung ohne Gedéachtnis ocoe
Gegeben sei die Zufallsvariable X ~ Geo(p) mit p € (0, 1].

(a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fx von X.

(b) Beweisen Sie, dass X gedichtnislos ist. Das heil3t, es gilt fiir n,m € IN

PX>n+m|X>m)=PX > n).
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Gemeinsame und bedingte Verteilung, Marginalverteilung

Loésung:

(a) Es gilt mittels geometrischer Reihe
PX 2k =p-(1-pf"- Y (A-p*=-pt'
i=k
Dabher gilt:

Fx(h):=P(X<k=1-PX>k+1)=1-(-pF.

(b) Nach (a) gilt weiter

P(X>n+m)

PX>n+m|X>m)= PO > ) =(1-p ' =PX >n).

Bemerkung: Die Gedichtnislosigkeit von reellwertigen stetigen Zufallsvariablen wird
in Aufgabe 3.33 studiert.

Aufgabe 2.33: Absolutbetrag einer Gleichverteilung ooe

Es sei X eine auf {-2, -1, 0, 1, 2} gleichverteilte Zufallsvariable.
(a) Bestimmen Sie die Verteilung von |X].
(b) Bestimmen Sie die Verteilung von Y := X - |X].
(c) Priifen Sie, ob X und |X| korreliert sind.
(d) Priifen Sie, ob X und |X| abhéngig sind.

Lésung:

(a) Der Bildraum von |X] ist {0, 1,2} und die Verteilung ist gegeben durch

2
PIX[=0)=PX=0=z P@X=D)=PXe{-1.1h=z.

| —

P(X|=2)=PX €{-2,2})) =

o
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2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

(b) Der Bildraum von Y ist {—4,—1,0, 1,4} und die Verteilung ist gegeben durch

]P(Y:O):]P(X:O):é, IP(Y:—l):IP(X:—l):é,
IP(Y:—4)=IP(X:—2)=%, IP(Y:I):IP(X:I):%,

IP(Y:4)=IP(X=2)=%,

d.h. Y ist auf {—4, -1, 0, 1, 4} gleichverteilt.

(c) Betrachte zunichst, dass Cov(X, |X|) = E(X -|X|) — E(X)IE(|X]). Die Verteilungen
von X und Y = X|X] sind jeweils symmetrisch um Null, daher ist E(X) = E(Y) =
0. Es gilt fiir | X|:

E(X)=—--0+

Wl o
—_
+

o
[\

Il

W N

| —

Damit folgt

Cov(X, [X]) = E(Y) - EX)E(X) =0-0- g =0.

Somit sind X und |X| unkorreliert.

(d) X und |X] sind jedoch abhéngig, denn es gilt zum Beispiel

0=PX=1,X|=0) £ P(X = DP(X| = 0) =

| —

1
5

Aufgabe 2.34: Wendige Wiirfel ooe

Es werden zwei faire Wiirfel geworfen, wobei ein Wiirfel umgedreht wird, wenn er die
Augenzahl zwei zeigt. Die Zufallsvariablen V und W geben die Augenzahl des ersten
beziehungsweise zweiten Wiirfels an. Sei S die Summe der Augenzahlen.

(a) Geben Sie die Verteilung von V und von W an.
(b) Geben Sie die Verteilung von S an.

(c) Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz von S.
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Loésung:
(a) Der Wertebereich von V und W ist {1, 3,4, 5, 6}. Die Zihldichte von V ist:

k|1 3 4 5 6
P(V=Kk | 1/6 1/6 1/6 13 1/6

W hat dieselbe Verteilung.

(b) Fiir die einfachere Berechnung der Summe schreibe 5; fiir die Augenzahl fiinf
und 5, fiir die umgedrehte zwei. So ergibt sich wieder ein fairer Wiirfel, bei dem
jedes Ergebnis die gleiche Wahrscheinlichkeit hat.

Nun ist S(Q) = {2,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12}. Daraus ergibt sich eine Tabelle mit
den Summen:

+ |11 5 3 4 5 6
12 6 4 5 6 7
516 10 8 9 10 11
314 8 6 7 8 9
4 (5 9 7 8 9 10
50/6 10 8 9 10 11
6 |7 11 9 10 11 12

Mittels Abzihlen aus der Tabelle ergibt sich die Verteilung von S':

k ‘ 2 4 5 6 7 8 9 10 11 12

]P(Szk)‘l/36 /18 1/18 5/36 1/9 5/36 1/6 1/6 1/9 1/36

(c) Fiir die Berechnung von Erwartungswert und Varianz von § benutzt man entwe-
der die Tabelle aus (b) oder nutzt S = V + W. Es gilt

1
E(V)= c(14+34442:5+6) =4,

1 56
E(V?) = g(12+32+42+2.52+62) =3

Damit ist wegen V ~ W

16

ES)=2E(V)=8,  Var(S) =2 Var(V) = 2(E(v2) - E(V)2) =3
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2.4 Summen von Zufallsvariablen

Aufgabe 2.35: Faltungsinvarianz einiger diskreter Verteilungen cee

Gegeben seien zwei unabhingige Zufallsvariablen X; und X,. Bestimmen Sie die Ver-
teilung von X + X, in folgenden Fillen:

(a) X; ~ NegBin(r;, p) mit r; € IN und p € (0, 1],
(b) X; ~ Poi(4;) mit A; > 0,
(¢) X; ~ Bin(n;, p) mitn; € N und p € [0, 1].

Lésung: Man bestimmt die Verteilung mittels Faltungsformel.

(a) Esgiltfirn > r; + ry:

PX, + X, =n) = Z PX; = bPX, =n—k)
k=r1

n—ry

k-1)\, o (n—k-1\, e
=Z(,1_1)P‘<‘—P>" ( et )pza—p)” :
k=ry

n-ry
e k=1\(n—k-1
:prl*’rz(l_p)n (ri1+r2) § (rl _1)( 1 )

k=r1

— r1+r2(1_ )n—(r1+r2)n_§jr2 j+rl_1 n_l_j_rl
p P }’1—1 r2—1

Jj=0

-1
= ( " )p"”z(l — p)"1*12) = NegBin(r| + ra, p)({n}).
ra+r— 1

Fiir den letzten Schritt verwendet man Aufgabe 1.10.

(b) Es gilt

n 1 n
PX, + X, = n) = Z P(X, = OP(Xy = n— k) = e-%”ﬂﬁ Z (’Z)A’;Ag-k
k=0 © k=0

A1+ )"
= e_(/“””—( ! ' 2 =: Poi(d; + A)({n}).
n!

98



Summen von Zufallsvariablen
(c) Esgilt

P(X, + Xy = n) = Z P(X, = HP(X; = n— k)

- Z( )p (1- ”l—k(nn_zk)pn—k(l — pyn
= p'(1 = p)utm—"n ; R\ M2\ _ neq _yutmn ny+n
S R

=0
=: Bin(n; + ny, p)({n}).

Die Summe ist somit erneut binomialverteilt: X; + X, ~ Bin(n; + ny, p).

Bemerkung: Die Menge der negativen Binomialverteilungen zum gegebenen Para-
meter p € (0, 1] bildet dank (a) eine Faltungshalbgruppe. Da Geo(p) = NegBin(1, p)
gehoren auch die geometrischen Verteilungen dieser Halbgruppe, sieche Aufgabe 2.17.

Aufgabe 2.36: Erzeugende Funktion einer zufalligen Summe cee

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei X = (X;);»o eine Folge unabhingi-
ger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit Werten in IN. Sei weiter N eine diskrete
Zufallsvariable mit Werten in IN und unabhingig von X. Zudem seien N und X als
quadratintegrierbar angenommen.

Man definiere die Summe mit zufélliger Anzahl der Summanden
N
- Z X;.
i=1
Die erzeugende Funktion von X; sei durch Gx(z) abgekiirzt, die unabhéngig von i ist.

(a) Beweisen Sie, dass die erzeugende Funktion von S folgende Gleichung erfiillt:

GS = GN OGx.

(b) SchlieBen Sie auf die

Wald-Identitt: E(S) = EWN) EX)
Blackwell-Girshick-Identitit: ~ Var(S) = Var(N)E(X)? + E(N) Var(X)
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— L —
Lﬁ < & k=2
= SRR /TN
{ <2 Zgly, cie

Lésung:
(a) Durch Bedingen auf das Ereignis {N = n} fiir n € IN folgt zunéchst
EGIN = n) = BEEHY) = (BY)) = Gx(@)".
Fiir die erzeugende Funktion von S gilt dann

Gs() = B(Z) = Y EEEIN = PN = n) = EGx(2)") = Gy(Gx(2).
nelN

(b) Durch Ableiten beziiglich z folgt unter Beachten der Kettenregel:

G5 (2) = Gy(Gx(2)) Gx(2),
GY{(2) = GY(Gx(2) (G(2))* + Gy(Gx(2)) G4 (2).

Fiir z / 1 folgt zum einen:

E(S) = G5(1) = Gy(1) Gx (1) = E(N) E(X),

und zum anderen

Var(S) = G§(1) + G5 (1)(1 — G(1))
= G(1) (Gy(1)* + Gy(1) G(1) + G5 (1)(1 — G5(1))
= E(N(N - D)EX)* + EINEX(X - 1)) + EWN) EX)(1 - E(N) E(X))
= Var(N)E(X)? + E(N) Var(X).
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Aufgabe 2.37: Zuféllige Summe Poisson-verteilter Anzahl Summanden e ® @

Sei N eine Poisson-verteilte Zufallsvariable: N ~ Poi(1), 4 > 0. Davon unabhéngig sei
die Folge (X;);>o unabhingiger, identisch verteilter Zufallsvariablen. Definieren Sie die
zufillige Summe S durch

N

S = X

i=1

Die Verteilung von S nennt man eine Compound Poisson-Verteilung.
(a) Seien X; ~ Ber(p), p € (0, 1). Bestimmen Sie die Verteilung von S.

(b) Eine Versicherungsgesellschaft interessiert sich dafiir, welche Kosten Z eine (zu-
fillige) Anzahl von Unfillen pro Jahr erwarten lassen. Man nimmt an, dass

N
Z:=r+S§ =r+ZX,-, re,
i=1

wobei X; die Kosten des i-ten Schadens modelliert. Die (X;);>o sind unabhiingig
und identisch logarithmisch verteilt, das heif3t ihre Zahldichte ist durch

k
P ! > 1,

IP(XI = k) = —7m, k =

fiir einen bestimmten Parameter p € (0, 1) gegeben.

(i) Berechnen Sie die erzeugende Funktion von X; und schlieen Sie daraus
ihren Erwartungswert und ihre Varianz.

Hinweis: Stellen Sie p*/k als Integral dar und vertauschen Sie Summation
und Integration.

(i) Nehmen Sie an, dass p = 1 — exp(—A1/r). Zeigen Sie dann mit Hilfe ihrer
erzeugenden Funktion, dass die Zufallsvariable Z NegBin(r, 1 — p)-verteilt
ist.

Lésung:

(a) Die erzeugende Funktion von X; ist Gx(z) = 1 — p + pz und die erzeugende
Funktion von N ist Gy(z) = exp(A(z — 1)). Nach Aufgabe 2.36 folgt insgesamt

Gs(2) = exp(A(Gx(2) = 1)) = exp(dp (z = 1)).

G (2) ist somit wieder die erzeugende Funktion einer Poisson-verteilten Zufalls-
variable, diesmal aber mit Parameter A p.
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(b @

(ii)

102

Direktes Berechnen nach dem Hinwesis liefert fiir z € [0, 1]

_ SR SRR o 073 SR S Y A
GX(Z)—E(ZX)_ ln(l—p); ko IH(I—P);IO ¥l

1 SIS | 7] _ In(1 - pz)
- 1n(1—p)f0 (;x ]dx_ 1n(1—p)f0 T = oy

Die Ableitungen der erzeugenden Funktion geben Riickschluss auf die Mo-
mente, so gilt

, _ p
= om =y
2
’” — p — ’ . p
GX(Z)— (l—pz)zln(l—p) GX(Z) l—pz'
Damit ergibt sich
, p
E(X) = Gy(1) = ~————
X =0 =~ mi=p
und
Var(X) = G(1) + Ge(1(1 = Gi(1) = G;<1>(1 L 1= Gy

_ p(p+Ind —p))
(1-p)*In*(1 - p)’

1
= B(X) (ﬂ - E(X)) =

Es gilt
a-px
Cn-py o ()@ e G
SOy T T T Ta e

wobei V ~ Geo(1 — p), siche Aufgabe 2.17.

Damit ist wegen Gy(z) = exp(A(z — 1))

Gz+2) = (7 Gy() ™D = 77 Gy(z),

In(1 — p)

da aus p = 1 — exp(—4/r) durch Umstellen r = — 7

folgt.

Nun ist aber
Gz(2) =7 Gz_+(2) = Gy(2)".

Damit ist Z genauso verteilt wie eine Summe von r unabhingigen, geome-
trisch verteilten Zufallsvariablen, d.h. Z ~ NegBin(r, 1 — p).



Erwartungswert unter bedingter Wahrscheinlichkeit

Bemerkung: Die Wahl r € IN und das speziell gewéhlte p erzwingen die diskrete
Version der negativen Binomialverteilung. Fiir beliebiges p € (0, 1) und r € R™ entsteht
die kontinuierliche Beta-Binomialverteilung.

2.5 Erwartungswert unter bedingter Wahrscheinlichkeit

Aufgabe 2.38: Geometrische Verteilung mit zufidlligem Parameter ooe

Wir betrachten eine geometrische Verteilung mit zufilligem Parameter. Dazu definiere
man eine Zufallsvariable Y auf {1,..., 10} gleichverteilt. Weiter sei X eine Zufallsva-
riable, deren bedingte Verteilung bekannt ist:

Py(- Y = k) = Geo(%).

Berechnen Sie den Erwartungswert von X.

Lésung: Zur Berechnung des Erwartungswertes nutzen Sie den Satz iiber den totalen
Erwartungswert. Das heif3t:

1001

10 10
EX) =Y EX[y =Py =k=) N1 7381
k=1 =1

—— =) - = %203
k10~ &k 2520

Aufgabe 2.39: Zufallsvariable bedingt auf i.v. Summe coe

Gegeben sei eine Folge von integrierbaren und identisch verteilten IN-wertigen Zufalls-
variablen (X;))<;<,. Definieren Sie weiter S := ). | X;. Bestimmen Sie einen Ausdruck
fiir I5(X;|S = k) als Funktion von k, k € IN.

Hinweis: Betrachten Sie IE(S|S = k).

Lésung: Zunichst gilt

E(SIS =k) =k
Weiter gilt aber dank der Additivitit des (bedingten) Erwartungswerts

ESIS = k) = E(anxi|s = k) = Z EXIS = k) =n-EX;|S = k).

n
i=1 i=1

Das Gleichsetzen der beiden Identititen liefert nun

k
EXi|S =k =
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Aufgabe 2.40: Erwartungswert durch Rekursion cee

In einer Urne sind w weile und s schwarze Kugeln enthalten, w,s € IN. Nun wird
solange ohne Zuriicklegen gezogen, bis das erste Mal eine weille Kugel gezogen wird.
Bezeichne N, ; die zufillige Anzahl der notwendigen Ziige.

(a) Begriinden Sie folgende Rekursion:

E(N,,) = 1 + —

E(Nw,s—l), w,s € N
w+s

und Nw,() =1.

Hinweis: Benutzen Sie X, die Indikatorfunktion des Ereignisses, dass die erste
gezogene Kugel weif; ist.

(b) SchlieBen Sie daraus auf den expliziten Wert von IE(N,, ;) als Funktion der Para-
meter w und s.

Lésung:

(a) Falls {X = 1} eintritt, endet das Ziehen mit dem ersten Zug und N,,; = 1. Ist
die erste Kugel schwarz, so tritt {X = 0} ein. So ist ein Zug verbraucht, aber der
Prozess startet erneut mit w weillen Kugeln und s — 1 schwarzen. Daher ist nach
dem Satz der totalen Erwartung

E(Ny,s) = E(NyslX = DPX = 1) + E(N,.,|X = 0) P(X = 0)

=1 = =1+ BN, 5-1) =%
=1+stEkag

(b) Sei zuerst s = 1, dann gilt:
E(N,.1) =1+ !

ENywo) =1+
———

=1

w+1 w+1

Mittels Induktion und Rekursion beweist man, dass

N
EW,,) =1 .
M) = 1+

Bemerkung: In Aufgabe 2.16 wird der allgemeinere Fall behandelt, wenn der Vorgang
erst nach dem Ziehen der k-ten weilen Kugel gestoppt wird, k € IN.
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Sonstiges

Aufgabe 2.41: Erwartungswert einer zufélligen Gleichverteilung cee

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine integrierbare, diskrete Zufalls-
variable auf IN. Sei Y eine auf {0, 1, 2, ..., X} gleichverteilte Zufallsvariable. Berechnen
Sie E(Y) in Abhingigkeit von IE(X).

Lésung: Zunichst gilt unter {X = k} aufgrund der angenommenen Gleichverteilung
auf {0, 1,2,...,k}

k
E(VX =k) = 5.

Dann gilt nach der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

k 1
E(Y) = Z E(Y|X = HP(X = k) = Z S PX = k) = S E(X).
kelN kelN

2.6 Sonstiges

Aufgabe 2.42: Konstante Zufallsvariable und triviale Sigma-Algebra (X X )

Sei X auf (Q, A, IP) eine Zufallsvariable.

(a) Man nehme an, X sei fast sicher konstant, d.h.

dceX(Q): PHw:X(w)=c})=1.

Man beweise, dass X von jeder beliebigen Zufallsvariable Y unabhéngig ist.

(b) Sei ¥ c A eine triviale o-Algebra, d.h. jede Teilmenge von ¥ ist entweder eine
Nullmenge oder das Komplement einer Nullmenge. Unter der Voraussetzung,
dass X : Q — R ¥ -messbar ist, beweisen Sie, dass X fast sicher konstant ist.

Hinweis: Berechnen Sie die Verteilungsfunktion von X.

(©) Sei f: (R,B(R)) —» (R,B(R)) eine messbare Funktion. Unter der Voraus-
setzung, dass X und f(X) unabhingig sind, beweisen Sie, dass f(X) fast sicher
konstant ist.
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2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

Loésung:

(a)

(b)

(©

106

Sei A (bzw. B) eine beliebige messbare Menge in X(Q) (bzw. in Y(QQ)). Da X fast
sicher konstant ist, existiert genau ein ¢, so dass P(X = ¢) = 1.

Sei zundchst A > ¢. Man betrachte die Vereinigung der Komplemente:
PEX e A U{Y e B))=PX € A)+P(Y € B)-P({X € A} n{Y € BY})
=0+IP(Y eB)-0.
Daher gilt P{X € A}n{Y € B}) =P(Y € B) = P(X € A)P(Y € B).

Seinun A 3 ¢, dann gilt
P(XeA YeB) <P(XeA)=0.
DalP(X € A)P(Y € B) =0-P(Y € B) = 0, hat man

P(Xe€A,YeB) =P(XeAP €B).

Da F trivial ist, gilt fiir jedes ¢ € R gerade X~ !(] — o0, 7]) € ¥ und daher

Fx(t) =P(X <1)=P(X'(] - o0,1]) €{0,1}.

Die Verteilungsfunktion ist aber monoton wachsend, rechtsseitig stetig und er-
fullt
lim Fx(x)=0, lim Fx(x)=1.
X—+00

x——00

Daher existiert ¢ € R mit der Eigenschaft ¢ := inf{¢ : Fx(¢) = 1}. Somit gilt

P(X = ¢) = Fx(c) = lim Fx(1) = 1

und X ist daher fast sicher konstant.

Da f eine messbare Funktion ist, ist die Zufallsvariable Y := f(X) entsprechend
o (X)-messbar, insbesondere gilt o7(Y) C o(X).

Wenn nun die Zufallsvariablen X und Y unabhingig sind, so sind die o-Algebren
o(X) und o(Y) unabhiéngig voneinander. Insbesondere ist o-(Y) unabhingig von
sich selbst als Teilmenge von o(X), mithin also eine triviale o-Algebra.

Daher haben alle Ereignisse von o(Y) die Wahrscheinlichkeit Null oder Eins.
Nach b) ist dann f(X) fast sicher konstant.



Sonstiges

Aufgabe 2.43: Informationsgehalt des Miinzwurfs cee

Sei (Q, A, IP) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung 7 : A — R U {co}
heisst Informationsgehalt, wenn sie folgende Eigenschaften erfiillt:

(i) Firalle Ey, E, € Agilt: I(Ey N Ey) > max (I(Ey), I(Ey)),
(i1) Fir unabhiéngige E|, E; € A gilt: I(E1 N Ey) = I(Ey) + I[(E»),
(iii) Fir alle E € A gilt: I(E) > 0.
(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung / : A — R mit
I(E) := —log,(P(E)), E € A,

die Eigenschaften (i)-(iii) erfiillt.

(b) Man betrachte den 6-fachen Miinzwurf mit unfairer Miinze, bei der die Wahr-
scheinlichkeit fiir Kopf durch p = % gegeben sei. Berechnen Sie den Informati-
onsgehalt folgender Ereignisse

E1 = ,,Es wurde keinmal Kopf geworfen “,
E,=,,Die Anzahl von Kopf ist ungerade “,

E5;=,,Die Anzahl von Zahl ist vier oder fiinf .

(¢) Man betrachte den unendlichen fairen Miinzwurf. Berechnen Sie den Informati-
onsgehalt der Ereignisse

E4=,,Im dritten Wurf wird Kopf geworfen “,

Es=,, Vor dem dritten Wurf wird nicht Kopf geworfen “,
E¢=,, Vor dem vierten Wurf wird nicht Kopf geworfen .

Lésung:

(a) Da Ey\ N E, C E; gilt P(E| N E) < IP(E)). Die Funktion —log,(x) ist monoton
fallend, sodass
—log,(IP(E; N Ey)) = —log,(PP(E))).

Sind E, E, unabhingig, so gilt P(E| N E,) = IP(E;)IP(E,) und folglich

—log,(IP(E1 N Ey)) = —log,(P(E1)) — log,(IP(ER)).

SchlieBlich gilt — log,(P(E)) € R* U {+oo}, da P(E) € [0, 1].
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2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

(b) Zunéchst definieren Sie die Zufallsvariable X, welche angibt, wie oft Kopf ge-
worfen wurde. Es gilt X ~ Bin (6, %) Damit ergibt sich als Verteilung:

k | 0 1 2 3 4 5 6
— 1 18 135 540 1215 1458 729
P (X_k) 4096 4096 4096 4096 4096 4096 4096

Mit Hilfe der Tabelle lassen sich durch Aufaddieren die folgenden Wahrschein-
lichkeiten bestimmen:

P(E) =P(X =0) = 7096~ 0,24 - 1073,
P(E,) =P(X €{1,3,5}) = % ~ 0,49,
PE;)=PO6-Xec{4,5)=PX=2)+PX=1)= % ~ 0,04.
Somit folgt fiir den Informationsgehalt
I(E)) =12 I(Ey) ~ 1,03 I(E5) = 4,74.

Der Informationsgehalt ist also hoch, wenn ein Ereignis sehr unwahrscheinlich
ist.

(c) Da die Wiirfe unabhéngig voneinander sind, folgt direkt IP(E4) = % Weiter er-
geben sich die Wahrscheinlichkeiten von E5 und Eg iiber die Umformulierungen

Es=,,Die ersten zwei Wiirfe sind Zahl
Es=,,Die ersten drei Wiirfe sind Zahl ¢

Damit ergibt sich

1 1 1 1
P(Es) = == = - PEs)=—==-.
(Es) 21 (E6) 73
Der Informationsgehalt ergibt sich damit schlieBlich als

I(Ey) =1, I(Es) =2, I(Es) = 3.
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Sonstiges

Aufgabe 2.44: Exkurs diskrete Entropie cee

Sei (Q, A, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine Zufallsva-
riable mit Werten in INj.

Definieren Sie die sogenannte Entropie der Verteilung von X
HX) := — Z P(X = i)log,(P(X = i)).
iENn
Man vereinbart, dass 0 - log,(0) := 0.

Die Entropie ist also die erwartete Informationsstreuung der Bildverteilungsdichte einer
gegebenen Zufallsvariable beziiglich des eigenen Wahrscheinlichkeitsmal3es.

Berechnen Sie die Entropie einer
(a) Bernoulli-verteilten Zufallsvariable X ~ Ber(p), p € [0, 1].
(b) gleichverteilten Zufallsvariable Y ~ Uy, -

(c) geometrisch verteilten Zufallsvariable Z ~ Geo(p), p € (0, 1].

Lésung:

(a) Fiir eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable X summiert man nur iiber zwei Wer-
te, daher gilt fir g := 1 — p:

H(X) = —plog,(p) — qlog,(q).

(b) Fiir eine auf {1,2,...,n} gleichverteilte Zufallsvariable Y ergibt sich fiir jeden
Summanden der gleiche Term, daher folgt:

1 -
H(Y) = -n- ~log,(n 1 = log,(n).
(c) Fir die geometrisch verteilte Z folgt mit g := 1 — p:

+00 +00 +0o
HZ) == ¢ ' plogy(@™'p) = —plogy(g) Y (i— D™ = plogy(p) )" g

i=1 i=1 i=1
q
1-

1
=-p logz(Q)W - Plogz(P)E = E@2) HX).

Bemerkung: Die Entropie der Zufallsvariable X kann auch als Erwartungswert des
Informationsgehaltes betrachtet werden.
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2 Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

Aufgabe 2.45: Verbleibende Lebensdauer cee

In Anwendungen der Zuverlissigkeitstheorie interessiert man sich fiir die sogenannte
durchschnittliche Restlebenszeit, auf Englisch Mean Residual Lifetime (MRL) eines
Produktes. Die Lebenszeit eines Produktes sei mit der IN-wertigen Zufallsvariable X
modelliert. Die MRL beschreibt die Anzahl Restzeiteinheiten eines Produktes (z.B. in
vollen Stunden), wenn das Produkt schon eine Anzahl Zeiteinheiten ¢ € IN funktioniert
hat. Es wird mittels bedingtem Erwartungswert definiert:

MRLx(1) = E(X - t|X > 1).

(a) Sei X ~ Geo(p). Bestimmen Sie MRLx(t),t € IN.

(b) Durch welche Eigenschaft der geometrischen Verteilung lasst sich das Ergebnis
aus (a) erklidren?

Lésung:

(a) Mittels der Definition des bedingten Erwartungswertes und der Aufgabe 2.19
folgt direkt

1
MRLy(f) = XD Z(k—t)]P(X k)

k=t+1
=p ) k=n(-pf=p> i -p!
k=t+1 Jj=1
1
=—p— l=p)y =-—p—===
Py Z( p) pdpp »
= E(X).

Das Ergebnis besagt E(X|X > 1) = E(X) +t.

(b) Dass diese MRLx-Funktion konstant ist, ist ein Korollar der Gedéchtnislosigkeit
der geometrischen Verteilung, sieche Aufgabe 2.32.

Bemerkung: Die durchschnittliche Restlebenszeit lidsst sich analog auch fiir Vertei-
lungen mit Dichte bestimmen, siehe Aufgabe 3.33.
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KAPITEL3

Stetige Zufallsvariablen

SyLviE R&LLy, ANNIE FLOGE

3.1 Dichte und Verteilungsfunktion

Aufgabe 3.1: Parameterabhéngige Verteilungsfunktion cee

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable, deren Verteilungsfunktion durch

0 fallsr < 0,
Fx(t) ={c fallste]0,1),
1, fallsr>1

gegeben ist. Dabei sei ¢ eine reelle Konstante.
(a) Skizzieren Sie Fx(t) fir c = 1/2.
(b) Welche Werte kann ¢ annehmen?

(c) Beschreiben Sie die Verteilung von X in Abhéngigkeit von ¢, indem Sie die Wahr-
scheinlichkeit der Menge {1} berechnen und gegebenenfalls eine Dichte angeben.



3 Stetige Zufallsvariablen

Loésung:

(a) Eine Skizze von Fx(?) fiirc = 1/2:

0 !
(b) Da eine Verteilungsfunktion eine monoton wachsende Funktion ist, kann ¢ nur
Werte im Intervall [0, 1] annehmen. Mithin ist Fx nur fiir ¢ = 1 stetig. Fiir alle

anderen Werte hat die Funktion ¢ — Fx(¢) einen Sprung an der Stelle r = 1 der
Hohe 1 —c.

(c) Seic € [0, 1]. Die Beziehung Px((—oo, f]) = Fx(f) charakterisiert die Verteilung
von X.

Fiir die fallende Folge A, := (1 — 1/n,1] € B(R) gilt N;~, A, = {1}. Mit Hilfe
der Stetigkeit von Py gilt nun

Px({1)) = lim Px(4,) = lim (Fx(1) = Fx(1 ~ 1/m)

=l-clim(1-1/n?=1-c.

Nun definiert die monoton stetige Funktion 7 — F(¢) := ¢ 2 Ti0,1)(#) + ¢ Lj1,00)(2)
eindeutig das Lebesgue-Stieltjes-Mall Px — (1 — ¢) ;. Es besitzt auf (0, 1) die
Dichte f(f) = F'(t) = 2 ct. Daher bekommt man folgende Zerlegung:

Py(dr) = 2ct L1y @) dt + (1 - ¢) 1.

Fiir ¢ = 0 gilt Px = &}, daher ist X = 1 mit Wahrscheinlichkeit Eins.
Fiir ¢ = 1 besitzt X die Dichte fx(¢) = 21 1,1)(?).

Aufgabe 3.2: Berechnung einer Verteilungsfunktion ooe

Sei X eine Zufallsvariable mit Dichte

c

m]].]p;r(x), ceR*.

fx(x) =

(a) Bestimmen Sie die Konstante c.

(b) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion F(7).
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Dichte und Verteilungsfunktion

Loésung:

(a) Das Integral der gegebenen Funktion ist

+00

+00 —+00 ¢ c c
f:oo fX(x)dx = f:oo mﬂ]}{*(x)dx = —m . = a

Nach der Normierungseigenschaft von Dichtefunktionen muss fR fx(x)dx =1
gelten, daher folgt ¢ = 81.

(b) Fiir t > 0 bestimmen wir die Verteilungsfunktion durch Integrieren der Dichte
und erhalten

t

81 27 27
Fx(= | ———dx=-—"r| =1-—.
x(®) fo(x+3)4 AT (13
Damit erhalten wir insgesamt
27
Fx() =1 — ——= | 1r-(®.
x(2) ( (t+3ﬁ) R+ ()
Aufgabe 3.3: Heaviside-Funktion als Verteilungsfunktion coe

Wir beschiftigen uns mit der Integration von Verteilungsfunktionen, insbesondere falls
es sich bei der Verteilungsfunktion um die Heaviside-Funktion handelt.

(a) Sei F eine stetige Verteilungsfunktion und 4 > 0. Zeigen Sie, dass dann

1 x+h
i) = f F(tdt, xe€R,

auch eine Verteilungsfunktion ist.

(b) Sei a € R. Man betrachtet die Heaviside-Funktion H, an der Stelle a, definiert
durch H, := 1j,+«). Beweisen Sie, dass H, eine Verteilungsfunktion ist und
bestimmen Sie die assoziierte Wahrscheinlichkeit.

(c) Berechnen Sie die Funktion ®;, aus (a) in dem Fall F = H,. Zu welchem Wahr-
scheinlichkeitsmal} wird dann die Verteilungsfunktion @, assoziiert?
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Loésung:
(a) Esistzu iiberpriifen, dass ®; monoton wachsend und rechtsseitig stetig ist sowie

lim @;,(x) = 0, lim ®,(x) = 1
X—>—00

X—+00
erfiillt.

(i) Monotonie: Da F stetig ist, folgt ihre Riemann-Integrierbarkeit und @y, ist
stetig differenzierbar. Die Monotonie von ®@;, wird dann durch die Betrach-
tung ihrer Ableitung bewiesen. Nach der Leibniz-Regel gilt fiir alle x € R

D) (x) = %(F(x +h) - F(x)) > 0.

Da die Ableitung nicht negativ ist, ist ®, monoton wachsend.
(ii) Rechtsseitige Stetigkeit: Da @, € C', ist ®;, insbesondere rechtsseitig ste-
tig.
>iii) limy_,_o ®@p(x) = 0 und lim,_,,, ®p(x) = 1:
Fiir alle ¢ € (x, x + h) gilt
Fx)<F@t)<F(x+h)

und somit
OSFx)<®,(x)<F(x+h)<1.

Dies impliziert

lim ®p(x) < lim F(x+h)=0 und lim ®y(x) > lim F(x) = 1.
X——00 X—+00

X——00 X—+00

(b) H, ist monoton wachsend, rechtsseitig stetig und besitzt die passenden Limite in
—oo und +oo. Es handelt sich bei H, um die Verteilungsfunktion des Dirac-Malles
an der Stelle a.

(c) Esgilt

Oy (x) = 0, firx<a-h,
= 1, firx>a.

Fira—-h < x < agilt

x—(a-h)

a x+h
Dp(x) = %f H,(tdt + %f H,(ndr =0+ %(x+h—a) T a- (a—h)

Dabher ist @, die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung U|,— 4]
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Dichte und Verteilungsfunktion

Aufgabe 3.4: Erwartungswert als Integral ooe

Sei g eine nicht-negative messbare Funktion auf einem messbaren Raum (E, &, i), wo-
bei u ein o-endliches MaB ist.

(a) Beweisen Sie, dass

ng(X)ﬂ(dX)=f0 u(x € E : g(x) > y})dy.

Hinweis: Benutzen Sie die Identitdt g(x) = Og(x) dy.

(b) Beweisen Sie, dass daraus die folgende Gleichheit fiir jede nicht-negative Zu-
fallsvariable X mit IE(X) < +oco folgt:

E(X) = fo Py(X > y)dy = fo (1= Fx()) dy.

Hierbei notiert Fx die Verteilungsfunktion von X.

(c) Benutzen Sie die Gleichung aus (b), um den Erwartungswert einer exponential-
verteilten Zufallsvariable zu berechnen.

Lésung:

(a) Mittels des Satzes von Fubini folgt

g(x) 00
f g(x) u(dx) = f f dy u(dx) = f f Lig()>y) p(dx) dy
E E JO 0 E

= f pu({x € E 2 g(x) > y}) dy.
0
(b) Wir verwenden die Gleichheit aus (a) fiir £ = R*, g(x) = x und u = Py:
+00
EX) = f xPx(dx) = f Px({xe R : x>y} dy
R* 0

:j; ]P(X>y)dy=j(; (1 = Fx(y))dy.

(c) Sei X ~ Exp(1). Dann ist 1 — Fx(y) = ¢~* und somit

E(X)=fm(l—Fx(Y))d)’:fme_Aydy:l-
0 0 1
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3 Stetige Zufallsvariablen

Aufgabe 3.5: Quantilfunktion cee

Sei F die Verteilungsfunktion einer reellwertigen Zufallsvariable. Man definiert die
sogenannte Quantilfunktion' wie folgt:

FCY110,1] = R U {00}, FEY(@y) = inf{x : F(x) >y},

wobei inf @ := +oo0.

(a) Zeigen Sie, dass F~V die iibliche inverse Funktion F~! ist, wenn F eine streng
monotone und stetige Funktion ist.

(b) Es sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit einer streng monotonen und ste-
tigen Verteilungsfunktion Fy. Warum ist Y := Fx(X) eine Zufallsvariable? Be-
stimmen Sie die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable Y.

(c) Es sei F eine streng monotone und stetige Verteilungsfunktion und U eine auf
[0, 1] gleichmiBig verteilte Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass dann F~!(U) eine
Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F ist.

(d) Sei X ~ Exp(4) mit A > 0. Geben Sie ihre Quantilfunktion an.
(e) Sei F die Verteilungsfunktion einer Binomialverteilung Bin(10, 3/10). Berech-
nen Sie FCY(0,5).
Lésung:
(a) Da F streng monoton und stetig ist, gilt fiir y € [0, 1]
inf{x: F(x) >y} =sup{x: F(x) <y}
Aufgrund der Monotonie von F folgt fiir alle p € R
FED(F(p)) = suplx : F(x) < F(p)} = p.

Da ebenso F(FV(p)) = p gilt, erfiillt die Quantilfunktion die Eigenschaften der
iiblichen inversen Funktion.

(b) DaY eine Komposition einer messbaren Abbildung und einer stetigen Abbildung
ist, ist Y selbst messbar. Also ist Y eine Zufallsvariable mit Werten in [0, 1].

Zur Bestimmung der Verteilungsfunktion Fy sei nun u € [0, 1]. Dann gilt
Fy(u) = P(Fx(X) < u) = P(X < Fy'() = Fx(Fx' () = u,

wobei F;(' die inverse Abbildung ist (diese existiert, da F stetig und streng
monoton ist).

! Auch verallgemeinerte inverse Funktion im Sinne von Paul Lévy
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(d)

(e

Dichte und Verteilungsfunktion

Falls u < 0, so folgt {w : Fx(X(w)) < u} = 0 und daher Fy(u) = 0.
Falls u > 1, so folgt {w : Fx(X(w)) < u} = Q und daher Fy(u) = 1.

Insgesamt folgt daher

Fy(u) = ullp1;(u) + L1 100y (00).
Somit ist Y eine auf [0, 1] gleichmifig verteilte Zufallsvariable, d.h. Py = U 3.

F~'(U) ist als Verkettung von messbaren Abbildungen selbst messbar und eine
Zufallsvariable. Zur Berechnung der Verteilungsfunktion sei nun x € R, dann ist

Frawy(x) = PF'(U) < x) = P(U < F(x)) = Fy(F(x)),

wobei Fy die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable U bezeichnet und gegeben
ist durch

Fy(2) = z11011(2) + 1(1 400) (2)-
Da nun F(x) € [0, 1] fiir alle x € R, folgt insgesamt

FFfI(U)(X) = F(X)

Es ist bekannt, dass die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung gegeben
ist durch Fx(x) = (1 — e™*) 1g+(x). Somit ist Fy streng monoton und stetig und
es ist die Inverse der Verteilungsfunktion zu berechnen. Durch Umstellen der
Verteilungsfunktion ergibt sich

_ In(l —y)
=l-eMox=-— 22,
y e X 1

Die Quantilfunktion von X ist daher

In(1 - y)

FY'0) = ——

Lo, ().

Die Verteilungsfunktion einer diskreten Verteilung ist nicht mehr stetig, sondern
stiickweise konstant. Im Fall der Binomialverteilung mit Bin(n, p) erhilt man

L]
Fy=Y" (Z) P =) Do) + Lo, 1 € R

k=0

Hier muss die Definition der verallgemeinerten Inversen benutzt werden. Es gilt
daher fiir n» = 10 und p = 3/10 zunéchst

fallsr € [2
Fo) ~ 0,38 fallst € [2,3),
0,65 fallst € [3,4).
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3 Stetige Zufallsvariablen

Daraus folgt F~1(0,5) = inf {x : F(x) > 0,5} = inf[3,4) = 3.

Alternativ 1isst sich der Wert auch im Graphen von F ablesen:

Bemerkung: F~"(0,5) wird auch als Median der Verteilung bezeichnet, siehe dazu
Aufgabe 2.7 in Sektion 2.2.1 und Aufgabe 3.23 in Sektion 3.2.4.

Aufgabe 3.6: Rander der GauB-Verteilung cee

Sei X eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass fiir alle x > 0 die folgen-
den Abschitzungen gelten:

11 1) 1 e v

—(— - —B)e—x/z <PX>x<—F

\Vor\x  x o X
Lésung: Fiir die obere Schranke berechnet man
+00 1 N +00 u )
P(X>x) = —e™" /Zdus—f —e %4
x 2n @T X X
R U7 e
2n X u=x V2rn X

Durch zweifache partielle Integration ergibt sich fiir die untere Schranke

1 1 . 1 e e
IP(X>x)=—f —ue P du=—|- —f —e 1 du
Vorn Jx u V2n 70 P .
—x2/2 oo
> _1 e _ f+ 16—142/2 dul = 1 l _ l e—xz/zl
V2l x . X Vo \x o X3
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3.2 KenngroBen wichtiger, stetiger Zufallsvariablen

3.2.1 Stetige Gleichverteilung
Aufgabe 3.7: Skalierte Gleichverteilung coe

Sei U eine auf [0, 1]-gleichmiBig verteilte Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass die Zufalls-
variable
Xi=a+b-a)U,

die Verteilung U, ;) besitzt, wobei —co < a < b < +oco. Geben Sie den Erwartungswert
von X an.

Lésung: Wir betrachten die Verteilungsfunktion von X und erhalten

Fx(t):IP(XSt):IP(a+(b—a)U§t):IP(US t_“)

b-a
0 Jfallst<a
= ;—i ,falls ¢ € (a, b)
1 Jfalls t > b.

Daher ist X ~ (L{[a,b]'

a+b

Weiter gilt wegen IE(U) = 1/2noch E(X) =a+ (b -a)EWU) =

Aufgabe 3.8: Momente und Summe gleichverteilter Zufallsvariablen ocoe
Es sei X eine auf [0, 1]-gleichmiBig verteilte Zufallsvariable.

(a) Sei k € IN. Priifen Sie die Existenz des Erwartungswertes von X* und geben Sie
diesen im Falle der Existenz an.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe von (a) Erwartungswert und Varianz von X.

Lésung:

(a) Da X und X* nicht negative Zufallsvariablen sind, die durch 1 beschrinkt sind,
folgt die Existenz aller Momente. Eine Dichte von X ist die Indikatorfunktion
des Intervalls [0, 1]. Daher

—+00 1 1 1
EXY = *1 d =f kdx = el =
%) Lo o de= | xide= s K+l

(b) Mit Hilfe von (a) erhélt man IE(X) = % und Var(X) = E(X?)-E(X)? =
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3 Stetige Zufallsvariablen

Aufgabe 3.9: Momenterzeugende Funktion der Gleichverteilung cee
Sei X eine auf [—1, 1] gleichverteilte Zufallsvariable.

(a) Berechnen Sie die momenterzeugende Funktion My (t) := FE(e'*) von X und ge-
ben Sie ihren Definitionsbereich an.

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X mit Hilfe der moment-
erzeugenden Funktion.
Lésung:
(a) Wir berechnen fiir ¢t # 0
S| 1! inh(
My () = E(e™) = f ¢ S dr = 5 f e dx = Smt( ).

1

—00

Falls ¢ = 0 gilt Mx(0) = E(e®) = 1. Somit ist Mx(f) < +oo fiir alle t € R, folglich
ist ihr Definitionsbereich IR.

(b) Man hat P(|X] < 1) = 1. Daher gilt fast sicher

+00 i +00 i
x|

—|< ), = =e
j=0 J: j=0 J:

Nach dem Satz der dominierten Konvergenz diirfen somit Erwartungswert und
unendliche Summe vertauscht werden. Das ergibt

Myx(1) = E(Z % = Z 7 IE(XJ) =1+tTBX)+ — ]E(Xz) + Z E(X’
j=0 . j=0

Weiter gilt mit der Reihendarstellung von sinh

smh(t) - Al R
sty _ 2 S DL
2(2]+1)v Z(Z]+1)‘ +3!+;(2J’+1)!

Durch Koeffizientenvergleich folgt daraus IE(X) = 0 und E(X?) = % Damit gilt
Var(X) = E(X?) - E(XX)* = §

Allgemein gilt fiir k € IN

E(Xk) B 0 fiir k ungerade,
B k% fiir k gerade.
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Aufgabe 3.10: Zuféllige Punkte auf der Kreisscheibe cee

Es sei K, := {(x,y) € R? : x> +y?> < r?} die um den Ursprung O zentrierte Kreisscheibe
mit Radius » > 0. Mit P := (X, Y) wird ein zufilliger Punkt in K, bezeichnet, wobei P
gleichverteilt auf K, ist.

P(w) = X(w), Y(w))

U(w)

Es bezeichne weiter (A, den Fldcheninhalt von K,. Dann ist die Dichte von P gegeben
durch

1 1
fr(x,y) = %]ll(,(x, y) = m]lk,(& y).
(a) Berechnen Sie die marginalen Dichten der Zufallsvariablen X und Y. Sind X und
Y unabhingig?

(b) Berechnen Sie Cov(X, Y).

(c) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable
U:= VX2 +Y2=|O0P]|.

Nutzen Sie das Ergebnis, um die Dichte von U zu bestimmen.

(d) Berechnen Sie die folgenden GroBen: E(U?), E(X?), E(Y?), Var(X) und Var(Y).
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3 Stetige Zufallsvariablen

Loésung:

(a) Wir erhalten die Dichte von X durch Integrieren der gemeinsamen Dichte von
(X, Y) iiber die Werte von Y. Somit berechnen wir

1
s = [ sy = [ tenay
R re Jr

1 roe 2Vr2 = &2
= dy]l[fr,r](x) =5 ]l[fr,r](x)
nr? J_ vz nr

Analog erhilt man als Dichte von Y

2VGT:_E

y
= 1 7).
fr») pow (-1 (Y)
Ein Plot der Funktion ist in Abbildung 3.1 dargestellt.

Die Zufallsvariablen X, Y sind voneinander abhingig, da

2\’ 1
Ix0)fy(y) = (—2) N =D = y) L2 (x,y) # —5 1k, (x,y) = fp(x, y).
nr nr

(b) Es gilt Cov(X,Y) = EXY) — E(X)E(Y). Da es sich bei x — xVr? — x2 fiir
X € [-r, r] um eine ungerade Funktion handelt, siche Abbildung 3.2, erhalten wir

2 T
EY)=EX) = —Zf xVr2 —x2dx =0.
arr J_,

Aufgrund der Symmetrieeigenschaften gilt weiter fR x1g (x,y)dx = O fiir alle
y € R. Daher

1 1
E(XY) = f xy fp(x,y)dxdy = —2f xylg, (x,y)dxdy = — f 0dy = 0.
R2 r R2 r R

N
- r=1)2

1
1
1
1
! u
-1 -0,

5 0 0,5 1

Abbildung 3.1: Graph der Funktion x — fx(x) = 7% V2 — x2,
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Daher gilt Cov(X, Y) = 0. Also sind die Zufallsvariablen X, Y zwar unkorreliert,
aber trotzdem abhingig.

Die Verteilungsfunktion ergibt sich durch ein geometrisches Argument.

1 A, u?
Fyw) =PX* +Y> <u’) = 7 - =3

) LZHKM(X’)’)‘{X‘ZY: A =

r

Daraus folgt nun
2

u
Fyu) = ﬁ]l[o,r](u) + L 400y (10).
Als Dichte von U erhilt man durch Ableiten
, 2u
fuw) = Fy(u) = r_2]110,rl(”)-
Man bemerkt noch, dass U? auf [0, r*] gleichverteilt ist, denn

u
Fup) = Fu(Vi) = 510,210 + L2 100 10

Man beachte, dass beim Einsetzen von +/u in die Verteilungsfunktion auch die
Indikatorfunktion anzupassen ist.

Da U? auf [0, ] gleichverteilt ist, ist E(U?) = r?/2. Nach der Definition von U

gilt dann
2

% = B(U?) = E(X?) + E(Y?) = 2E(X?),
und somit E(X?) = E(Y?) = %. Damit folgt

2
Var(X) = E(X?) = E(Y?) = Var(Y) = %.

— r=1

- r=1/2

05 +

Abbildung 3.2: Graph der Funktion x > x Vr2 — x2.
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Bemerkung: Die x-Werte des zufilligen Punktes P hdufen sich um 0 und streuen mit
einer Standardabweichung von +/Var(X) = r/2. Dennoch liegen die zufilligen Punkte
P(w) nicht gehduft um das Zentrum O von K,. Das liegt an der Geometrie der Kreis-
scheibe, auf der die Gleichverteilung definiert wurde. Wihlt man stattdessen ein ach-
senparalleles Quadrat, so sind die marginalen Dichten unabhingig und gleichverteilt.

Aufgabe 3.11: Dyadische Entwicklung cee

Sei (X,,)new eine Folge unabhiéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen mit X; ~
Ber(1/2). Man definiert

Beweisen Sie, dass X auf [0, 1]-gleichmiBig verteilt ist.

Lésung: Wir zeigen IP(X < x) = x fiir alle x € [0, 1]. Dazu nutzen wir die (eindeutige)
dyadische Entwicklung, welche fiir jedes x gegeben ist durch

1l
—_

das

Zunichst gilt fiir jedes n € IN

n n n i-1
{w : Z # < Z %} = |_|{w : ﬂ{Xk(w) = a} N {Xi(w) < a[}}.

i=1 i=1 i=1 k=1

Daraus ergibt sich nun

i-1
X < a0 )X = ak}]

P(X < x) = lim E P
n—+oo
i=1 k=1

n

n i-1 i i
= nETw;P(Xi < ai)gP(Xk =ay) = nl_i)rilooz ;ii = Z% =X

i=1 i=1

{
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3.2.2 Exponential- und Gammaverteilung
Aufgabe 3.12: Trunkierte Exponentialverteilung cee

Sei X eine zum Parameter 1 exponentialverteilte Zufallsvariable, welche auf der Ho-
he n € IN abgeschnitten wird. Die trunkierte Zufallsvariable wird mit X,, notiert, also
X, := min(X, n). Sei Fx, die zugehorige Verteilungsfunktion.

(a) Zeigen Sie, dass fiir r € R gilt F () = Fx(min(n, 1)) + e 7" L, 400y (8).

(b) Beweisen Sie, dass die Verteilung von X, das Wahrscheinlichkeitsmal} p,, ist,
wobei
Wy =V, +e "6,

und das Maf v, die Dichte g,(r) = e 1o (?) besitzt.

(c) Priifen Sie die Existenz des Erwartungswertes von X,,. Berechnen Sie im Falle
der Existenz sowohl [E(X,,) als auch lim,,_, , -, IE(X,,).

Lésung:
(a) Esgiltfirre R
Fx,(t) = P(min(X,n) < 1)
=Pmin(X,n) <t|X <n)PX <n)+Pmin(X,n) <t|X >n)PX > n)
= P(X < min(n, 1)) + P(X > n) Ly +00)(t) = Fx(min(n, 1)) + €™ Ly 100)().
(b) Fiir den ersten Teil, Fx(min(n, t)), erhalten wir durch Ableiten auf [0, )
(Fx(min(n, 1)) = fi(min(n, ) Lo (1) = €™ Lo ,(1) = e Lo (2).

Da es sich weiter bei 1}, «)(f) gerade um die Verteilungsfunktion der Dirac-
Verteilung in n handelt, ist die Verteilung von X,, genau durch y, gegeben mit

Hp = Vy +€7"6,.

(c) Die Existenz des Erwartungswertes von X, folgt aus 0 < X, < X und der Existenz
des Erwartungswertes von X. Nun gilt

EX,) = f X up(dx) = f xe *dx+e"n=—-(mn+De"+1+e"'n=1-¢".
R 0

Fiir n — +oo erhalten wir dann lim E(X,) = lim 1 -¢7" =1 = EX).
n—-+oo

n—+o0o

Bemerkung: Im letzten Aufgabenteil wird die Kommutativitit zwischen der Bildung
des Grenzwertes und des Erwartungswertes verifiziert. Dies ist begriindet in der Mono-
tonie von n - X,,.
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Aufgabe 3.13: Minimum von exponentialverteilten Zufallsvariablen cee
Sei (X;)i=1...» eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit X; ~ Exp(4;). Bestimmen
Sie die Verteilungsfunktion von Y := min(Xy, ..., X,).

Lésung: Man bemerkt zunichst, dass Y fast sicher positiv ist. Man definiere 1 :=
>, A;. Dann gilt aufgrund der Unabhéngigkeit fiir z > 0

n

P(Y > ¢) = P(min(Xy,...,X,) > 1) = l_[ PX;>1 = 1_[ exp(—4;t) = exp(—A11).
i=1 i=1

Folglich ist Fy(f) = 1 — exp(—At) und Y exponentialverteilt zur Intensitit A.

Bemerkung: Damit ist die Klasse der exponentialverteilten Zufallsvariablen stabil
unter der Bildung von Minima, vorausgesetzt die Unabhingigkeitsannahme gilt.

Aufgabe 3.14: Konzentrationsungleichungen cee
Sei X eine positive Zufallsvariable und ihre momenterzeugende Funktion
My (1) == E(e”™) € R* U {+oo}.
(a) Beweisen Sie, dass fiir alle s, > 0 gilt

P(X > 5) < e " Mx(2).

(b) Sei X ~ Exp(1). Fiir welche Werte von t ist Mx(t) endlich? Bestimmen Sie durch
Optimierung der Ungleichung eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit,
dass X mindestens zweimal ihren Erwartungswert liberschreitet.

(c) Sei X ~ Poi(A) mit A > 0. Fiir welche Werte von ¢ ist Mx(t) endlich? Bestimmen
Sie durch Optimierung der Ungleichung eine obere Schranke fiir die Wahrschein-
lichkeit, dass X mindestens zweimal ihren Erwartungswert iiberschreitet.

Losung:

(a) Mit Hilfe der Bienaymé-Tschebyschoff-Ungleichung gilt fiir s,7 > 0

P(X > 5) = P(e”™ > ¢*) < B(e™) e = My(t) e™™.
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(b) Wir sind interessiert an P(X > 2IE(X)) = IP(X > 2). Dazu berechnen wir fiir
te R*

+00
Mx(1) = f e dx.
0

Daher gilt Mx(f) < +oco genau dann, wenn ¢*"D1g:(x) € L' das heift wenn
t < 1. Somit berechnen wir weiter fiir 7 € [0, 1)

+00

1 . 1
Mx(H) = ———e 1 = —
X =-73¢ o l-t
Folglich erhalten wir
o2
P(X>2)< T = 8.

Da wir an einer moglichst scharfen oberen Schranke interessiert sind, minimieren
wir g. Die erste Ableitung ist gegeben durch

2 (2t-1)

g0 = a7

)

mit Nullstelle r* = % € (0, 1). Die zweite Ableitung ist

2042 -2t+ 1) e
(t-1)}

g’ =-

Es gilt g”(¢*) > 0 und somit nimmt g in % ein Minimum an. Insgesamt folgt somit

1
e %12

PX22)s -

=2¢7' %~ 0,736.

1
2
Andererseits gilt

P(X>2)=1-Fx(?2) =e¢?=~0,135.

Die optimierte obere Schranke ist also 2 e-mal grofler als der tatsdchliche Wert
von P(X > 2). Dies zeigt, dass diese Konzentrationsungleichung nicht scharf ist,
falls X exponentialverteilt ist.

(c) Wir sind interessiert an P(X > 2IE(X)) = P(X > 24). Fiir die momenterzeugende
Funktion berechnen wir

+00 k +00 Nk
_ A _ (/16) _
Mx () = E e ’lﬁ = E = e,
k=0 : =0 "

womit My(t) < +co fiir alle ¢ € RR.
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Folglich gilt
P(X > 21) < e 2 My(t) = 172 = p(yp).

Wir sind erneut an einer moglichst scharfen oberen Schranke interessiert und
berechnen daher als Ableitungen von £

W (0) = (e —2) et (7172,
(1) = A(Ae¥ + (1 — 4’ +42) (=120,
Dies fiihrt zu #* = In(2) als Minimum von 4. Insgesamt erhalten wir somit
P(X > 21) < 117212  (=0.3864

Im Falle von A = 4 erhilt man also als obere Schranke 0,212. Die direkte Be-
rechnung ergibt P(X > 8) =1-P(X <7) = 1 -0,949 = 0,051.

Aufgabe 3.15: Erlang-Poisson-Beziehung cee

Sei (X;)i»1 eine Folge unabhingiger, zum Parameter A € R™ exponentialverteilter Zu-
fallsvariablen. Definieren Sie

So:=0, Sh ::iX[.
i=1

(a) Bestimmen Sie eine Dichte von S, fiirn > 1.

(b) Bestimmen Sie P(S,-; < x < §,), x > 0, und interpretieren Sie das Resultat.

Ldésung:

(a) Man betrachtet zunichst S,. Nach Faltungsformel gilt fiir # > 0
I, () = fx+x,(0) = f fxi () fx, (1 = s)ds
R

! !
= /lzf eV e ds = 22 e_ﬁ’f ds= et
0 0

Fiir t < 0 verschwindet die Dichte.

Man benutzt die Faltungsformel fiir die Dichten von S ,_; und X,, und findet per

Induktion .
@™
Hn=2Aa Tr+(D).
fou0 = A e e )
Die Verteilung von S, wird Erlang-Verteilung genannt und ist ein Spezialfall der
Gammaverteilung.
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(b) Es gilt allgemein fiir Ereignisse A, B, dass IP(A \ B) = P(A) — P(A N B). Daher
gilt fiir x > 0

P, >x 8,1 <x)=P(S,>x) - P{S, > x} N {S,-1 < x})
=P, >x)—P(S,-1 > x).

Mittels partieller Integration ist weiter

Y1 n—1
PS,>x)=1-2 ((ni)l)!e_/”dt
(/1[)” l _/”x X (/lt)n—Z Y
(n—l)‘ ) 1-2 | —(n_z)!e dt
pi n—1
= En’?l)‘ e+ (S, > X).
Daher ist
n—1
PlS,-1<x<8y) = E/li)l)' = Poi(Ax)({n — 1}).

Insbesondere P(Sg < x < §) = P(X| > x) = ™'~

Fiihrt man die partielle Integration in der vorigen Formel fort, so folgt

n—1 k
P(S, > x) = Z(“)

Daher gilt fiir die Verteilungsfunktion der Erlang-Verteilung
Fs,(x)=1-Fy(n-1),

wobei Y ~ Poi(Ax).

3.2.3 Normalverteilung
Aufgabe 3.16: Betrag der Standardnormalverteilung cee
Sei X eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable.

(a) Berechnen Sie eine Dichte von |X].

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von |X|.
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Abbildung 3.3: Graphen der Dichten fx und fjx,.

Lésung:
(a) Man benutzt die Symmetrie von X. Fiir t > 0 gilt
Fx ) =P(X|<t)=P(-t <X <1) = O(t) - D(—1) = 20(1) - 1,

wobei @ die tibliche Notation fiir Fy ist, siche Appendix A.2. Durch Ableiten
erhilt man dann als Dichte fiir x > 0

’ 2 .sz
ﬁXl(x) = 2fX(x) = 2FX(X) = 7_( exp (_E) .

(b) Mittels Substitution z = x?/2 berechnet man

E(X]) = f i (0 dx = \[ f
L]

Da pu = 0 ergibt sich fiir das zweite Moment

m\”,\,

2
= \ﬁ ~ 0,798.
0 T

E(XP) = E(X?) = Var(X) = 1.
Daher folgt
2
Var(IX]) = E(X]?) - E(X])> =1 - = ~ 0,36 < Var(X) = 1.
T
Bemerkung: Anhand der Varianz fillt auf, dass der Betrag der Standardnormalver-
teilung konzentrierter um ihren Erwartungswert ist als die Standardnormalverteilung.

Dies wird auch deutlich, wenn man die Graphen der Dichten von X und |X| betrachtet,
siehe Abbildung 3.3.
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Aufgabe 3.17: Logarithmische Normalverteilung cee

Eine Zufallsvariable X heiflt log-normalverteilt mit Parametern m € R und o2 >0,
falls die Verteilung von log X gleich der Normalverteilung N (m, o%) ist. Sei nun X eine
log-normalverteilte Zufallsvariable mit Parametern m und o.

(a) Zeigen Sie, dass fiir r > 0 gilt

]E(Xr) — erm+%0'2r2'

(b) Berechnen Sie unter Verwendung von (a) den Erwartungswert und die Varianz
von X.

(c) Zeigen Sie, dass X" log-normalverteilt ist und geben Sie die Parameter an.

Lésung:

(a) Da X log-normalverteilt ist mit Parametern m, 0%, gilt X = exp(Y). Dabei ist
Y ~ N(m,c?). Falls My die momenterzeugende Funktion von Y ist, gilt

1 +00 _ 2
E(X") = B(e'") = My(r) = — I () exp (—@2(7’;1) )dy

= exp _m—2 + (m + ro?)? ! f+oo exp ——0) —(m+ oP))” dy
202 202 Vo2 Jowo 202

_ 2rmo? 2ot _ 1,5,
= exp T._Z'FT._Z = exp rm+§O'r .

(b) Aus Teil (a) folgt mit r = 1
(fz
EX)=¢""7.

Fiir die Varianz berechnet man analog fiir r = 2

Var(X) - ]E(XZ) _ ]E(X)2 — 62m+20—2 _ 62m+g—2 _ 62m+g—2 (eo—z _ 1)

(c) Daln(X) ~ N(m,o?), gilt In(X") = rIn(X) = rY ~ N(rm, r*c?).
Bemerkung: Die Poisson-Verteilung ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die in der
Versicherungsmathematik die Hiufigkeit von Schédden beschreibt. Hingegen beschreibt

die Log-Normalverteilung die Schadenshohen. Die (zufillige) Gesamtschadenshohe
hat mit dieser Modellierung wieder eine bekannte Verteilung, siche Aufgabe 2.37.
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Aufgabe 3.18: Mehrdimensionale Normalverteilung und Projektion cee

Sei X ein dreidimensionaler, normalverteilter Vektor, dessen Erwartungswert und Ko-

varianzmatrix als
7 10 -1 4
u=101, K=|-1 1 -1
1 4 -1 2

gegeben sind. Beweisen Sie, dass X fast sicher zu einer Hyperebene von R? gehort und
bestimmen Sie diese.

Lésung: Da det(K) = 0, ist K eine singuldre Matrix. Daraus folgt die Existenz eines
Vektors z € R? \ {0}, sodass z" Kz = 0. Somit ist die Zufallsvariable z7 X normalverteilt
mit Erwartungswert z" u und Varianz z" Kz = 0. Definiert man die Hyperebene

H:={xeR:z'x=2"pu},

gilt somit IP(X € H) = 1. Dies fiihrt zu einem Eigenwertproblem und wir sind an den
Eigenvektoren zu Eigenwerten ungleich Null interessiert. Um zunichst die Eigenwerte
zu erhalten, betrachten wir das charakteristische Polynom

4 -1 2-2a
=B +132%- 141 = —/1(/12 — 131+ 14),

10-14 -1 4
pr(A) = det(K — Al) = det| -1 1-4 -1

wobei I die Identititsmatrix in R sei.

Offensichtlich ist 2; = 0 ein Eigenwert von K. Durch Losen der Gleichung A% — 131 +
14 = 0 erhalten wir auerdem

13- V113

13+ V113
Ay = und A3 = ——.

2 2

Wir berechnen den zu 4; gehorigen Eigenvektor v; € V; durch Losen von (K —A;1)v; =0
fiir i = 2, 3. Dies resultiert in den folgenden Raumen der Eigenvektoren

—VI13+6 V11346
7 7
Vi={awi ;e R} mit vy, == 1]143—15 vy = 1111—15 .
1 1

Wir erhalten als Hyperebene

H:{xeR3:x:u+azvz+a3V3 mit a,, a3 € R}.
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Aufgabe 3.19: Nicht-GauBscher Vektor mit GauBschen Randverteilungenoce @

Sei X ~ N(0, 1) eine standardnormalverteilte Zufallsvariable. Sei Z : Q — {-1, +1}
gleichverteilt und unabhéngig von X. Man definiere das Produkt Y := X Z.

(a) Zeigen Sie, dass Y ebenfalls standardnormalverteilt ist.

(b) Ist der Zufallsvektor (X, Y) normalverteilt?

Lésung:

(a) Man benutze die Symmetrie der Verteilung von X: P_y = Py = N(0, 1) und ihre
Unabhiingigkeit von Z. Fiir beliebige ¢ € R gilt

Fy(t) =P(Y <t)=P(XZ<H=PXZ<t,Z=-1)+P(XZ<t,Z=1)
= %IP(X > 1) + %IP(X <) =P(X < 1) = Fx(0).

Aus Fy = Fy schlieBt man, dass Py = Py = N(0, 1).

(b) Um zu beweisen, dass der Zufallsvektor (X, Y) nicht normalverteilt ist, geniigt
es zu zeigen, dass eine bestimmte Linearkombination, hier W := X + Y, nicht
normalverteilt ist. Man berechnet:

IP(W:O):IP(X(I+Z)=O)=IP({X=O}U{Z=—1})=]P(Z=—1)=%

daIP(X = 0) = 0. Wenn W den Wert Null mit Wahrscheinlichkeit 1/2 gewichtet,
kann ihre Verteilung keine Normalverteilung sein.

3.2.4 Sonstiges
Aufgabe 3.20: Erwartungswert und Varianz stetiger Zufallsvariablen ocoe
Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in [0, 1] und Dichte

fx(x) = 2+ c, x€][0,1],

wobei ¢ € R eine Konstante ist.
(a) Berechnen Sie c.

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.
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Loésung:

(a) Damit fy eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, muss gelten L t: fx(x)dx = 1. Da-

her berechnet man
+00 1 1
f fx(x)dx:f(x2+c)dx=§+c,
—oo 0

also ¢ = %
(b) Es gilt
! ! 1, 1 )\ 7
EX) = f x(x2 +c)dx = f ()c3 +cx)dx = -+ || == =~0,58.
0 0 4 2 0 12
Weiter gilt Var(X) = E(X?) — E(X)?. Daher berechnet man
2 1 20,2 1 4 2 s 1 3 BRC
]E(X)zfx(x +c)dx=f(x +cx?)dx ==X+ =cx = — =~ 042.
0 0 5 3 0 45
Also folgt
2
19 7 59
Var(X) = E - (E) = m X 0,08
Aufgabe 3.21: Momente der allgemeinen Cauchy-Verteilung cee

Die Dichte der Cauchy-Verteilung C(u, 1), (u, 1) € R x R™, ist gegeben durch:

1 1
f(x) = ————, xeR.
AL (Y

(a) Sei X ~ C(0,1). Berechnen Sie P(X € [0, 1]).

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz einer C(u, 1)-verteilten Zu-
fallsvariable, falls existent.

Lésung:

(a) Wir berechnen zunichst die Verteilungsfunktion von X

! 1 (7 1 1
Fx(1) = f fx(x)dx = — f —— dx = — arctan(¢) + a.
—00 T J_co 1+ .x2 Ve

Um «a zu bestimmen, benutzen wir die Limeseigenschaften von Fy.
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Also

1
lim Fy(t) = ~% +a =1,
t—+00 a2
womit @ = % folgt. Somit ist die Verteilungsfunktion gegeben durch
1 1
Fx(t) = — arctan(?) + —.
T 2

Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich

P(X € [0, 1]) = Fx(1) — Fy(0) = %(arctan(l) — arctan(0)) = 7—1r (g - 0) -

NI

Der Erwartungswert existiert, falls f_ :o |x]f(x) dx < oo. Aufgrund der Symmetrie
der Dichte und unter Verwendung der Dreiecksungleichung berechnen wir nun

f () dx = f i+ x - plf0) dx < Jul + f Ix = 1 () dx

l + — fm| — d_
= |yl + — X = pl—— dx.
e ()

Der Integrand ist symmetrisch, daher gentigt es, tiber R* zu integrieren. Die Sub-
stitution y = x — p ergibt nun weiter

2 +00 2/1 +00
|u|+—f yzdy=|u|+—f = dy
o 1+% mJo AT+y

+00

+00.

L2 In(2% +y?)
T

= |yl 5

0
Somit existiert der Erwartungswert der Cauchy-Verteilung nicht.

Da Var(X) = E(X?) — E(X)?2, existiert auch die Varianz nicht.

Aufgabe 3.22: Symmetrische Verteilungen coe

Eine Dichte f wird symmetrisch genannt, falls f(—x) = f(x) fiir alle x € R. Eine Zu-
fallsvariable X wird symmetrisch genannt, falls X und —X dieselbe Verteilung besitzen.
Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit Dichte fy.

(a)
(b)

Beweisen Sie, dass X symmetrisch ist, genau dann wenn fy symmetrisch ist.

Geben Sie Beispiele symmetrischer Verteilungen.
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Loésung:

(a) Sei X eine symmetrische Zufallsvariable. Dann haben X und —X dieselbe Vertei-
lung und somit gilt fx = f_x. AuBerdem gilt fiir t € R

Fx(O)=P(X<)=PX2-)=1-PX <—-1t)=1-Fx(-1).
Ableiten ergibt dann
Jx(0) = fox(x) = FLy(x) = (1 = Fx(=x))" = fx(=x).

Daher ist die Dichte fx symmetrisch.

Andererseits, sei die Dichte fy symmetrisch. Dann gilt fiir jede messbare positive
Testfunktion &

E(h(-X)) = fR (=) fi(x) dx = fR h(x) fi(—x) dx = fR h(x) fi(x) dx = E(A(X).

Daraus folgt, dass X und —X dieselbe Verteilung haben.

(b) Die folgenden Verteilungen sind symmetrisch:

e
2w

ol

e Normalverteilung NV(0, 1) mit Dichte x

1
e Laplace-Verteilung (o = 1) mit Dichte x — 3 e M.

1 1
e Cauchy-Verteilung C(0, 1) mit Dichte x — — .
w1+ x?

Die Graphen der Dichten sind nachfolgend in Abbildung 3.4 dargestellt.

—— Normal-Verteilung
M - - - Laplace-Verteilung
Vo Cauchy-Verteilung

Abbildung 3.4: Graphen der Dichten der Normal-, Laplace- und Cauchy- Verteilungen.
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Aufgabe 3.23: Median cee

Ein Median einer Zufallsvariable X ist eine reelle Zahl m € IR mit der Eigenschaft
1 1
IP(XSm)ZE und ]P(XZm)ZE.

(a) Finden Sie die Mediane der Zufallsvariable X, die die folgenden Verteilungen an-
nimmt. Vergleichen Sie den Median mit dem Maximalpunkt der (Zihl-)Dichte,
auch Maximum-Likelihood-Wert genannt, und dem Erwartungswert der entspre-
chenden Verteilung.

(i) X ~ Bin(6,2/5). Benutzen Sie folgende Tabelle:

k|0 1 2 3 4 5 6
P(X=k) | 0,047 0,187 0311 0277 0,138 0,037 0,004
Fx(b) | 0047 0233 0544 0821 0959 099 1

(i) X ~ N(m,c?)
(iii) X ~ C(0,1)

(b) Zeigen Sie, dass ein Median m die L'-Abweichung von X zu einer beliebigen
Konstanten minimiert, das heifit fiir alle a € R gilt

E(X —al) > E(X - m|).
Hinweis: Zeigen Sie zundchst die folgende Gleichung fiir a < m
IX —al = IX —ml| = (m - a)2Lixzm — 1) + 2(X = @) Lja<x<m)-

(c) Zeigen Sie, dass fiir jeden Median m von X der Ausdruck IE(|X —m|) den gleichen
Wert hat.

Lésung:

(a) Die Bedingung P(X < m) > % ist dquivalent zu Fx(m) > % und die Bedingung
PX >m) > % ist dquivalent zu limy , Fx(f) = Fx(m—) < %, siehe hierzu auch
Aufgabe 2.7 in Sektion 2.2.1.

(1) Fir die Binomialverteilung erhilt man nach der Tabelle
1 1
Fx2)=P(X <2)=0,544 > 3 und Fx(2-) = Fx(1)=0,233 < R

Daher ist 2 der einzige Median der Verteilung. Anhand der Tabelle stellt
man ebenso fest, dass das Maximum der Zahldichte bei 2 angenommen
wird. Zuletzt berechnet man fiir den Erwartungswert

12

2
EX)=np=6-==— =24
(X)=np 573
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(i) Da die Verteilungsfunktion der Normalverteilung stetig ist, ist der Median
der Verteilung eindeutig und durch Fx(m) = % bestimmt. Die Dichte ist
symmetrisch beziiglich x = m und somit ist m der Median. Ebenso wird das
Maximum der Dichte an der Stelle m angenommen und der Erwartungswert
ist gegeben durch E(X) = m. Somit stimmen alle drei Werte tiberein.

(iii) Die Dichte der Cauchy-Verteilung C(0, 1) ist symmetrisch beziiglich x = 0.
Daher ist der Median durch 0 gegeben. Das Maximum ist ebenso an der
Stelle O erreicht. Jedoch existiert der Erwartungswert der Verteilung nicht,
wie man in Aufgabe 3.21 sieht.

(b) Fiir a < m gilt zunéchst

|X —al - |X —m|
= TpemX —a—- (X -m) + Lix<y(-(X — a) + (X —m))
+ Tyex<mX —a + (X —m))
= (m = a)(Lixzm) — Lix<a)) + Lja<x<m)(2X = 2a — (m — a))
= (m— a)Lixsmy — Lixam) + 2(X — ) jgex<m
=(m = a)Lixzm — (1 = Lixzm) + 2(X — @) Ljg<x<m
=(m=-a)2Lxsm — 1) +2(X — @)L jg<x<m)-

Damit folgt

E(X —al =X -m]) = (m —a)2P(X > m)-1) + 2E((X - a)Ljg<x<m) 2 0.
[ R

>0 Z%

>0
Eine analoge Rechnung fiir a > m ergibt ebenfalls

E(X -al-|X-m|) >0
und somit fiir alle a € RR.

(c) Seien m, m, zwei Mediane von X. Dann ergibt sich mit der eben bewiesenen
Gleichung

E(X —m]) < E(X - ma))
E(X = my]) < B(X —my]).

Daraus folgt, dass (| X — m;|) = IE(|X — m;,|) und somit ist die GroBe (X — m;|)
unabhingig von i.

Bemerkung: Die in den Teilaufgaben (b) und (c) bewiesenen Aussagen gelten sowohl
fiir diskrete als auch fiir stetige Zufallsvariablen.
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3.3 Summen von Zufallsvariablen

Aufgabe 3.24: Summe gleichverteilter Zufallsvariablen (X X}

Seien (U;)1<i<, unabhingige Zufallsvariablen mit U; ~ U ;). Fiir n € IN sei

Xn = lznll U,‘.

(a) Bestimmen Sie eine Dichte von X,.
(b) Zeigen Sie, dass eine Dichte von X,, gegeben ist durch

1 Lx]
Jx,(x) = m ;(—1)k(2) (x - k)"_l]l[o,,,)(x).

Lésung:

(a) Aufgrund der Unabhiéngigkeit von U; und U, gilt mit der Faltungsformel fiir
xeR

fxz(x)ZLfUl(X—y)ng@)dyZLﬂlo,l)()c—)’)]l[o,n(y)d%

Das Produkt der Indikatorfunktionen lasst sich umschreiben zu

Tyo,1(x = Mo, = Lio,nne-1.40)-

Diese Funktion ist Null fiir alle x ¢ [0, 2]. Mit einer Fallunterscheidung fiir x gilt
nun

X 1
Fo = fo dy Lo (x) + f Ay
= xLjo,1H(x) + (2 = x) L1 2(x).

Die Funktion ist in Abbildung 3.5 gezeigt. Eine andere Schreibweise der Dichte

1st
Lx]

2
fo () = Z(—l)k(k)u = k) Do ().
k=0

(b) Die allgemeine Aussage fiir beliebiges n erhilt man durch Induktion. Der Fall
n = 1 ist per Voraussetzung gegeben und der Fall n = 2 wurde in (a) behandelt.
Daher sei angenommen, die Giiltigkeit der Aussage wire bereits fiir n bestétigt.
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— fx, (%)

0,5

X

-1 0 1 2 3

Abbildung 3.5: Graph der Dichte von X, = U, + U,.

Wegen X1 = X, + U,+; und der Unabhingigkeit gilt nach Faltungsformel und
einer analogen Rechnung fiir die Indikatorfunktionen wie in (a):

Sx (0 = fx,1u,,, (X) = f Z( DX = )" Lo mne-1,q0) dy.

Da fx, nur auf [0, n) nicht Null ist, geniigt es, x € [0,n + 1) zu betrachten. Die
Fille, in denen x € IN N [0, 7 + 1) gilt, sind vernachldssigbar.

Seim := | x| € IN. Dann gilt fiir festes x € [0,n + 1)

fx,,+,(x)=f1fx,,(y)dy+f fx, () dy.

=:A =B

Betrachten Sie zunichst A. Fiiry € [x — 1,m) ist [y] = m — 1 und es gilt:
a- [ ni(—l)"(")(y—k)”d
=D Ak '
1 n\ (M
_ _1 k —k nd
(n_l)!Z‘; )(k)f_ (v = k)" dy

m—1

=_.Z( 1)()(m k' = (x = (k+1))").

Mit einer analogen Rechnung ergibt sich unter Beachtung von | y| = m auf [m, x):

_ i‘z 1)’<( )(x—k)"—(m—k))”).
* k=0

Nach Addition von A und B verschwinden die Terme mit (m—k)". Es bleibt nach
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— =]
..... i=2
mm =3
""" ~ mmm ;=4
- ~,
‘~ ‘o -..-.1:5
. .
~\ ~'
DR T TR TN X
3 4 5

Abbildung 3.6: Darstellung der Dichten fy,(x) firi=1,...,5.

Indexverschiebung in A und der Pascal-Identitit:

A+ B

1R . I PR n .
72;1f1) (M4»+5§}4%Ju—m
(”%:W+—Z<Nmukw

zw

Dies war zu zeigen. Die Dichten fy,, ...

S n+1
(x—h" + 2" = — Z(M( y—w

, fx, sind in Abbildung 3.6 dargestellt.

Bemerkung: Die Verteilung von X, wird Irwin-Hall-Verteilung genannt, nach den
Mathematikern Joseph Oscar Irwin und Philip Hall.

Aufgabe 3.25: Abschatzung der Summe gleichverteilter Variablen ooe

Sei (U,)1<i<n eine Folge von unabhingigen, auf [0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen.

Seinun X,, :=

Z U;. An welcher Stelle t € R* wird IP(X,, < 1) groBer oder gleich 1/2?

i=1

Lésung: Da die U; maximal den Wert Eins annehmen, ist X, € [0, n] fast sicher.

Da jede Zufallsvariable U; zu 1/2 symmetrisch ist, ist die Summe X,, zu )., 1/2 = n/2
symmetrisch. Daher nimmt an dieser Stelle die Verteilungsfunktion von X,, den Wert

0,5 an (Median der Verteilung). Daher gilt
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Bemerkung: Es liegt nahe, hier zunichst die Verteilungsfunktion von X,, explizit zu
berechnen. Dies ergibt sich durch Integration der Dichte von X,,, die aus Aufgabe 3.24
bekannt ist. Dank des Vertauschens der endlichen Summe mit der Integration gilt

(n—=DAlz]
Fxn=— ) (—1)"(2)0—1@".

k=0

Da aber kein expliziter Ausdruck ohne Summation existiert, ist diese Berechnung nicht
zielfithrend.

Fiir n groB kann man den zentralen Grenzwertsatz anwenden, um die Wahrscheinlich-
keit IP(X,, < ) abzuschitzen, siche Aufgabe 4.14 in Kapitel 4.

Aufgabe 3.26: Summe exponentialverteilter Zufallsvariablen ocoe

Seien X, Y zwei unabhidngige und zum gleichen Parameter 4 > 0 exponentialverteilte
Zufallsvariablen. Nutzen Sie die Faltungsformel fiir Dichten, um die Dichte der Zu-
fallsvariable X + Y zu berechnen.

Lésung: Wir berechnen fiir z € R*

+00

frar(@) = f F)fy(z - x)dx = f e Ipe(x) - 1™ Ige(z — x) dx

—00

—+00 4
= et f Tiog(x)dx = A2e™® f dx = ze™ .
- 0

00

Bemerkung: Eine Zufallsvariable Z ist Erlang-verteilt mit Parametern (n, 1) € NxIR*,
notiert Z ~ Erl(n, 1), falls die zugehorige Dichte gegeben ist durch

/l" n—1
fo(x) = ﬁ e g (x) = APoi(Ax)({n = 1)).

Insbesondere ist die Erlangverteilung eine Verallgemeinerung der Exponentialvertei-
lung, da gilt Exp(1) = Erl(1, 4).

Diese Aufgabe zeigt, dass die Faltung zweier A-Exponentialverteilungen eine Erlang-
verteilung mit Parametern (2, 1) bildet.

Aufgabe 3.27: Faltungsinvarianz der Standardnormalverteilung cee

Seien X, Y zwei unabhingige N(0, 1)-verteilte Zufallsvariablen. Weiter seien U und V
wie folgt definiert: U := X+ Yund V:=X-Y.

(a) Bestimmen Sie die Verteilungen der Zufallsvariablen U und V.

(b) Priifen Sie, ob U und V korreliert sind. Handelt es sich um unabhéngige Zufalls-
variablen?
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Loésung:

(a) Da X, Y unabhingig sind, erhalten wir die Dichte von U mittels der Faltungsfor-
mel. Fiir z € R ergibt sich

o) = f Az - 9dx = = f =
Lt [Tt _i fo_1 o2
27re Iwe dx—2 B 2~27Te

Somit gilt U ~ N(0,2). Da £_y(y) = fr(=y) = fy(»), folgt

(@ = fxin(@ = f Sx(X) foy(z —x)dx = f Sx(X) fr(z = x)dx = fu(2).

Folglich gilt ebenfalls V ~ N(0, 2).
(b) Wir berechnen

Cov(U,V) =Cov(X+ Y, X -7)
= Cov(X, X) — Cov(X, Y) + Cov(X, Y) — Cov(Y, Y)
= Var(X) — Var(Y) =0

Somit sind U und V unkorrelierte Zufallsvariablen. Die Unabhéingigkeit tiberprii-
fen wir mittels der Transfomartionsformel und erhalten aufgrund der Unabhin-
gigkeit von X, Y fiir u,v € R

u+v u-—-v
f(U,V)(M,V)=f(x,Y)(X= IR )

u+v u—v\1
-1 (5)r ()3
1 ——(u +2uv+v2) ——(uz—Zuv+V2) 1 —L@ur+21?)
J— 8 8 = — 8
4n ¢ © 4r ©
1 201 2
y

= fu) - fy().

Somit sind U und V unabhingig.
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Aufgabe 3.28: Faltungsinvarianz der Gammaverteilung cee

X ist eine zu den Parametern (a, b) € R* x R* gammaverteilte Zufallsvariable, notiert
X ~ TI',p, falls sie folgende Dichte beziiglich des Lebesgue-MaBles auf R besitzt:

1 +00
fup(x) = —b*x* e 1R+ (x) wobei ['(a) = f e dr.
I'(a) )

(a) Berechnen Sie IE(X*) fiir k € IN.
b \a
(b) Zeigen Sie, dass die momenterzeugende Funktion von X durch Mx(¢) = (m)
gegeben ist.
(c) Sei weiter Y zu den Parametern (@, b)) gammaverteilt, sodass X, Y unabhingig
sind. Beweisen Sie, dass X + Y zu den Parametern (a + a, b) gammaverteilt ist.
Lésung:

(a) Fir k € IN und mittels der Substitution y = bx:

LA e 1 +eo 1 T(a+k)
E Xk = a+k=1 ,—bx dx = f a+k—1 -y dy = — )
e N A vy Al ¥

Daher existieren alle Momente der Gammaverteilung.

(b) Wir berechnen mittels der Substitutiony = x (b — 1) fiirt < b
b oo b +00 b\
My (1) = a-1 —x(b—t)d — f a1y gy = .
X0 r(a)fo e TTaoe-Jy T T b=
———
=I'(a)

(c) Aufgrund der Unabhingigkeit gilt

b a b a b a+a
Mx.y(t) = Mx(t) My(t) = = .
= moma=(,2] (] <[4
Da die momenterzeugende Funktion die Verteilung eindeutig bestimmt, gilt da-
mit das gewiinschte Ergebnis.

Bemerkung: Die Aufgabe zeigt, dass die Menge {[',5,a € R*} der Gammaverteilun-
gen zum gegebenen Parameter b eine Faltungshalbgruppe bildet.

Ist der Parameter a eine natiirliche Zahl, so ist die Gammaverteilung I, eine Erlang-
Verteilung, sieche Aufgabe 3.26. Fiir den Spezialfall a = 1 ergibt sich die Exponenti-
alverteilung. Dies ist der einzige Fall, fiir den die Gammaverteilung gedéchtnislos ist.
Fiir alle anderen Parameter a # 1 gilt dies nicht.
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3.4 Transformationen stetiger Zufallsvariablen

Aufgabe 3.29: Transformationen bekannter Verteilungen cee

Betrachten Sie die folgenden Transformationen einer gleichverteilten sowie einer nor-
malverteilten Zufallsvariable.

(a) Sei X eine auf [0, 1] gleichmiBig verteilte Zufallsvariable. Definieren Sie die
Zufallsvariable Y := —% In(X) mit 2 > 0. Begriinden Sie, warum Y fast sicher
definiert ist und geben Sie die Verteilung von Y an.

(b) Sei X eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable. Weiter sei Z := X2. Geben Sie die
Verteilung von Z an.

(c) Sei X eine exponentialverteilte Zufallsvariable zum Parameter 4 > 0. Bestimmen
. . . . . . 1
Sie die Verteilungsfunktion und Dichte der Zufallsvariable W := X%, k € R*.
Lésung:

(a) Da die Menge
{w: Y(w) = =27 In(X(w)) nicht definiert} = {w : X(w) = 0}

eine P-Nullmenge ist, ist Y fast sicher definiert. Fiir die Verteilung von Y be-
trachtet man die Verteilungsfunktion. Fiir r € R* gilt
1

Fy(t) = IP(—% In(X) < t) =P(X>e)= f

dx=1-¢",
At

Somit ist ¥ exponentialverteilt zum Parameter A.

(b) Wir betrachten wieder die Verteilungsfunktion und erhalten

1V
F;(0=PX><n=P(|X| < V)= —f e 7 dx.
V2r J-vi
Mittels der Symmetrie der Standardnormalverteilung sowie I'(1/2) = +/r be-
rechnet man weiter mit Substitution z = x?

2

1 fW e 2 fﬁx 2
— e Tdx=—— —e 7dx
\/ﬂ -t \/2_71 o X

1 te_‘ ft 1 11 _z
= — dZ: —lz2 e 2
Var Jo & 0 221(})

L1t

dz.

Somit folgt Z einer Chi-Quadrat-Verteilung mit einem Freiheitsgrad, geschrieben
Z~ ,\(%, siche Appendix A.1.
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(c) Fiir die Verteilungsfunktion von W ergibt sich fiir 7 > 0
Fy®)=PX'* <) =PX<F)=1-e".
Durch Ableiten der Verteilungsfunktion erhalten wir

Fiw(x) = Ak X s (x).

Bemerkung: Die Verteilung von W wird als Weibull-Verteilung bezeichnet, ge-
schrieben W ~ Wei(k, A).

Aufgabe 3.30: Trigonometrische Transformationen cee

Sei U eine auf (-7, 7) gleichmiBig verteilte Zufallsvariable.

(a) Sei X := sin’(U). Berechnen Sie die Verteilungsfunktion und Dichte von X.

(b) Sei Y := tan(U). Berechnen Sie die Dichte von Y und identifizieren Sie die
Verteilung.

Losung:
(a) Seit € (0,1). Dann gilt
Fx(t) = P(sin®(U) < 1) = P(—arcsin( V1) < U < arcsin( V1))
= Fy(arcsin( V7)) — Fy(—arcsin( V7)) = ; arcsin( V7).

Durch Ableiten erhilt man als Dichte fiir x € (0, 1)

2 S
fx(x) = (7_1' arcsm( \/;C)) = ﬁ

Eine Visualisierung der Dichte ist in Abbildung 3.7 gegeben.
(b) Man berechnet erneut zunichst die Verteilungsfunktion und erhilt

Fy(#) = P(tan(U) < 1) = P(U < arctan(?)) = arct:n(t).

Damit erhilt man fiir ¥ die Dichte fy(x) = (7 (1 + )7, womit Y ~ C(0,1).
Mehr Informationen zur Cauchy-Verteilung lassen sich in Aufgabe 3.21 finden.

Bemerkung: Die Verteilung von X ist die sogenannte Arkussinus-Verteilung, die in
verschiedenen Kontexten auftaucht, zum Beispiel beim Random Walk.
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Wx(x)

|
|
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

0 0,5

Abbildung 3.7: Graph der Dichte der Arkussinus-Verteilung mit der typischen Bade-
wannenform.

Aufgabe 3.31: Stabilitat der Klasse der Cauchy-Verteilungen cee
Wir betrachten die folgenden Transformationen stetiger Zufallsvariablen.

(a) Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit Dichte fy. Man definiert ¥ := %

Driicken Sie fy, die Dichte von Y, mit Hilfe von fx aus.

(b) Die Dichte der Cauchy-Verteilung C(u, A) mit den Parametern ¢ € R und 4 > 0

ist gegeben durch
1 1

X = _/l -
T xX—
1+ ()

siche Aufgabe 3.21.
Seinun X ~ C(u,A)und Y := % Bestimmen Sie die Dichte von Y und identifi-
zieren Sie ihre Verteilung.

Lésung:

(a) Sei ¢ eine beliebige Testfunktion, welche beschriankt und positiv ist. Dann gilt

-1

. o d
mittels Substitution x = y~' zunéchst d_x = —y~2, und daher
Y

fR e () dy = E(p(Y)) = E(p(X™"))
o0 0 1
= f (N fx(x) dx = f so(y)y—zfx(y_l)dy-

Demnach ist |
fr) = fo(y_l)

eine Dichte von Y.
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3 Stetige Zufallsvariablen

(b) Sei ¢ := u? + A%, dann folgt mit Hilfe von (a) durch Umformen

1 1 1 1
o) =5 Ko™ =— > =—
P

Somitist ¥ ~ C (%, 4).

Bemerkung: Falls 4 = Ound A = 1, sind die Zufallsvariablen X und Y jeweils C(0, 1)-
verteilt. In diesem Falle ist die Cauchy-Verteilung invariant unter der Transformation
P % Diese Eigenschaft wird als inversionsstabil bezeichnet.

3.5 Bedingte Dichten und bedingter Erwartungswert

Aufgabe 3.32: Bayes-Formel fiir Dichten cee

Seien X und Y zwei unabhingige gammaverteilte Zufallsvariablen, mit X ~ I'(a;, b)
und Y ~ I'(ay, b) fiir a;,a>,b € R*. Weiter sei Z := X + Y. Bestimmen Sie die durch
{Z = 7z} bedingte Dichte von X:

Txiz=2(%) = fxxsy=2(x) = %

fiir ein gegebenes festes z > 0. Identifizieren Sie die Dichte und schlieBen Sie daraus
auf E(X|Z).

Lésung: Nach Aufgabe 3.28 ist Z ~ I'(a; + ay, b) mit Dichte

_ 1 aj+ay _aj+a,—1 —bz
fz(2) = T+ ) bt g e 1R+ (2).
Nun gilt
fZ|X:x(Z) = fX+Y|X:x(Z) = fur(@ = fr(z —x).

Damit erhilt man fiir z > 0

— _ Sx(x) _ I'(a; + @) (z— x)al—lxa2—1
Jx1z=:(%) = fr(z —x) 20 - TanTay) e

- @ +a) aj—1 a—1 -1
= e ‘l _ ] ) —
@) Ty ¥ G/ =27 fwlaa).

wobei W ~ Beta(a,, a;). Somit ist X, gegeben {Z = z}, betaverteilt.
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Entsprechend ist der Erwartungswert nach Substitution mit w = x/z

az

EXIZ=2= [ xfuztodr=z [ whund -
R* Rt

a) +ap

und daher E(X | Z) = —2- Z. Der mittlere Anteil X an der Summe X + Y ist daher ein

aj+ay
gewichteter Wert dieser Summe.

Bemerkung: Man bemerkt, dass sich fiir a; = a, = 1, die Verteilung von X und
Y zu einer Exponentialverteilung zum Parameter b vereinfacht und die bedingte Ver-
teilung zu einer Gleichverteilung wird, die ein Spezialfall der Betaverteilung ist. Der
Erwartungswert ist dann genau der Mittelwert.

Fiir n unabhéingige Zufallsvariablen X1, ..., X, mit X; ~ I'(a;, b) ist die bedingte Dichte
Jxu1x, +X,+..+x,=-(x) die Dichte der multivariaten Dirichlet-Verteilung. In dem Fall, wenn
a; = ... = a, = 1, erhdlt man eine Gleichverteilung auf dem Simplex, der durch
X1+ X5 + ...+ X, = zaufgespannt wird.

3.6 Anwendungen

3.6.1 Lebensdauer und Ausfallraten

Aufgabe 3.33: Uberlebensfunktion cee

Die zufillige Lebenszeit eines Gerites wird durch eine positive, reellwertige Zufalls-
variable X modelliert. Man ist in Anwendungen daran interessiert, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit nach einer gegebenen Betriebsdauer das Gerit noch weiter funktioniert.

Dazu definiert man die Uberlebensfunktion durch
r:R—-[0,1], r@) :=1-Fx().
In vielen Anwendungen geniigt es, eine Weibull-Verteilung Wei(8, 1) anzunehmen, de-
ren Dichtefunktion durch
S = B e - (0)
fiir Konstanten 4,8 € R* gegeben sei.
(a) Berechnen Sie r(f) mit der gegebenen Weibull-Verteilung von X.
(b) Finden Sie einen Ausdruck fiir
gt,s) =PX>t+s|X>1).

Wie verhilt sich der Ausdruck in Abhéngigkeit von 5?7
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Lésung:

(a) Durch Integrieren erhélt man fiir 7 € R*
+00
) =P(X >1) = f AB (AxYP~ ! exp(—(Ax)P) dx = exp(—(An)P).
t

(b) Es gilt

PX2t+s) rt+s)
PX>1 @)

g(t,s) = = exp(=((r + 5P - ).

Man erhilt daraus, dass die Exponentialverteilung (d.h. 8 = 1) die einzige Weibull-
Verteilung ist, die die sogenannte Gedichtnislosigkeitseigenschaft erfiillt: Die
Funktion g(#, s) hdangt nicht mehr von ¢ ab.

Im Fall 8 < 1 ist die Wahrscheinlichkeit groB3, dass ein Gerit friih ausfillt. Dafiir
ist die Wahrscheinlichkeit eines spédten Ausfalls geringer. Im Fall 8 > 1 ist es
anders herum. Ein solches Gerit féllt mit groer Wahrscheinlichkeit nach langem
Betrieb aus, zum Beispiel durch Materialermiidung.

In Anwendungen nimmt man oft Mischungen aus Weibullverteilungen, um frii-
he Ausfille mit moglicher Materialermiidigung zu einem spéteren Zeitpunkt zu
kombinieren.

Bemerkung: In Aufgabe 3.34 wird betrachtet, mit welcher Rate ein Gerét zum Zeit-
punkt 7 ausfillt; es ist eine Approximation fiir s klein.
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Aufgabe 3.34: Instantane Ausfallrate cee

In vielen Anwendungen, insbesondere bei Versicherungen, betrachtet man die soge-
nannte instantane Ausfallrate eines Produktes, dessen Lebensdauer mit Hilfe der posi-
tiven Zufallsvariable X modelliert wird. Die instantane Ausfallrate beschreibt die Rate
mit der ein Produkt ausfillt, wenn schon eine gewisse Lebensdauer tiberschritten ist,
und wird wie folgt definiert:

1
h(t) :=lim ~P (X € [t,t + €] | X > 1).
e-0 &

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle € R* gilt

f@
1-F@®’

wobei f die Dichte und F die Verteilungsfunktion von X seien.

h(t) =

Zeigen Sie dann die Gleichung

d
h(t) = == 1og(r(1)),

wobei r die assoziierte Uberlebensfunktion ist, die in Aufgabe 3.33 definiert wur-
de.

(b) Sei die Lebensdauer einer Gliihbirne durch eine Weibull-Verteilung gegeben mit
X ~ Wei(B, 1), wobei 8 € {1/2,1,3/2}. Berechnen Sie h(¢) und skizzieren Sie
t — h(t) fiir die gegebenen Parameter .

Lésung:

(a) Fiir alle r € R™ ergibt sich

1 1P<X<rt+
h(f) = lim —-P(X € [t,z+s]|xzr)=1im-u
e—=0 & e—0 &

PX >1)
1 F+e)-F@®  f@
= lim =
1 - F(t) e>0 £ 1-F(p)
d d d
= r(t)‘lam) =—r()"! 570 =~ log(r(1).

Man muss also die Dichte der Lebensdauer nicht explizit kennen.

(b) Die Verteilungsfunktion von X ist fiir # > 0 durch F(¢) = 1 — exp(—t#) gegeben,
siehe Aufgabe 3.33. Daher ist 7(f) = 1 — F(t) = exp(—t#) und die instantane
Ausfallrate von Y ist somit

1 .o _
4 d, o L firg=1/2
h(t) = ——1 N)=—t’=6t"" = ir B =
(0 7 og(r()) 7 B 1, fiir 8
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h(t) o

Abbildung 3.8: Plot der Ausfallrate A(f) in Abhingigkeit vom Parameter (.

In Abbildung 3.8 sieht man, dass A(f) eine monoton fallende Funktion ist, wenn
B = 1/2. Solche Produkte (wie z.B. Glithbirnen) werden meist frith mit hoher
Wabhrscheinlichkeit ausfallen, aber fiir grole ¢ sinkt die Ausfallrate sehr schnell.
Das bedeutet, dass alte, funktionstiichtige Gliithbirnen eine gute Chancen haben
noch weiter zu funktionieren. Fiir 8 = 1 ist X exponentialverteilt und die entspre-
chenden Produkte werden nach einer zufilligen Zeit ausfallen, da die Exponen-
tialverteilung gedichtnislos ist. Fiir 8 = 3/2 haben neue Produkte eine geringe
Ausfallrate, wihrend alte Produkte mit steigender Rate ausfallen.

Aufgabe 3.35: Durchschnittliche Restlebensdauer cee

In Anwendungen der Zuverldssigkeitstheorie interessiert man sich fiir die sogenannte
mean residual lifetime eines Produktes, dessen Lebenszeit mit der Zufallsvariable X
modelliert wird. Diese Grof3e beschreibt die erwartete Restlebensdauer eines Produktes,
wenn das Produkt bereits eine Zeit ¢ > 0 funktioniert. Sie wird wie folgt definiert

MRLx(#) = EX —t|X > 1).

(a) Sei X eine stetige Zufallsvariable. Stellen Sie MRLy mit Hilfe der Dichte und
Verteilungsfunktion von X dar.

(b) Seinun X ~ Exp(1). Bestimmen Sie MRLy.

152



Anwendungen

Loésung:
(a) Es gilt

E((X = 1) Tjxzy

) 1 +00
MRL(?) = PX 1) =1 0 ft (s —1) fx(s)ds € R U {+00}

Die durchschnittliche Restlebenszeit kann dabei im Allgemeinen auch unendlich
werden.

(b) Man berechnet mit (a) und wegen 1 — Fx(#) = exp(—t)

1 +oo 1 +00 +00
MRLx () = ;f (s—t)e'ds= = (f se*ds - tf e’ ds)
t ‘ .
1 +0o +00
— ((—s -1De™* )
¢ t

(@ e - 1) = 1= B0,

-8

—te

t

Die Identitit MRLx(#) = E(X) gilt auch, falls X ~ Exp(1), 4 > 0.

Bemerkung: Grund fiir das Ergebnis in (b) ist die Gedichtnislosigkeit der Exponenti-
alverteilung, siche Aufgabe 3.33. Fiir andere Verteilungen lésst sich die MRLx(¢) eben-
falls berechnen, aber die Methoden sind komplizierter.

3.6.2 Anordnungen von Zufallsvariablen
Aufgabe 3.36: Verteilung einer Ordnungsstatistik (X X}

Seien X1, ..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen in R mit Dichte
f und Verteilungsfunktion F. Weiter sei w € Q, sodass Xj(w),..., X,(w) paarweise
verschieden sind. Man definiert auf {1, ..., n} die Permutation X(w), sodass

Xz (W) <... < Xsym(w),
wobei man vereinfachend schreibt X (w) = Xs(w))(w).

Dann wird das n-Tupel (X(1, . . ., X(»)) als Ordnungsstatistik der Zufallsvariablen X, ..., X,
bezeichnet.

(a) Sei (Y, Y,) ein Zufallsvektor mit einer Dichte. Beweisen Sie, dass {Y; = Y»}
eine vernachlédssigbare Menge ist und schlieBen Sie daraus, dass die Abbildung
w — X(w) P-fast sicher auf Q definiert ist.
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(b) Sei o eine beliebige Permutation der Menge {1, 2, ..., n}. Beweisen Sie, dass der
Wert IP(X = o) unabhiingig von o ist. Nutzen Sie dies, um die Verteilung der
Zufallsvariable X zu bestimmen.

(c) Berechnen Sie P({w : Z(w)(i) = k}) firl <i<nund1 <k <n.

(d) Beweisen Sie, dass die Dichte der gemeinsamen Verteilung von (X, . .., X))
durch

nlf(x))... f(x,) Lfallsx; <x<...<xy,
0 , sonst

gegeben ist.
(e) Berechnen Sie die Dichten von X(;) = min(Xj, ..., X,) und X(,;) = max(Xj, ..., X,).

(f) Beweisen Sie, dass (X(1), X(,)) folgende Dichte besitzt
Sk Xap (15 %) = (= 1) FOe) ) (F () = FG)Y'™ Ly <y (31, X).

Lésung:

(a) Es gilt aufgrund der Unabhingigkeit

P(Y,=Y) =P, -Y,=0)= f f Ly, —p=0y V1, Y2) fir, 1) V1, 2) dy1 dy»
R JR
= jl; jl; Ly —y,=0001> y2) fr, O fr, 02) dy1 dy2

=f]Rfyl(YI)fR]1[y|=yz}(yl,yz)fy2(yz)dY2 dy; = 0.

=0

Nun kann X auf der folgenden Menge nicht definiert werden

A={weQ:di,je{l,...,nhi# j: Xi(w) = X;(w)} = U {Xi = X;}.

1<i,j<n

Da fiir i # j die Zufallsvariablen X; und X; unabhiéngig sind und (X;, X;) eine
Dichte besitzt, folgt mit dem vorherigen Teil

P(A) < Z P(X; = X;) = 0.

1<i,j<n

Somit folgt IP(A) = 0 und die Abbildung w — Z(w) ist P-fast sicher definiert.
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(b) Es gilt

.....

wobei C := {(x,...,x,) € R" : x; <... < x,}. Wegen der Unabhiingigkeit und
identischen Verteilung gilt weiter

IP(X =Py ®Px . ®...0Px

(1)s s Xer(n)) (1) 0] o)
=Py, ® Py, ®...0 Py, = Py, x;...x,)-

Damit ist IP(X = o) unabhingig von o und somit ist Py, die Gleichverteilung auf
S,,, der Menge der Permutationen auf {1,.. ., n}.

(c) Wir berechnen

P({w : Z(w)(i) = k}) = P({o € S, : o()) = k})
Mo eS8, o) =k _ (n—-1)! :l

5

n! n! n
also unabhingig von i und k.
(d) Sei B eine beliebige Borelmenge aus B(IR"). Dann gilt
P((Xqy, ..., Xw) € B)
= > PUZ = o} N {(Xory, - > Xow) € BY)

TgesS,

Z IP((XO-U), ey X(r(n)) eBN C)

TS,

n! PY"(BN C)

=n!L;...f]R]anc(xl,xg,...,x,,)f(xl)f(xz)...f(x,,)dxldxz...dx,,

=n!f]lc(xl,xz,...,xn)f(xl)f(xz)...f(x,,)dxldxz...dxn.
B

Daraus folgt nun

Sy XX K15 X255 X)) = 0Lf () f(x2) - . f () Lexr, xa,5 - -5 Xn)-

(e) Man notiere F'(;y die Verteilungsfunktion von X(;y. Mit Hilfe der Unabhiéngigkeit
ldsst sich berechnen

1-Foy(®)=PXy >1= IP(min X > t)
1<k<n

= P[ﬂ{xk > r}) = ]_[ P(X, > 1) = (1 — F(0))".
k=1

k=1
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Daraus erhilt man

Foy@®=1-0-F@®)",

siche auch Aufgabe 2.5. Da X eine Dichte auf R besitzt, ist F (und somit auch
F(y) absolut stetig. Die Ableitung von Fj), die fast iiberall existiert, ist dann fiir
fast alle x € R gleich der Dichte von X(;), notiert f(1:

Joy(x) = Fél)(x) =n(l - F(x))" ' f(x), fiir fast alle x € R.

Falls F, die Verteilungsfunktion von X, notiert, gilt

Foy() =PXy, <) = IP(IIIlaX X < t)
<

k<n
= P[ﬂ{Xk < t}) =[ [P <0 = Fay.
k=1 k=1

Somit erhilt man als Dichte fi,, von X, fiir fast alle x € R

Son(@®) = Fl,y(x) = n FQx)"™ f(x).

(f) Es gilt fiir x;, x, € R

Sy Xo) (X1 X0)

=n! j;R L <cx 1, oo ) f) f(x2) - f(Xn-1) f(Xn) Az oo d Xy
= n(n — 1) f(x1) f (X)L <x,) (X1, X0) (1 = 2)!
f]R L <xsencn) (52 e o s Xae)F ) o fGnet) dXa . dyey
=n(n = 1) f(x0)f )L <x,) (X1, X,) (1 = 2)!
fm Ly <y (X1, 02) Ly <gy (25 X3) - Ly, <) (K1, X)
FG2) oo fCt1) dy - . dxyy

=n(n — 1)) f(xn) iz <x) (X1, X)P X2y > x1, X1y < Xp).

Fiir die letzte Wahrscheinlichkeit gilt aufgrund der unabhingigen und identischen
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Verteilung der Zufallsvariablen

min X; > xq,
i=2,...,1n

i=2,..., i=1,..., -1

P(X) > x1, X(n-1) < Xp) = IP( “max X; < xn)
= n

n—1
=PX; € (x,x)Vi=2,...,n—2) = P(ﬂ{xi c (xl,xn)}]
i=2
n—1
=[ [P € (i, %) = (Fx) = Flay™™.

i=2

Somit ergibt sich insgesamt

f(Xu),X(n))(xls Xn) = n(m = 1) fCer) f(x)(F(x,) = F(xl))n_z]l{x1<xn}(xl, Xn).

Bemerkung: Zusitzlich zu der Verteilung von Minimum und Maximum einer Ord-
nungsstatistik kann man auch die Verteilung der i-ten Variable X;) herleiten. Es ergibt
sich A .
Fo)'d = F)y™
S (0) = n!
Sl =m0 =G

Da fiir eine Dichte beziiglich Lebesgue-Malf}

10 = tim PO = FO
&e—0 &

gilt, kann man f(#) als Wahrscheinlichkeit interpretieren, dass die Zufallsvariable einen
Wert in einer infinitesimal kleinen Umgebung von ¢ annimmt. Mit dieser Interpretation
sind die obigen Formeln kombinatorisch interpretierbar. Fiir fi;(¢) gibt es n Moglich-
keiten, dass eines der X; diesen Wert annimmt und { — 1 Variablen kleinere sowie n — i
Variablen groflere Werte annehmen. Der Binomialkoeffizient gibt dann noch die An-
zahl Moglichkeiten, auf wie viele Weisen man die i — 1 aus n — 1 Variablen auswéhlen
kann, die einen Wert kleiner ¢ annehmen.

Mit dieser Interpretation kann man leicht auch andere gemeinsame Verteilungen her-
leiten, wie zum Beispiel fiir die gemeinsame Verteilung des Vektors (X, X)), i < j
und x; < xp:

Fe)™ (F(x) = Fo) ™71 = F(x))/

oo x5 22) = nlf(x1) f(x2) (- DIG—i-Din—))

Mit Hilfe des Multinomialkoeffizienten lassen sich entsprechende hoherdimensionale
gemeinsame Dichten ausdriicken.
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Aufgabe 3.37: Spannweite der stetigen Gleichverteilung cee

Man wendet die in Aufgabe 3.36 behandelte Ordnungsstatistik auf die stetige Gleich-
verteilung an. Insbesondere interessiert man sich fiir die Verteilung der Spannweite der
Ergebnisse (Differenz Maximum und Minimum). Sei (X;)<;<x, # € IN, eine Familie von
unabhingigen gleichverteilten Zufallsvariablen X; ~ U 1j und (X(;))i<i<, die dazuge-
horige Ordnungsstatistik.

Die Spannweite ist definiert als
Ry = X(n) — X))-
(a) Beweisen Sie, dass R, die Dichte
f=n=1x"2(1-0)Lpn®
besitzt und identifizieren Sie ihre Verteilung.

(b) Zeigen Sie
n-1

n+1°

E(R,) =
Wie verhilt sich [E(R),) fiir n — +00?

Lésung: Da X; ~ U 1, gilt f(x) = 1 sowie F(x) = x fiir x € [0, 1].

(a) Sei ¢ eine beliebige messbare und positive Abbildung, dann berechnet man mit-
tels der Substitution y = x,, — x1, 2 = x;

fso(xn = x1) Pxy, x) (dx1 dx,)
1 1
= f f QD()CH - xl)n (I’l - 1) (-xn — X1 )n—2 ]l{xl <x,,l(x1’ xn) d-xl d-xn
0 0

1
—n(n- 1)[0 (1 -3 e() "2 dy.

Damit ist gezeigt, dass X,y — X(1) die Dichte

_ T+ 1))
fx) = Tu-1D

besitzt. Daher ist R, ~ Beta(n — 1,2), sieche Appendix A.1.

xn—l—l(l _ x)z_l]l[(),]](x)

(b) Fiir den Erwartungswert folgt

1 1
E(R,,):n(n—l)f x(1—x)x"-2dx=n(n—1)f(1—x)x"-1dx
0 0

1 ! 71—1 n—oo
=n(n—1)(f x”ldx—fx"dx)= /1
0 0 l’l+l

Realisierungen sind daher auf dem gesamten Intervall [0, 1] zu erwarten.
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Aufgabe 3.38: Ordnungsstatistik fiir die Exponentialverteilung cee

Betrachten Sie die in Aufgabe 3.36 behandelte Ordnungsstatistik angewendet auf die
Exponentialverteilung. Sei (X;)i<i<n, n € IN, eine Familie von unabhéngigen Zufallsva-
riablen mit X; ~ Exp(1). Sei weiter

Y = Xq, Yi = Xgy — X1
fiir k = 2,...,n. Man nennt diese Zufallsvariablen die Zuwdchse der Ordnungsstatistik.
(a) Beweisen Sie, dass die Zufallsvariablen Y, ..., ¥, unabhidngig sind und die Dich-

te von Y fiir 1 < k < n gegeben ist durch

fr.(t) = (n—k+ 1) e " D g, (1),

(b) Beweisen Sie, dass fiir 1 < k < n gilt

k
1
BOw = )i
i=1

(c) Was lésst sich iiber Y; sagen?

Lésung:

Da X; ~ Exp(1), ist die Dichte der gemeinsamen Verteilung von (X, ..., X()) nach
Aufgabe 3.36 gegeben durch

(a) Man betrachtet den Vektor Y = (Y1, Y», ..., Y,) sowie eine messbare und positive
Abbildung ¢. Dann gilt nach Transformationsformel

- f X1,y Xy — Xpo)nlexp (—(x) + ... + x,)) dxy ...dx,
{0<x; <x2<...<x, }

B f e y2, - yn)ntexp (=(nyr + (n = Dyz + ...+ ya)) dy ... dyy.
(R+)/X

Daher hat Y die Dichte

o) =] [ =k+ Dexp(=n =k + Dyo).
k=1
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Xy  Xo X3 o Xo-n Xy

A\l \
4

Yi Y, Y Y,

A<

Abbildung 3.9: Skizze der Zuwichse Y.

Somit sind die Zufallsvariablen Y}, ..., Y, unabhingig und ebenfalls exponenti-
alverteilt mit Y, ~ Exp(n — k + 1). Daraus ergibt sich auch

B =

Wie im Sammelbildproblem, siehe Aufgabe 6.9, sind die Zuwichse im Durch-
schnitt monoton wachsend in k.

(b) Da Xy = 2?‘:1 Y; gilt, folgt aus (a)

k

k n
E(X(k))=Z]E(Yi)=Zﬁ= Z ;

i=1 i=1 i=n—k+1

(c) Nach (a) ist Yy ~ Exp(n — k + 1). Daher hat Y, die gleiche Verteilung wie das
Minimum von n—k+1 zum Parameter Eins exponentialverteilter Zufallsvariablen,
siehe Aufgabe 3.13. Insbesondere ist dann Y,, ~ Exp(1).

Aufgabe 3.39: Rekordwerte-Prozess (X X )

Sei (X;);ev eine Folge von positiven, unabhingigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen mit Dichte f und Verteilungsfunktion F, welche F(R) c [0, 1) erfiillt. Man
definiere Yy := X und Y;y; := Xy, fiir i € INp, wobei

Niyp =inf{m >i: X, > Y;}

sind die sogenannten Rekordzeiten. Der Prozess (Y,),en, wird Rekordwerte-Prozess
genannt.

(a) Sei N; der Zeitpunkt, an dem der erste Rekordwert — nach dem Anfangswert —
angenommen wird. Berechnen Sie ihre Verteilung und ihren Erwartungswert.

(b) Berechnen Sie IP(N; = n,Y; < ¢) fiir t > 0 und bestimmen Sie daraus die Vertei-
lungsfunktion von Y.

(c) Nehmen Sie an, dass X; ~ Exp(4), 4 > 0. Berechnen Sie die Verteilung von Y,
und identifizieren Sie diese.
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Anwendungen

/
}g | b

(a) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

Lésung:

(N =n}={Xo <Xq,.... X1 < X1, X, > X4}, n>2.

Die Anordnung der n — 2 verschiedenen Werte X5, ..., X, ist dabei beliebig.
Aufgrund der Aufgabe 3.36 gilt dann

]P(Nl =I’l) = (n—2)']P(X2 <X3 <... <Xn_1 <X1 <Xn)
1

1
Z(H—Z)'mzm

Man bemerke, dass die Verteilung der Rekordzeit N; unabhingig von der Ver-
teilung der Zufallsvariablen X, X5, ... ist. Das selbe gilt auch fiir die Verteilung
von N;,i > 2.

Folglich erhalten wir fiir den Erwartungswert

E(N,) = ZnIP(M =n)

1
:Zn—l = Feo

n>2

Die mittlere Wartezeit auf den ersten echten Rekord ist somit unendlich, was er-
staunlich ist!
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3 Stetige Zufallsvariablen

(b) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

{(Ni=nYi<t}={N1=n, X, <t}
={X) <X,...,. X, .1 <X1 <X, <t}

Wie in der Teilaufgabe (a), Aufgrund der Aufgabe 3.36 (d) gilt
PNi=nY <H)H=n-2)!'PXr <...<X,1<X;1 <X, <0

1
=(n-2)! —']P(Xl <t,..., X1 <t,X,<t)
n.

=T F(t)".

Dank der Entwicklung —log(1 — @) = 3,51 ‘f—:, a € (0, 1), bekommt man

1 1

Fr()= Y PO <t,Ny=n)= ) (m - ;)F(r)"
n>2 n>2
B
n>1 n>2

= —F(n)log(l — F(1)) = (= log(1 - F(1) - F(1))
= F(1) + (1 - F(1)log(1 — F(1)).

Dass der zweite Term der letzten Summe immer nichtpositiv ist, bestétigt die
Ungleichung Y| > X;.

(c) Mittels des Ergebnisses aus Teilaufgabe (b) berechnet man
Fr()=1-e"+e"log(e™)=1-(1+ae™", 1>0.
Somit ist eine Dichte von Y| gegeben durch
fr,(x) = Pxe™, x>0.

Also folgt Y| einer Erlang-Verteilung zu den Parametern A und n = 2, siehe
Aufgabe 3.26. Das heifit, in diesem Spezialfall hat der Exzess Y; — X die selbe
Verteilung wie X; selbst.
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KAPITEL 4

Grenzwertsatze

Sywvie RE&LLy

4.1 Wichtige Ungleichungen

Aufgabe 4.1: Cantelli-Ungleichung cee

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit Erwartungswert m und endlicher Varianz
o?. Seik > 0.

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle 4 € R,
PX-m>2k)=PX-m+A>k+A).
Mit Hilfe der Markov-Ungleichung schliee man daraus folgende Ungleichung:
o+ 22
(k+ )2

V120, PX-m=>k) <

(b) Man studiere das Minimum der Abbildung A — f(1) := gjﬁ; , um die sogenann-
te Cantelli-Ungleichung zu bekommen:

2

K2+ o2

PX-m>k)<

(c) Schliesslich beweise man, dass

202

K2+ 02
Fiir welche Werte von k ist diese Ungleichung schirfer als die Bienaymé-Tschebyschoff-
Ungleichung?

P(X -m| > k) <
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Loésung:

(a) Firalle A gilt {w : X(w) —m > k} = {w : X(w) —m + A > k + A} und daher
PX-m2k)=PX-m+A=k+21).
Nach Markov-Ungleichung gilt nun fiir 4 > 0

PX-m>k)=PX-m+1>k+2)
<P(X -m+ %> (k+ )%
E(X-m+2?) o2+2

(k + 2)? T k+ )

(b) Ableiten und Nullsetzen der Abbildung f ergibt

20k + ) = 2(0? + %)

(k + )3 0

J'@) =

2
@2/1(k+/l)=2(0'2+/12)<:)/l=0-7.

Mit der zweiten Ableitung priift man leicht nach, dass der Wert o /k tatsichlich
ein Minimum von f ist. Es folgt

o+
PX-m=>k) <

(c) Es gilt

202

PX-mlzk)=PX-mz2k)+Pm-X>2k) < ——.
kK + o2

Die Cantelli-Ungleichung ist schirfer als die Bienaymé-Tschebyschoff-Ungleichung,
falls

2 2

2
k2+‘-Z<%@2k2<k2+crz<:k<o-.
g
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Wichtige Ungleichungen

Aufgabe 4.2: Optimierte Bienaymé-Tschebyschoff-Ungleichung cee

Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert m und endlicher Varianz o> > 0.

(a) Zeigen Sie: Fiir alle a > 1 gilt
1
PXzm+ao) < —.
a
(b) Beweisen Sie die folgende Verbesserung der vorigen Ungleichung:

PX>m+ao) <

1+a?

(a(x — m) + o)?

(1t 2P und die

Hinweis: Benutzen Sie die Abbildung x +— g(x) =

Markov-Ungleichung.

(c) Priifen Sie anhand eines Beispiels, wie scharf diese Ungleichung ist.

Lésung:
(a) Es gilt zundchst mit Hilfe der Bienaymé-Tschebyschoff-Ungleichung

Var(X 1
]P(X2m+a0')=]P(X—mZaO')SIP(|X—m|Zaa')s%=—2.
ato a

(b) Weiter gilt fiir w € Q
X(w) = m+aoc o aX(w)—m)+0 > (@ + Do = gX(w)) > 1.

Daraus folgt mittels Markov-Ungleichung

PX>m+aoc) <PEX)=>1)< m
_ E(@X —m) + o)?) _ a*o? + o2 1
(1 +a®? (1 +a?)? 1+ar

(c) Man betrachte zwei Beispiele, ein diskretes Beispiel und dann ein stetiges.

(i) Sei X ~ Bin(n,l - l). Dann hat manm = n—1und o = /1 — % Fiir alle

n

a< 2 gilt

LM:P@2m+mﬂ:P@2n—1+mﬁ:MX:m:O—ly
n
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4 Grenzwertsatze

Andererseits gilt

R . 1 o? n—1
, = min = = )
0a<t 1+a*> 1402 2n-1

Numerisch hat man fiir n = 2, die linke Seite der Ungleichung L, = 1/4 und die
rechte Seite R, = 1/3. Fiir n sehr groB gilt L, ~ 1/e ~ 0,37 und R, = 1/2.

(ii) Sei Y ~ Exp (4). Dann hat man m = o = % Fiir alle a > 0 gilt

1+
L,=PY>2m+aoc)=1 —Fy( /la> = ¢ (IH0),

siehe Aufgabe 3.33.

Die rechte Seite der Ungleichung ist R, := ﬁ Die Ungleichung ist schirfer,

wenn a klein ist: Ljp-1 = 0,33 < Rjp-1 = 1, aber Lig— = 0,36 < Rjp> =~ 1.

Aufgabe 4.3: Suboptimalitat der Bienaymé-Tschebyschoff-Ungleichung 0 © @

Von allgemeinem Interesse in Anwendungen ist eine gute obere Schranke fiir die Wahr-
scheinlichkeit P(|X — IE(X)| > k). Hier wird gepriift, ob Var(X)/k’ eine solche gute
Schranke ist.

(a) Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit Py = Bin (n, p). Berechnen Sie in
Abhiingigkeit von n und p jeweils P(|X — IE(X)| > k) und Var(X)/k>.

Sei nun n = 6 und p € {1/5,1/2}. Vergleichen Sie die beiden Werte fiir k €
{1,2,5}.

(b) Sei X : Q — {—a,0, a} eine Zufallsvariable mit P(X = —a) = P(X = a) = p/2,
wobeia > 0und p € (0, 1).

Berechnen Sie P(|X — E(X)| > k) und Var(X)/k? fiir k = a und vergleichen Sie
die Werte.

Losung:
(a) DaIE(X) = np und Var(X) = np (1 — p) gilt

Lnp+k]

P(X-EX)[ 2k = ) (’7)19'(1 -
i=fnp—i1 \'
Var(X) np(1-p)
ko kT
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Wichtige Ungleichungen

Falln = 6,p = 0,2: E(X) = 1,2 und Var(X) = 0,96.

P(X - EX)| > 1) = P(X €{0,3,4,5,6}) ~ 0,69 < Var(X) = 0,96,

Var(X
P(X - EX)| > 2) = P(X € {4,5,6)) ~ 0,017 < % = 0,24,

Var(X)

P(X ~E(X) 2 5) =0 < —— = 0,04,

Falln = 6,p = 0,5: E(X) = 3 und Var(X) = 1,5.

P(X -EX)|>1)=1-PX =3) ~ 0,69 < Var(X) = 1.5,

Var(X
P(X - E(X)| > 2) = P(X € {0,1,5,6}) ~ 0.22 < a;g )~ 033,
Var(X
P(X -EX)| >5) =0< "‘;g )~ 0.06.
(b) Es gilt
_ P b _ _ 2 _ 2
E(X)_—a~§+0+a-§—0, Var(X) = E(X°) = a"p.
Auferdem
VarX
P(X|2a)=P(X|=a)=2 4+ 2 = p= 22
2 2 a

In diesem Fall gilt sogar die Gleichheit: daher ist hier die Bienaymé-Tschebyschoft-
Ungleichung scharf.

Aufgabe 4.4: Streuungskontrolle um den Erwartungswert coe

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable, m ihr Erwartungswert und o < oo ihre Stan-
dardabweichung.

(a) Schitzen Sie mit Hilfe der Bienaymé-Tschebyschoff-Ungleichung folgende Wahr-
scheinlichkeit nach unten ab:

P(X —m| < ko), k>O0.

(b) Wie klein muss o- mindestens sein, damit IP(|X — m| < 0,01) > 0,95?

(c) Wie groB3 muss n mindestens sein, damit IP(I%Y - pl = 0,01) < 0,05 gilt, wenn
Py = Bin (n, p), wobei p € (0,1) und n € IN?

(d) Wie grofl muss n mindestens sein, damit IP(I%Z —1]>0,01) < 0,05 gilt, unter der
Annahme P; = Poi (n)?
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4 Grenzwertsatze

Loésung:

(a) Es gilt
o? 1
P(|X_mlfk0)21—m=1—ﬁ.

(b) Wenn k% := 0,05, muss 02 = Var(X) Folgendes erfiillen:

2
»_ 001

< =g =510

(c) In diesem Fall wendet man das Ergebnis der Frage (a) mit X := Y/n, m = p und

1
o’ = pd=p an. Es gilt dann
n

p(1-p)
n

<5-10%en>2p-p)-10°.

Da p(1 — p) < 1/4, bekommt man die von p unabhingige hinreichende Bedin-
gung n > 50 000.

(d) In diesem Fall wendet man das Ergebnis der Frage (a) mit X := Z/n, m = 1 und
o? = 1/n an. Es gilt dann

<510 n>2-10°.

S| =

Aufgabe 4.5: Anwendung der Bienaymé-Tschebyschoff-Ungleichung ©oC e

Die Verteilung der Preise von Biichern in einer Buchhandlung ist unbekannt. Bekannt
sind allerdings der Durchschnittspreis von 10 Euro und die Varianz der Preise, gleich 5.
Geben Sie mit Hilfe der Bienaymé-Tschebyschoff-Ungleichung eine untere Abschét-
zung fiir die Wahrscheinlichkeit an, dass der Preis eines zufdllig entnommenen Buches
strikt grofier als 5 Euro und strikt kleiner als 15 Euro ist.

Lésung: Man hat
{5<X<15={-5<X-10<5}.

Dann gilt
a? 5 1
P(X-10/<521-—==1-—=1--=08.
L <9=2l-5 25 5
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Wichtige Ungleichungen

Aufgabe 4.6: Haufigkeit einer Mddchengeburt ooe

In einem Land werden jahrlich durchschnittlich eine Million Kinder geboren, wobei
die Geburt eines Madchen mit der Wahrscheinlichkei p € (0, 1) eintritt.

(a) Geben Sie eine untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass die
relative Haufigkeit einer Middchengeburt nach einem Beobachtungszeitraum von
10 Jahren hochstens um 1073 von p abweicht.

(b) Nehmen Sie an, dass p = 1/2. Uber wie viele Jahre muss die Statistik gefiihrt
werden, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 0,99 die relative
Hzufigkeit einer Madchengeburt hochstens um 1073 von p abweicht.

Lésung:

(a) Es sei Xjf die Zufallsvariable, die angibt, ob die j-te Geburt des Jahres k ein
Midchen war oder nicht. Daher ist Xj? ~ Ber (p). Es sei weiterhin

109

Y = fo
=

die Gesamtzahl der Midchengeburten im k-ten Jahr; Y; ist per Definition bino-
mialverteilt zum Parameter p und n = 10°.

Die relative Haufigkeit einer Mddchengeburt nach einem Beobachtungszeitraum

von 10 Jahren ist durch 0

1
10-106ZY"

i=1
gegeben.

Unter Annahme der Unabhiingigkeit der Gesamtzahl der Midchengeburten in
jedem Jahr gilt

10

10
]E{Z Y,-J = 10E(Y)) = 107p, Var(z Y,»] =10 Var(Y;) = 10"p(1 - p).

i=1 i=1

Damit kann man nun eine untere Schranke berechnen: Nach Bienaymé-Tschebyschoff-

Ungleichung gilt
| b 10
Pk 34| £107) 1= 3510 109
i=1 i=1
10 v,
> _—Var(lofgzl Y _ 1—%[}(1—[7)2 1 —%-% =0,975.
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4 Grenzwertsatze

(b) Es sei nun p = 1. Es gilt dann

k
1 Y 1
P(L——’sm*):l—P(

Dies gilt genau dann, wenn 0,01 - 4k > 1. Daraus folgt k > 25. Die Statistik muss
somit wenigstens 25 Jahre lang gefiihrt werden.

k 6
et Y
L"_ﬁ‘>103]

10k 2 k 2
Var (Y5, 1) 1!
l-—————"=1-—2>0,99.
- 109k 4k —

Aufgabe 4.7: Macht entschlossener Minderheiten cee

An einer Stichwahl zwischen zwei Kandidaten A und B nehmen eine Million Wih-
ler teil. Davon kennen 2 000 Wéhler den Kandidaten A gut: Sie stimmen geschlossen
fiir thn. Die tibrigen n := 998 000 Wihler sind ganz unentschlossen und treffen ihre
Entscheidung unabhingig voneinander durch Werfen einer fairen Miinze.

(a) Welche Verteilung hat die Zufallsvariable Y, die die Anzahl der Wihler angibt,
die fiir Kandidaten B stimmen?

(b) Bezeichnen Sie p die Wahrscheinlichkeit eines Sieges von Kandidat B. Wir moch-
ten p schitzen. Beweisen Sie folgendes:

Y, 1 1 (Y,
<P[L>-+107)=-P(|2
P (n 2 ) 2 (n

- %' > 103).

(c) SchlieBen Sie daraus, dass py = % . % eine obere Schranke fiir p ist.

Lésung:
(a) Die Anzahl Y, der B-Stimmen ist binomialverteilt, d.h. Y,, ~ Bin (998 000, 1/2).

(b) Es gilt
Y, 500000 Y, 1 3 Y, 1 3
=<{ — — — —_ > =
{Y,, > 500000} {n>998000}c{n>2+10 }c{n_2+10 }
Daher

Y, 1 _
p:IP(Yn>SOOOOO)S]P(—2§+10 3).
n

Dank der Symmetrie von Bin (998 000; 0,5) um 1/2 gilt

Yo 1 ., Yo 1 .\ 1
_ > = = [ = —
2] -p(f 51 10)- L

Y, 1

n 2

> 10‘3).
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Poissonapproximation, das Gesetz der seltenen Ereignisse

(c) Dank Bienaymé-Tschebyschoff-Ungleichung

Y, 1
P([2-2>10%)< ——
( n 2 ) 4n10-°
und dann
1 10°
< = =: ~ 0,125.
P=gn106 ~ 8998 = P°

Bemerkung: Es geniigt, eine kleine Gruppe entschlossener Wihler fiir einen Kandi-
daten zu haben, um die Wahrscheinlichkeit eines Sieges des anderen Kandidaten klein
zu halten.

4.2 Poissonapproximation, das Gesetz der seltenen Ereignisse

Aufgabe 4.8: Wie Versicherungen ihr Risiko beschrianken cee

Eine Versicherungsgesellschaft versichert 500 Schiffe, die jeweils eine Million Euro
Wert sind. Die versicherte Gefahr ist der Verlust des Schiffes. Dieses Ereignis besitzt
eine durchschnittliche Hiufigkeit von 1073 pro Jahr. Dabei sei jeder Verlust eines Schif-
fes unabhingig von den anderen Verlusten.

Sei X die Anzahl der in einem Jahr verlorenen Schiffe.

(a) Was ist die Verteilung der Zufallsvariablen X? Berechnen Sie ihren Erwartung-
wert und ihre Varianz. Schitzen Sie IP(X > 4) mit Hilfe einer bekannten Appro-
ximation der Verteilung von X.

(b) Am 31. Dezember zahlt die Versicherungsgesellschaft den Wert der im vorigen
Jahr verlorenen Schiffe zuriick. Wie hoch muss die Riicklage der Versicherungs-
gesellschaft sein, um mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 0,999 alle Zahlun-
gen leisten zu konnen?

(c) Die Versicherungsgesellschaft fusioniert mit einer anderen Gesellschaft, die eine
Flotte gleicher GroBe versichert. Beantworten Sie fiir diesen Fall die erste und
zweite Frage noch einmal.
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4 Grenzwertsatze

Lésung:

(a)

(b)

(©

Bemerkung: Es ist 1/

Sei Y; die Zufallsvariable, die angibt, ob Schiff Nummer i untergeht oder nicht.
Dabei stehe ,,1° fiir gesunken, ,,0* fiir nicht gesunken. Dann ist ¥; ~ Ber(1073).

Insbesondere ist
500

X =) Y~ Bin(500,1073).
i=1
Daher gilt E(X) = 500- 10~* = 1/2 und Var(X) = 500-1073(1 — 1073) = 0,4995.
Fiir grof3e n ist die Binomialverteilung Bin(n, ﬁ) annihernd eine Poissonvertei-
lung zum Parameter A = 0,5. Daher gilt

0,54 :
PX=k~e® .2 ud PX>4)= 1—ZIP(X=i)z2~ 1073,
k! —
i=
Sei r die Riicklage der Versicherungsgesellschaft. Dann gilt
P10®- X<rN>1-10° o P(X-05<10%r-0,5>1-107°.
Es geniigt also P(|X — 0.5/ > 1075 » - 0,5) < 1073. Aber

Var(X)

P(X-05>10°r-05) < —————
(106 r-0,5)

und fiir ¥ > rp;, = 2,29 - 10° Euro ist der letzte Term kleiner als 1073.
Analog sei Y die Anzahl der in einem Jahr verlorenen Schiffe nach der Fusion.
Y ~ Bin(10°,107%), EY)=2EX)=1, Var(Y)=2Var(X)=1-107.

Daher ist 7/, = 3,21 - 10° Euro.

< 2 Fmin, obwohl sich die Anzahl der Schiffe verdoppelt hat:

min

Die minimale Riicklage wiéchst langsamer als die Anzahl der Schiffe. Es ist daher im
Interesse der Versicherungsgesellschaft, so viele Schiffe wie moglich zu versichern.
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Aufgabe 4.9: Anzahl der Tippfehler in Biichern ooe

Bei der Neuerscheinung eines Buches liege die Wahrscheinlichkeit fiir eine fehlerhafte
Seite bei 3 - 1073, Tippfehler konnen unabhingig voneinander entstehen.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, bei einem Buch mit 1000 Seiten insgesamt hoch-
stens zwei fehlerhafte Seiten zu finden? Verwenden Sie eine passende Approximation.

Lésung: Sei X die zufillige Anzahl der fehlerhaften Seiten. Dann ist Py = Bin(103,3 -
107%). Nutzen Sie die Poisson-Approximation mit A := 103 -3 - 1073 = 3. Die Wahr-
scheinlichkeit von hochstens zwei fehlerhaften Seiten ist dann

P(X < 2) ~ Poi(3)({0, 1,2}) = e3(1 + 3 + 9/2) ~ 0,42.

Diese Wahrscheinlichkeit liegt iiberraschend hoch bei fast 1/2.

4.3 Schwaches Gesetz der groBen Zahlen

Aufgabe 4.10: Gesetz der groBen Zahlen fiir nicht i.v. Zufallsvariablen Ce e

Sei (X,,)n>2 eine Folge paarweise unkorrelierter Zufallsvariablen mit

Py = O_p+(1- oo + On
X 2nlogn ( nlogn)O 2nlogn

(a) Berechnen Sie [E(X,,) und Var(X),).
_ 1 <& _
(b) Bilden Sie X,, := — Z X und beweisen Sie, dass Var(X;) gegen Null konver-
n
k=2
giert.

Hinweis: Benutzen Sie die Konvergenz des Cesaro-Mittels einer konvergenten
Folge.

(c) Geniigt (X,),>> dem schwachen Gesetz der gro3en Zahlen?

Lésung:
(a) Da die Verteilung von X zu Null symmetrisch ist, ist der Erwartungswert Null.
Die Varianz ist dann zu berechnen durch

2 n

Var(X,) = E(X?) =2 = )
2nlogn logn
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(b) Es gilt zuerst

— k1
Var(X,) = Var(X,) = —
ar(Xa) = Z ar(X) anogk n n—lzlogk

Der letzte rechte Term konvergiert gegen Null nach Cesaro-Mittel:

Sei (a,), eine konvergente Folge reeller Zahlen mit a := lim, a,, dann gilt
1 n
n
- Z ap — d.
i

Beim Anwenden fiir a; := log(k vy
quadratischen Mittel gegen Null.

folgt die Konvergenz der Folge (X,),s» im

(c) Dank Bienaymé-Tschebyschoff-Ungleichung konvergiert X,, auch in Wahrschein-
lichkeit gegen Null. Das heiflt, (X),),> erfiillt das schwache Gesetz der grofien
Zahlen.

Aufgabe 4.11: Monte-Carlo-Simulation zur Berechnung eines Integrals 0O @
Sei g eine eine messbare Funktion in L' ([0, 1]), die quadratintegrierbar ist.
(a) Sei (X;)1<i<n) eine Folge von unabhingigen, gleichmiBig auf [0, 1] verteilten Zu-
fallsvariablen. Beweisen Sie, dass die Summe % Zn: g(X;) das Integral f ! g(x)dx
approximiert. Erldutern Sie, in welchem Sinne. - '

(b) Geben Sie den Ausdruck fiir die minimale Anzahl n der Zufallsvariablen (X;)1<i<
an, die man erzeugen muss, damit die Wahrscheinlichkeit des Approximations-
fehlers € kleiner als ¢ ist.

(c) Berechnen Sie n explizit fiir g(x) = x%,&=0,01 und ¢ = 0,05.

Lésung:

(a) Verwenden Sie das schwache Gesetz der grolen Zahlen. Die Zufallsvariablen
(g(X;))i>1 sind unabhiingig und identisch verteilt. Da g € L'([0, 1]) besitzt g(X;)
einen Erwartungswert. Daher gilt die folgende stochastische Konvergenz:

1< :
lim — 3" ¢(X)) = E(g(X)) = fo g(x)dx.
i=1

n—oo
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(b) Nach der Bienaymé-Tschebyschoft-Ungleichung gilt

1< !
P[—Zg(xa— f g(x)dx
3 0

Daher ist die gesuchte minimale Anzahl n gleich [Var(g(X;))/6 82'|.

- g2 ne?

N 8] . Var (1 37, (X)) _ Vare(X)

(c) Verwenden Sie das Ergebnis von (b) mit Var(g(X;)) = 1/5 - 1/9 = 4/45. Dies
liefert dann n = 17 778.

4.4 Zentraler Grenzwertsatz

Aufgabe 4.12: Kirschmarmelade ohne Wurm ocoe

Mit ungefidhr 1000 Kirschen kann man knapp zwei Kilogramm Marmelade kochen.
Aus jahrelanger Erfahrung ist bekannt, dass im Durchschnitt in einer von hundert Kir-
schen ein Wurm ist. Wie wahrscheinlich ist es, dass von den tausend Kirschen hoch-
stens fiinf von einem Wurm befallen sind? Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit mit
Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes.

Lésung: Sei X die zufillige Anzahl befallener Kirschen. Dann ist X ~ Bin (1000, 1/100)
und daher ist I£(X) = 10 und Var(X) = 9,9.

X-EX) __5-EX)
VVvar(X) =~ vVar(X)

X-1
P(X <5)= IP( ) - IP(—O < —1,59) ~ 1 - ®(1,59) ~ 0,06,

3,14

siehe die Tabelle im Appendix A.2.
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Aufgabe 4.13: Herr Schlafmiitze — Fortsetzung ooe

Wie in Aufgabe 2.12 ist der Wecker von Herrn Schlafmiitze defekt. Jeden Tag gibt
es eine Chance von 25%, dass der Wecker nicht klingelt. Dann verspitet sich Herr
Schlafmiitze zur Arbeit.

(a) Herr Schlafmiitze hat eine gekiirzte Arbeitswoche (vier Tage). In der Woche
wird beobachtet, wie oft sich Herr Schlafmiitze verspitet. Berechnen Sie die
Wabhrscheinlichkeit des Ereignisses, dass Herr Schlafmiitze in einer Woche genau
zweimal zu spit kommt. Berechnen Sie die erwartete Anzahl der Verspétungen.

(b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass Herr Schlafmiitze an mindestens 49
und hochstens 69 Tagen von betrachteten 235 jiahrlichen Arbeitstagen verschlift?
Nutzen Sie den zentralen Grenzwertsatz.

Lésung:

(a) Die Anzahl der Verspitungen pro Woche kann durch eine binomialverteilte Zu-
fallsvariable X mit Py = Bin (4, i) modelliert werden. Daher gilt

4\ (1 (3 27
P(X =2) = (2) (Z) (Z) = 35 ~ 0211,

=1

N

Die erwartete Anzahl der Verspitungen ist 4 -

(b) Gesuchtist P(49 <Y < 69) mit Y ~ Bin (235, %). Es gilt

u=T(Y) = 58,75 o2 :=Var(Y) = 235 - 1/4 - 3/4 ~ 44,06.

Y - E(Y Y-

Nach dem Satz von Moivre-Laplace ist | Ml = Y= approximativ stan-
VVar(Y)

dardnormalverteilt und daher gilt

Y - 10
P(49 <Y < 69) = P(|Y — u| < 10) = P(M < —)
ag
10 10
xO—— -0 - ——=) =201 -1=2- 4-1=0,87.
(6,638) ( 6,638) (1,506) 0.93 0.8
Aufgabe 4.14: Abschéatzung der Summe gleichverteilter Variablen ooe

Sei (U,)1<i<n €ine Folge von unabhéngigen, auf [0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen,
d.h. fiir alle i ist U; ~ U([O, 1]).

Schitzen Sie mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes die Wahrscheinlichkeit, dass

X, = Z U; groBer wird als n/2.

i=1
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Lésung: Nach Aufgabe 3.8 ist der Erwartungswert u := E(X,) = n/2 und die Varianz
0?2 := Var(X,,) = n/12. Dann ist nach zentralem Grenzwertsatz

X, -1

n

12

Y, =

approximativ standardnormalverteilt fiir n grof3.
Demnach ist

P(X, > n/2) = P(Y, > 0) = ®(0) = 1/2.

In Aufgabe 3.25 wird mit einer anderen Methode ein priziseres Ergebnis bewiesen.

Aufgabe 4.15: Anndherung der Poisson- an die Normalverteilung cee

Analysieren Sie die Konvergenz einer Folge standardisierter Poisson-verteilter Zufalls-
variablen, wenn ihr Parameter gegen unendlich konvergiert.

(a) Sei zunichst (S ,),>1 eine Folge unabhingiger Poisson-verteilter Zufallsvariablen
wobei S, ~ Poi(n).

Beweisen Sie, dass
Sn —Nn n—oo

- Z,
\n
wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.

(b) Betrachten Sie allgemeiner eine Familie (S Das0 Poisson-verteilter Zufallsvaria-
blen, wobei S ; ~ Poi(X). Es wird nicht vorausgesetzt, dass der Parameter A ganz-
zahlig ist.

Beweisen Sie, dass fast sicher
S <Si<Sun

fiir eine bestimmte Folge (S ,,),> gilt.

Hinweis: Definieren Sie unabhdiingige Poisson-verteilte Zufallsvariablen zu den
Parametern |A], bzw. A —|A), 1+ 1 —[4].

Schlieflen Sie daraus, dass

Sﬂ_ﬂ A—00 Z
\/z — s

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.
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Loésung:

(a) Wenden Sie die Aufgabe 2.35 (b) an. Die Zufallsvariablen S, lassen sich wie
folgt zerlegen:

AX)iz1,YneN: S, = in
i1
wobei (X;);>1 eine Folge von unabhingigen Poi(1)-verteilten Zufallsvariablen ist.

(Man konnte auch den Satz von Raikov iiber die unendliche Teilbarkeit der Pois-
sonverteilung anwenden).

Da E(X;) = Var(X;) = 1, gilt dann nach dem zentralen Grenzwertsatz

1 nosco
W(S" —n) == Z ~ N(0, 1).

(b) Fiir beliebiges A € R* konstruieren Sie unabhingige Zufallsvariablen

Ny ~Pla, No~Paa, Nz~ Pl

Sei weiterhin
SL/U := N; und SUJH =Ni+ Ny +Nj.

Wegen der Faltungsstabilitit der Poissonverteilung bemerken Sie, dass S, ~ N, +
N,. Es gilt auch nach Definition

S\_,u < §,1 < SL/IJH f.s.

Nun lassen sich wieder S, und §,j41 als partielle Summen von Folgen Poi(1)-
verteilter Zufallsvariablen zerlegen. Es gilt daher f.s. folgende Ungleichungskette

L/U(Sw -] . 1] - /l)

A\ VAl Vil
< Si—4
Va
@(Swn - [1] N 4] - /l).
A4\ Mal Vi
Daraus folgt mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes die gewiinschte Behaup-

tung.
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Aufgabe 4.16: Anndherung an eine GauB-Verteilung unméglich cee

Es sei (X,),>1 eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen mit
1
PX,=-2")=PX, = +2") = 5

Beweisen Sie, dass die Folge (S ,),>; mit

o e X — E(X0)

Sy
V\kﬂ(iﬁzlxk)

sich nicht an eine GauB3- Verteilung annihern kann und somit der zentrale Grenzwertsatz
in diesem Fall nicht gilt.

Hinweis: Zeigen Sie, dass die Folge (S ,,),>1 beschrinkt bleibt.

Lésung:
Es gilt zunichst f.s.

Xe< ) 28=202"-1).
k=1 k=1

Die (X,),>1 sind unabhiingig und zentriert. Daher gilt nach dem Satz von Bienaymé
n n n n 4
Var( ) Xi)= ) Var(Xp) = Y EX) = » 48 =_-@"-1)>4"-1.
(;k); <k>;(k); S@ -1

Demnach ist wegen E(X;) = 0
n X n _
§p= X 221,
\/Var (ZZ=1 Xk) VAT -1
Die Folge der Zufallsvariablen (S ,,),> ist daher f.s. gleichméBig durch die Konstante 2

nach oben beschrinkt. Wiirde diese Folge in Verteilung gegen ein S ., konvergieren, so
gilte

P(Sw >2)=0.

Jede GauB3-Verteilung gewichtet aber das Intervall (2, +00) positiv. Daher kann S ., kei-
ne Gaul3-verteilte Zufallsvariable sein.
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Aufgabe 4.17: Probabilistische Integralrechnung ooe

Sei f : [0,1] — [0, 1] eine stetige Funktion, deren Integral 7 := j(;] f(x) dx bestimmt
werden soll.

Es seien (X,)n>1, (Yy)n>1 ZWei unabhédngige Folgen unabhingig auf [0, 1] gleichméBig
verteilter Zufallsvariablen. Sei

Zy = Ly, <fx,)-

(a) Erkldren Sie, warum
n

(b) Wie grofl muss n mindestens sein, um das Integral 7 mit Wahrscheinlichkeit 0,95
mit einer Genauigkeit von hochstens 0,01 zu bestimmen?
Lésung:

(a) Die Zufallsvariable Z; ist Bernoulli-verteilt zum Parameter g := P(Y; < f(Xy)).
Sei A := {(x,y) € [0, 1], f(x) > y}. Dank der Unabhiingigkeit zwischen X; und

Yz, gllt
1 ,f) 1
q:f ]lA(x,y)dxdyzf f dydx:f f(x)dx = 1.
[0.1? 0 Jo 0

Die Folge (Z;); ist unabhingig und identisch verteilt. Daher ist die Folge der
arithmetischen Mittel (% Yiie1 Zi)y eine Folge, die nach dem schwachen Gesetz
der groflen Zahlen gegen IE(Z;) = I stochastisch konvergiert.

(b) Die partielle Summe S, := };_, Z ist binomialverteilt zu den Parametern # und
I Insbesondere gilt: IE(S,,) = n 7 und Var(S,) =nI (1 -I)=:no>.

Nach dem Satz von de Moivre-Laplace gilt nun

1 (d)
—(S,—-nT Z~ N(@©,1).
o-\/ﬁ( n )H—m> 0, D
Man hat
]P('lSn—I 30,01) =1P(L|S”—nf| < 0,01 ﬂ)
n on o

zIP(lZI <0,01 ﬁ) <P(1Z| < 0,02 V).
o

1
Die letzte Ungleichung basiert auf o < m[(a)v1<] Vy(l—y) = 7
yel0,
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Man kann weiter schétzen:
P(|Z] < 0,02 vn) = 2®(0,02 Vn) — 1 < 0,95 © 0,02Vn = 1,956 © n = 9604.

Fir n > ny;, = 9604 ist die Wahrscheinlichkeit, dass S, /n das Integral 7 mit
einem Fehler kleiner als 0,01 approximiert, groer als 0,95.

Aufgabe 4.18: Gewichtete Partialsummen der Exponentialreihe cee

Man mochte das (nicht triviale) asymptotische Verhalten der n-ten Partialsumme

nook

X
Sn (x) = E F
k=0 "

der Exponentialreihe an der Stelle x = n betrachten.
(a) Berechnen Sie zunichst fiir x € R fest,
Seo(X) := ml_i>IPoo S (x).
SchlieBen Sie daraus den Wert von S, (n).

(b) Untersuchen Sie jetzt die Wachstumsrate der Folge (s,,(n)),>0: Die beiden Varia-
blen x und 7 sind dann gekoppelt. Die dafiir vorgeschlagene Methode ist proba-
bilistisch.

Sei (X;);> eine Folge unabhingiger, identisch verteilter Zufallsvariablen, wobei
X; ~ Poi(1).

Beweisen Sie:
PXi+...+X,—-n<0)=¢e¢"s,(n).

SchlieBen Sie daraus mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes, dass asymptotisch

1
s,(n) = > e".

Lésung:

(a) Dank Exponentialreihe gilt

ok
X

s(,o(x) = E F =e*
k=0 "

und daher s, (n) = €". Weiter folgt

lim e™ lim s,(n) = 1.

n—oo m—+oo
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(b) Die Poisson-Verteilung ist stabil unter Faltung, siche 2.35. Daherist S, := >\;_; Xk
Poisson-verteilt zum Parameter n und es gilt

n k
P(S,-n<0)=PS,<m=c"y % = ¢ s,(n).
k=0 "

Dank der Eigenschaften der Poisson-Verteilung ist (S ,) = Var(S,) = n. Nach
dem zentralen Grenzwertsatz gilt dann

P(S, —n<0)= IP(S" ;” < 0)
= ]P(—S" \_]a]rE((Si’;) < 0)

n—oo

—>IP(Z§0)=%,

wobei Z ~ N(0, 1).

Anders als bei der ersten Frage ergibt sich: lim,,_,, e™" s,,(n) = 1/2.

Bemerkung: Beim Vergleichen der Ergebnisse aus (a) und (b) sieht man einerseits
Soo(11) # S,(n)

und andererseits

Rl I I |
"Elgae kz=(; F - "LHPOOe k=n+1 F - E
Aufgabe 4.19: Optimale GroBe einer Kaffeetasse coe

Herr K. trinkt gerne Kaffee und hat sich daher einen Kaffee-Vollautomaten gekauft.
Der Automat soll 300 m/ Kaffee ausgeben, das heifit ungefdhr den Inhalt einer grof3en
Tasse. Allerdings ist der Automat unzuverlissig: Die Kaffeemenge schwankt bei jedem
Briihen.

Herrn K.s Tasse ist besonders grof3 und fasst 320ml. In etwa 68,3 % der Ausgaben
enthilt seine Tasse nicht weniger als 280 m! Kaffee und lduft auch nicht iiber.

Nehmen Sie an, dass die zufillig ausgegebene Menge Kaffee X normalverteilt ist.
(a) Bestimmen Sie den Mittelwert und die Standardabweichung von X.

(b) Welches Fassungsvermogen miisste Herrn K.s Tasse haben, sodass die Wahr-
scheinlichkeit des Uberlaufens kleiner als 4,6 % wird?
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Loésung:
(a) Der Mittelwert von X ist u = 300 (ml). Weiter ist fiir Z ~ N (0, 1)

X —300

P(Z € [-1,1]) = 0,683 = IP(X € [280,320]) = IP( e[-1,1]

Man kann daher X ~ N(300, 20%) annechmen.

(b) Sei 300 + x das gesuchte Fassungsvermogen (x wird in ml angegeben).

X_
P(X > 300 + x) = IP( Hy %) = 1 — ®(x/20) = 0,046.
g

Daher ®©(x/20) ; 0,954 und x/20 = 1,69. Daraus ergibt sich fiir x ungefdhr
33,8 ml. Das heif3t, die Tasse miisste mindestens 334 ml fassen, damit sie mit
‘Wahrscheinlichkeit hoher als 0,954 nicht iiberlduft.
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KAPITELS

Elementare Statistik

FraNziskA GOBEL

5.1 Deskriptive Statistik

Aufgabe 5.1: Einfluss auf Mittelwert und Median cee

Gegeben seien die sechs Beobachtungen

X1 X2 X3 X4 X5 X6

2,1 34 42 49 53 59

(a) Berechnen Sie den Mittelwert %, den Median und die empirische Varianz s> der
Daten.

(b) Ergédnzen Sie die Beobachtungen so um einen Wert, dass der Median den Wert
4,2 annimmt und der Mittelwert

(i) groBer (i1) kleiner (>iii) gleich

dem Median ist.

Lésung:
(a) Der Mittelwert lautet

6
i 258
Fo - Y x= - =43
! 6;x 6

Jeder Wert des Intervalls [4,2;4,9] kann als Median gewihlt werden. Oft wird
qos = 0,5(4,2 +4,9) = 4,55 gewihlt. Die empirische Varianz lautet

6
1 9,58
2 _ o2 _ 790
s =51 E(x, X) == =1,916.

i=1



5 Elementare Statistik

Manchmal wird auch der nicht erwartungstreue Schétzer

1 n
2_ 1 2
s© = - ;(x, Xx)
fiir die Varianz als empirische Varianz genutzt. In diesem Fall mit n = 6, ist
s2 ~ 1,597.

(b) Ein zusitzlicher Wert hat Einfluss sowohl auf den Mittelwert als auch auf den
Median. Bei n = 7 Beobachtungen ist der Median der viertgro3te Wert der Be-
obachtungen.

Damit der Median den Wert 4,2 annimmt, muss also x; < 4,2 gelten.
Fiir den Mittelwert x folgt
1
X = 7(25,8 + Xx7).

Das heif3t fiir x; < 3,6 ist der Mittelwert kleiner als der Median, fiir 3,6 < x7 <
4,2 ist der Mittelwert groBer als der Median und fiir x; = 3,6 stimmen Mittelwert
und Median iiberein.

Aufgabe 5.2: Empirische Quantile und Verteilungsfunktion coe
Gegeben seien folgende Beobachtungen:
X1 X2 X3 X4 X5 X¢ X7 Xg Xo Xio
35 3 6 10 1 3 8 4 10
(a) Bestimmen Sie den Median, das untere Quartil und das obere Quartil der Daten.
(b) Bestimmen und zeichnen Sie die empirische Verteilungsfunktion.
Hinweis:

Der Wert q, mit a € (0, 1) heiffit empirisches a-Quantil, wenn mindestens 100a% der
Daten kleiner oder gleich q, und mindestens 100(1 —a)% der Daten grof3er oder gleich
qo sind. Damit ist ein empirisches Quantil nicht immer eindeutig bestimmit.

Der Wert qo s heifst Median, qq 5 unteres Quartil und qo 75 oberes Quartil.

Lésung:

(a) Um empirische Quantile zu bestimmen, ist es hilfreich, von den unsortierten Da-
ten x; zu den sortierten Daten x; liberzugehen:

A X A3 X XS Xe X1 X®) X9 X0
1 3 3 3 4 5 6 8 10 10
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E(r)
1 o—
o ———
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Abbildung 5.1: Graph der empirischen Verteilungsfunktion £.

Da die Anzahl der Datenpunkte mit n = 10 gerade ist, ist der Median nicht
eindeutig. Es gilt

qos € [4,5].

Oft wird der Durchschnitt %(x(,,/z) + X(u/24+1y) gewdhlt. In diesem Fall gilt also
q05 = % (4 +5) =4,5. Oberes bzw. unteres Quartil sind gegeben durch

4025 = X(10.25-10)+1) = X3) = 3,
40,75 = X(10,75-10J+1) = X(8) = 8.
(b) Die empirische Verteilungsfunktion £(r) : R — [0, 1] ist gegeben durch

0, firr <1
1/10, 1<t<3
4/10, 3<t<4
) 5/10, 4<t<5
6/10, 5<t<6
7/10, 6<t<8
8/10, 8<t<10
1, fiir £ > 10.

Siehe auch Abbildung 5.1.
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Fxy=1 Fxy=0
8 (Y y
6 6
4 4
2 133
X X
1 3 5 7 1 3 5 7

Abbildung 5.2: Datenreihen mit maximalem Korrelationskoeffizient und mit Korrelati-
onskoeffizient Null.

Aufgabe 5.3: Empirischer Korrelationskoeffizient coe

Es sei eine Messreihe (x;,y;),i € {1,...,4}, gegeben durch

i 1 2 3 4
Xi 1 3 5 7
yvi 2 4 6 u

Dabei ist u € R ein unbekannter Wert. Wihlen Sie, wenn moglich, u so, dass fiir den
empirischen Korrelationskoeffizienten

P SET TR
R CEL R

wobei n = 4, gilt: (a) ry, = 1, (b) 7-0 und (c) 7y, = —1. Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung:

(a) Esgiltr,, = 1, wenn alle Punkte auf einer Geraden mit positivem Anstieg liegen.
Das ist der Fall, wenn u = 8 gilt, sieche Abbildung 5.2, links.

(b) Aus ryy, = 0 folgt zunichst 1, (x; — )(y; — ) = 0. Da

4
D 0= D= 5) = (i = yik = x§ + 5) = ) xiyi— 455

4 4
i=1 i=1 i=1

gilt, wird ein u gesucht, sodass Z?:l x;y; = 4 xy gilt. Die Gleichung ist fiir u = 4/3
erfiillt, sieche Abbildung 5.2, rechts.

(c) Es gibt keinen Wert u, sodass ry, = —1. Dafiir miissten alle Punkte auf einer
Geraden mit negativem Anstieg liegen.
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5.2 Punktschéatzer

Aufgabe 5.4: Genauigkeit beim Schatzen der Poisson-Verteilung cee

Die Zufallsvariable X sei Poisson-verteilt zum Parameter 1 > 0. Dabei ist A unbekannt
und soll durch n unabhingige Messungen Xi,..., X, geschitzt werden, wobei X; ~
Poi(1). Betrachtet wird der Schitzer

Angenommen, der wahre Wert ist 1 = 4. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, bei
10000 Messungen diesen Wert bis auf einen Fehler von £ = 0,05 genau zu schitzen?

(a) Schitzen Sie diese Wahrscheinlichkeit mit Hilfe der Bienaymé-Tschebyschoft-
Ungleichung ab.

(b) Berechnen Sie diese Wahrscheinlichkeit approximativ mit Hilfe des zentralen
Grenzwertsatzes. Was bemerken Sie?

Lésung:
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(|X,, — 4| < 0,05) fiir » = 10 000.
(a) Unter Verwendung der Bienaymé-Tschebyschoff-Ungleichung gilt

_ - 4/10000
P(X,—4] <005 =1-P(X,—-4]>0,05>1- /— =0,84.
0,052
(b) Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt
X, — 4] 0,05

P(X, -4/ <005 =P

<
VI/10000-4 1710000 -4
~ 2D(2,5) - 1 ~ 0,9876.

Diese Methode ist priziser.
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Aufgabe 5.5: Hinreichende Bedingung fiir schwache Konsistenz cee

Sei (R, B(R), (Py)geo) ein statistisches Modell und fiir jedes n € IN sei 9, ein Schitzer
fiir 9.

Fiir einen beliebigen Schiitzer ¢ definiere man
By(®) = Eg(& - &)
als seine Verzerrung (engl.: Bias) und
MSE;(@) := Eg(( - 9))
als seine mittlere quadratische Abweichung (engl.: Mean Squared Error, MSE).
(a) Zeigen Sie, dass gilt

Vary () = MSEg(d) — (B ()%

(b) Zeigen Sie, dass wenn beide Bedingungen

lim Vary(d,) = 0 und lim By(@,) = 0

n—oo

erfiillt sind, (9,), eine schwach konsistente Schitzfolge ist.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass lim,_,q, MSEﬁ(ﬁH) = 0 eine hinreichende Be-
dingung fiir die Konsistenz ist.

(c) Betrachten Sie unabhingige Beobachtungen X = (X, ..., X)) aus dem n-fachen
Produktmodell (R”, B(R"), (lP?")gEQ) und nehme Sie an, dass die Verteilungen
Py endliche Varianz haben.

Gegeben sei die Schitzfolge des Stichprobenmittels
X, = ! anX eN
n < n - 1 n .

Weisen Sie die Erwartungstreue und mit Hilfe von (b) die schwache Konsistenz
von X, nach.

Lésung:

(a) Es gilt

Vary () = Vary(§ — 9) = Eg((d — 9)?) — (Eg(@ - 9))* = MSE»(9) — (By()).
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(b) Zu zeigen ist ]Pﬂ(lﬁn—ﬁl > g) —, Ofiir alle £ > 0. Nach der Markov-Ungleichung
gilt aber

Es(18, — 91%)
g2 ’

Py(ld, — 91 > ) <
Damit ist lim,_c MSEg(d,) = 0 eine hinreichende Bedingung fiir die Konsi-

stenz.

Nach (a) gilt MSEy(8,) = Varg(d,) + (By(3,))>. Wenn sowohl die Varianz als
auch die Verzerrung gegen 0 konvergieren, dann ist die hinreichende Bedingung
erfiillt und die Schétzfolge ist schwach konsistent.

(c) Seiy := Ey(X;). Der Schitzer ist erwartungstreu, denn
_ 1
Es(X,) = n Es(X1) =,

d.h. die Verzerrung By(X,) = Ey(X, —7) betrigt 0. Die Varianz ist gegeben durch
_ 1 & n 1
Vary(X,) = — )" Vary(X;) = — Vary(X;) = — Vary(Xy).
n> & n n

Damit konvergiert die Varianz gegen 0, wenn n — oo. Somit sind beide hinrei-
chenden Bedingungen aus (b) erfiillt und die Schitzfolge ist schwach konsistent.

Bemerkung: Die schwache Konsistenz von X,, entspricht dem (schwachen) Ge-
setz der grofen Zahlen.

Aufgabe 5.6: Varianz schitzen, wenn Erwartungswert unbekannt cee

Sei X = (Xj,...,X,) eine zufillige Stichprobe, die auf n unabhingigen Beobachtungen
beruht. Nehmen Sie an, dass X|, ..., X, unabhéngige und identisch verteilte, reellwer-
tige Zufallsvariablen in L? seien.

Betrachten Sie den Schitzer
1 & _
TX):=—— ) (Xi—X,)>,
X) n_lgy )

wobei X, := %(X 1+ X2 + ...+ X,) das Stichprobenmittel sei.

(a) Die Verteilung sei fix, aber Erwartungswert und Varianz seien unbekannt. Geben
Sie ein statistisches Modell an.

(b) Priifen Sie, ob der Schitzer T fiir die Varianz erwartungstreu ist.
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Lésung: Aus Aufgabe 5.5 ist schon die Erwartungstreue von X,, des Stichprobenmit-
tels und die schwache Konsistenz der Schitzfolge (X,,), bekannt. Es muss daher nicht
mehr betrachtet werden.

(a) Sei Py die Verteilung von X;, wobei
9 := (m,0%) = (B(X)), Var(X;)) € © := R x R*.
Dann ist das statistische Modell das Produktmodell
(R", B(R"), P)
mit P = {P$" : 9 € ©)}.
(b) Sei & € O beliebig. Dann folgt

1 © _ 1 © _
Eyq(T(X)) = E, X; - X)) = —— ) Eg((X; — X,))*
H(T(X)) 9(n_1;< ”) n-IZ (Xi = X))

= = X2-2X; X, +X2

= ﬁ [Z Eg(X?) -2 Z Ey(X;X,) + Z Es(X)) |-
i=1 i=1 i=1

Als ersten Summanden erhélt man
D IE(XD) = ) (Vary(X) + Ey(X;) = n(0? + m?).
i=1 i=1

Fiir den zweiten Summanden erhilt man

Zn;Eﬂ(Xan) = Zn;Eﬂ Xi% Zn;Xj
i p ‘

= —(n0'2+n2m2) = 0'2+nm2.
n

= % Zn: (Eﬂ(Xiz) +(n - 1)E19(Xi)2)

i=1

Fiir den dritten Summanden gilt - unter Beachtung von X? = nl—z Yoy Xl XX -
analog zu oben,
n _ 1 n n
Z Ey(X2) = — Z Z Ey(X;X)) = 0 + nm’.
i=1

eI A

Zusammengesetzt ergibt sich die Erwartungstreue, denn

(n(o-2 + mz) - 2(0’2 + nmz) +ol+ nmz) =02

Ey(T(X) = —

Bemerkung: T(X) ist die sogenannte Stichprobenvarianz und wird oft mit s?
abgekiirzt.
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Aufgabe 5.7: Kombination von Schéatzverfahren ooe

Um eine bestimmte Grofe ¢ durch Messen zu bestimmen, sind zwei verschiedenen Me-
thoden verwendet worden. Es ist bekannt, dass beide Verfahren ,,im Mittel das Richtige
liefern®, das heifit ¥, und ¢, sind erwartungstreue Schétzverfahren.

Die Genauigkeit des i-ten Verfahrens, i € {1,2}, wird durch die Standardabweichung
o > 0 charakterisiert. Man nehme an, beide Schitzverfahren seien unabhingig.

Man mochte auf kein Resultat verzichten und kombiniert daher beide Verfahren zu
di=ad +(0-a)d, ac(0,]).

(a) Zeigen Sie, dass 9 ein erwartungstreues Schitzverfahren ist.
(b) Wihlen Sie a so, dass die Varianz von 9 so klein wie moglich ist.

(c) Istes sinnvoll, beide Verfahren wie oben angegeben zu kombinieren?

Lésung:

(a) Da
Ey() = aEg(d) + (1 - ) Eg(d) =ad+ (1 -a)9 =0

fiir alle ¢ gilt, ist ¢ ein erwartungstreuer Schiitzer.
(b) Es soll die Funktion
fla) = Varg(ﬁ) = azo'% +(1- CL’)ZO'% = (0'% + o-%) R 20'%0/ + a’%
beziiglich @ minimiert werden. Es gilt
f'(@) = 2a(07 + 03) - 2073, (@ =20 +03) >0
fiir alle @ € (0, 1). Da die zweite Ableitung von f positiv ist, hat daher f hoch-

stens ein Minimum an der Stelle o*. Aus f’(a*) = 0 erhélt man schlieBlich

2
05

*_

-2 2"
o1+ 03
Damit hat der Schitzer 9* := a* ¢ + (1 — @) ¢, die minimale Varianz

2.2

loxton
192 O )

fl@") = 5 5 < min(oy, 07).
1 2

(c) Dadie Varianz des kombinierten Verfahrens nach (b) stets strikt kleiner ist als die
Varianzen der einzelnen Verfahren, ist es sinnvoll die Verfahren zu kombinieren.
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Aufgabe 5.8: Zur Existenz und Eindeutigkeit von ML-Schéatzern cee

Bestimmen Sie einen Maximum-Likelihood-Schitzer fiir ¢} im parametrischen Produkt-
modell (R", B(R"), IP?") in den folgenden drei Fillen:

(a) ]Pﬁ = (L{[O’ﬁ], 9> 0.
(b) ]Pﬂ = (L(((),ﬂ), 9> 0.
(©) Py =Uppi. 7 €R.
Lésung:
(a) Py hat die Dichte f(z) = é]l[oﬂ](t). Die Likelihood-Funktion fiir eine Stichprobe

(b)

(©

194

x = (xq,...,x,) ist damit

1

L, x) = {’_

0 sonst.

wenn 0 < x; <dfiri=1,...,n,

Fiir den Maximum-Likelihood-Schitzer von ¢ ergeben sich also n + 1 Bedingun-

gen: ¥ > x; furi=1,...,nund 1% moglichst grof.

Da ¥ — 1/9" monoton fallend ist, wihlen wir das kleinste ¢, fiir das ¢ > x; fiir
allei = 1,...,n gilt. Damit ist der Schitzer ¥ := max(Xy, ..., X,).

Die Dichte von Py ist gegeben durch f(r) = 119]1(0,,9)(0. Die Likelihood-Funktion
fiir eine Stichprobe x = (x1, ..., x,) ist damit
Lo, x) = {ﬁi wenn 0 < x; < firi=1,...,n,
0 sonst.

Fiir den MLE von ¥ ergeben sich also n + 1 Bedingungen: & > x; firi = 1,...,n
und l% moglichst grof.

Je niher wir an den Wert max(xy, . .., x,,) kommen desto groer wird der Wert der
Likelihood-Funktion, aber der Wert max(xy,...,x,) selbst ist ausgeschlossen.

Daher existiert in diesem Fall kein Maximum-Likelihood-Schitzer.

Die Dichte von Py ist gegeben durch f(¢) = Lg9+17(f). Die Likelihood-Funktion
fiir eine Stichprobe x = (x1, ..., x,) ist damit
L(ﬂ,x):{l wenn 9 < x; <9+ 1firi=1,...,n,
0 sonst,
_J1 wenn max(xy,...,x,) — 1 < <min(xq,...,x,),
~ 10 sonst.
Jeder Wert aus dem Intervall [max(xi,...,x,) — 1,min(xq, ..., x,)] kann also als

Maximum-Likelihood-Schitzer fiir ¢ gewihlt werden.



Punktschatzer

Das Intervall enthilt nur eine einzige Zahl genau dann, wenn min(xy, ..., x,) = ¢
und max(xy, ..., x,) = 9+1, was mit Wahrscheinlichkeit O eintritt. Der Maximum-
Likelihood-Schitzer ist also fast sicher nicht eindeutig bestimmt.

Aufgabe 5.9: Maximum-Likelihood fiir geometrische Verteilung ooe
Betrachten Sie das statistische Produktmodell (IN”, P(IN"), (IP?” 9e0,17) fiir Py = Geo(1).

(a) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood Schitzer fiir den Parameter ¢ € (0, 1].

(b) Istdieser Schitzer erwartungstreu?

Hinweis: Nutzen Sie 0° = 1.

Lésung:

(a) Seien X = (Xi,...,X,) unabhingige, geometrischverteilte Beobachtungen. Nach

der Zzhldichte der geometrischen Verteilung hat man fiir 0 < < 1

Py(X; = x) = (1 - 9" ', xe N,

Zur Bestimmung des Maximum-Likelihood-Schitzers wird zuerst die Likelihood-
Funktion aufgestellt. Sei x := (xi,...,x,) eine Realisierung von X und %, :=
L s | x; das zugehérige Stichprobemittel. Dann gilt

L@.2) = [ | PO = x) = 0" (1 - 925,
i=1
Betrachten Sie die Log-Likelihood-Funktion

n

19, x) := In L&, x) = n In(®) + ( X — n) In(1 — ).

1]
—_

Nun gilt
0 no n—Yrix n 1
—I0,x)= - + = o= =—
a9 =gt Ty YRS
Da die zweite Ableitung
0? nooXhi,x-n
O, x) = —— = 2=
a2 U0 = T T e

wegen .., x; > n negativ ist, wird an der Stelle ¢ = 1/, tatsdchlich das Maxi-
mum angenommen.
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Nun muss noch der Randfall ¢ = 1 betrachtet werden. In diesem Fall ist zwangs-
laufig >}, x; = nund
L(1,x) = 1" 0= %7 =0 = 1.

Somit ist in allen Fillen der Maximum-Likelihood-Schitzer 19ML(x1, ce X)) =
1/x,, gleich dem Kehrwert des empirischen Mittels der Daten.

(b) Betrachten Sie die strikt konvexe Funktion x — h(x) = 1/x auf R*. Dann gilt
nach Jensen-Ungleichung

N n n
E@y(X1..... X, =IE( ) =0,
(X ) X +...+X, >]E(X1+...+X,,)

Dabher ist 1A9ML nicht erwartungstreu.

Aufgabe 5.10: Maximum-Likelihood fiir Poisson-Verteilung coe
Betrachten Sie das statistische Modell (IN?, P(IN"), (]P?n)ﬂERS) fiir Py = Poi(:9).

(a) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Parameter € ]R(’;
der Poisson-Verteilung Poi(¢}) bei n > 2 unabhéngigen Beobachtungen.

(b) Ist dieser ML-Schitzer erwartungstreu?

Lésung:

(@) Sei x := (x1,...,x,) € INj eine Realisierung. Dann lautet die Log-Likelihood-
Funktion

n ﬁxl n n
I, x) = In H el = nd Z x; In() — Z In(x;!).
i=1 i=1

!
Fir ', x; = 0 (d.h. wenn alle Beobachtungen gleich 0 sind) wird die Log-
Likelihood-Funktion fiir 4 = 0 maximal.

Es ist weiter

Wegen

2 n

3 1
Al = =5 ;xi <0

wird die Funktion @ — [(:, x) an der Stelle ¥} = X, ihr Maximum annehmen.
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Beide Fille zusammengenommen ergeben, dass
A 1 + _
X1, ... X)) == ) Xi=X,

mL(Xi ) - ;

der ML-Schitzer fiir ¢ ist.

Bemerkung: Betrachtet man nur den Parameterraum (0, co), kann man den ML-
Schitzer nicht angeben, da fiir die Realisierung (0, .. ., 0), die mit positiver Wahr-
scheinlichkeit auftritt, die Likelihood-Funktion nicht maximiert werden kann.

(b) Fiir die Poisson-Verteilung ist der ML-Schitzer gerade das Stichprobenmittel,
dessen Erwartungstreue (und schwache Konsistenz) bereits in Aufgabe 5.5 all-
gemein gezeigt wurde.

Aufgabe 5.11: Die Riickfangmethode cee

Man mochte die unbekannte Grofle N, N € N, einer Herde einer bestimmten Tierart
in einem abgeschlossenen Habitat bestimmen. Dazu benutzt man die sogenannte Riick-
fangmethode. Dabei werden zunichst R Individuen eingefangen, markiert und wieder
freigelassen.

In einer weiteren Stichprobe im Umfang von n < R finden sich k > 0 markierte Indi-
viduen. Das Verhiltnis markierter zu unmarkierten Individuen sollte sich auch in der
Stichprobe widerspiegeln, daher ist es sinnvoll,

R~k<:>N~nR
N n Tk

anzunehmen, sofern mindestens ein markiertes Individuum gefangen wurde.

Die Methode ist jedoch problematisch, wenn k = 0, also wenn kein markiertes Indivi-
duum gefangen wurde.

Daher werden in der Praxis solange Individuen gefangen, bis zum ersten Mal ein mar-
kiertes auftaucht. Die Stichprobengrofie X ist somit zufillig und negativ hypergeome-
trisch zu den Parametern R, N — R und k = 1 verteilt. Mittels der Momentenmethode
erhilt man

N:=R+DX-1

als Schatzer fiir N.
(a) Zeigen Sie, dass der Schitzer N erwartungstreu ist.
(b) Berechnen Sie die Varianz des Schitzers N.

(c) Konstruieren Sie einen unverzerrten Schitzer N fiir N, wobei man solange Indi-
viduen fange, bis £ < R markierte Individuen gefangen wurden. Vergleichen Sie
ihn mit V.
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Lésung:

(a)

(b)

(©

198

Das zugehorige statistische Modell sei (IN, P(IN), (IPy) ), wobei P die negative
hypergeometrische Verteilung ist, mit den Parametern R, N — R und k > 1, wobei
nur N unbekannt ist.

Nach Aufgabe 2.16 ist der Erwartungswert von X (mitw = Rund s = N — R
sowie k = 1) gleich ¥t und es ergibt sich

R+1
- N+1
EN)=R+DEX)-1=R+1)——-1=N.
(N)=( ) E(X) ( )R T1
Wie in (a), benutzt man Aufgabe 2.16 fiir die Varianz. Es ergibt sich
+w+1 N+1
Var(X) = sw—— 2 (N-R)R

w+12w+2) R+ 12R+2)

Die Varianz des Schitzers N ist daher
N N—-R)R(N+1
Var(N) = #
R+2

In diesem Fall Liisst sich N leicht modifizieren, indem man fiir X eine negative
hypergeometrische Verteilung mit allgemeinem 1 < k < R annimmt. Dann ist
N+1

E(X) =k

Dabher sei
W om R+1
Tk

Der Schiitzer N ist offenbar unverzerrt. Seine Varianz erfiillt

1TWN=-RR+1-KHN+1)
k R+2 ’

X -1

Var(N) =



Punktschatzer

Die Varianz wird mit groer werdendem k kleiner und es gilt wegen der Unver-
zerrtheit der Schitzer
MSE(N) < MSE(N).

Bemerkung: Zwar lésst sich die hypergeometrische Wahrscheinlichkeit bei festgeleg-
ter Stichprobengrofle wie bei der Maximum-Likelihood-Methode maximieren, jedoch
miisste man fiir k = 0 auf N = +co schlieBen. Fiir dieses N ist aber die hypergeometri-
sche Verteilung nicht definiert, vergleiche Aufgabe 5.8. Daher gibt es fiir die hypergeo-
metrische Verteilung keinen Maximum-Likelihood-Schitzer.

Trotzdem wird die hypergeometrische Verteilung hiufig benutzt, da in konkreten Bei-
spielen die Wahrscheinlichkeit sehr klein ist, keine markierten Individuen zu fangen,
siehe Aufgabe 2.14.

Aufgabe 5.12: Momentenmethode cee

Bestimmen Sie mittels der Momentenmethode einen Momentenschétzer fiir ¢ fiir die
folgenden statistischen Produktmodelle:

(2) (IN", P(IN"),P) mit P = {P®" : P,y = Geo(d), € (0, 1))
(b) (R", B(R™),P) mit P = {PJ" : Py = Uj_g.9,9 > 0}
(©) (R",B(R"),P)mit P = (P : Py = Beta(d + 1,9),9 > 0}.

Lésung:

(a) Es gilt Eg(X) = 1/9. Umstellen nach 9 und Einsetzen des ersten empirischen

Momentes liefert
n 1

Bty = = L
(XI 8 ) Z?:l Xi Xn
Das Ergebnis wird in Aufgabe 5.9 (a) mit einer anderen Methode hergeleitet.
(b) Es gilt Eg(X) = 0 wenn X ~ U|[_g9. Der Erwartungswert liefert hier daher
keinen Ansatz. Mittels zweitem Moment ergibt sich

1 1 1
Ey(X*) = — Iy d:—f 2dx = =9°.
9()2191];36[9,9]()6)96190)6)63
Umstellen nach ¢ und Einsetzen des zweiten empirischen Momentes liefert

n

N 3
Hxy,. .., xy) = ;lez

i=1
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(c) Die Dichte der Betaverteilung Beta(a, 8) ist

IFa+p) ., .
;a,fB) = ——— 27 (1 - 1 .
Sx(x;a, ) Tl A =P (0
Der Erwartungswert einer betaverteilten Zufallsvariable X mit « = & + 1 und

B =1ist

Eﬁ(X)Z fox(x;ﬂ+ l,ﬁ)dx

_TQI+1) I +2)
TTW+1) T29+2)

g+1
20+ 1°

f Sx(x; 9 +2,9)dx =
R

Umstellen der Gleichung nach ¢ und Einsetzen des ersten empirischen Moments
ergibt

1-x,
2%, -1

Dxts. . xy) =

Aufgabe 5.13: Momentenschatzer flir zweiseitige Exponentialverteilungo C @

Wir betrachten das Produktmodell (]R”, B@R™M), IP?”), wobei Py, & > 0, die zweiseitige
Exponentialverteilung mit Dichte

1
o) = 50 e xeR,
sei.
(a) Bestimmen Sie einen Momentenschétzer fiir .

(b) Bestimmen Sie einen Momentenschitzer fiir die Wahrscheinlichkeit IPy((c, +00))
fiir eine feste Konstante ¢ > 0.

Lésung:

(a) Sei X eine Zufallsvariable, deren Verteilung gleich P ist. Aufgrund der Symme-
trie der Dichte fy gilt Ey3(X) = 0, das heiflit X ist zentriert.

Da das erste Moment keine Information iiber ¢ liefern kann, benutzen Sie das
zweite Moment

1 2
Eg(X?) = zﬂf e Mgy = f P9e M dx = 2f xe P dx = 5
R + +

Da der Parameter  positiv ist, kommt nur

2n

AKX X) = | e
1 X7

als Momentenschitzer infrage.
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(b) Man suche nun einen Schitzer fiir g.(99) := Py((c, +0)), ¢ > 0. Es gilt:

e

A e 1 1
g == f e Mdx = ~5 exp(=0) C = 5 exp(=0).
Aus (a) folgt damit
A 1 A 1 2
g = 8:(B) = Sexp(=de) = S exp (—c Z?:X? :
Aufgabe 5.14: Vergleich von Schétzern im Gleichverteilungsmodell cee
Gegeben seien n unabhingige Zufallsvariablen X; ~ Uy 91,1 € {1,...,n}, wobei & > 0

unbekannt ist und geschitzt werden soll.

Wir vergleichen nun Schitzer, die aus verschiedenen Verfahren entstehen.
(a) Bestimmen Sie mittels Maximum-Likelihood-Methode einen Schitzer 191 von 9.
(b) Bestimmen Sie mittels Momenten-Methode einen weiteren Schitzer 9, von -
(c) Uberpriifen Sie, ob 9 1 und ¥, erwartungstreu sind.

(d) Bestimmen Sie die mittlere quadratische Abweichung (MSE) der beiden Schiit-
zer und vergleichen Sie sie.

(e) Gibt es bessere Schitzer beziiglich des MSE?

Lésung:

(a) In Aufgabe 5.8 (a) wurde bereits mittels ML-Methode ein Schétzer bestimmt. Es
ergibt sich
ﬂ](X], N ,X,l) = max(Xl, N ,Xn) = X(n).

(b) Man berechnet E(X;) = ¢/2. Nach Umstellen und Einsetzen des ersten empiri-
schen Momentes ergibt sich

(¢) Zunéchst gilt X;/9 ~ Ujo 3. Daher ist X,y =  X(,), wobei
X := max(X,/9,...,X,/9) ~ Beta(n, 1),

sieche Aufgabe 3.36.
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Der Schitzer 191 ist somit nicht erwartungstreu, denn
n

Es@®)) = 9 Eg(Xp) = —.
#(U1) #(X(m) 1

Dahingegen ist ¥, erwartungstreu, denn

N 2 ¢
Ep(2) = = ) Ey(X)) = 2B(X)) = 9.
i=1

(d) Die mittlere quadratische Abweichung (MSE) lésst sich aus der Gleichung
MSEy(9) = Vary(®) + (By(D))*
bestimmen, siche Aufgabe 5.5 (a).

Man berechnet zunichst die Verzerrung und Varianz:

R ” 1
By() = Eg( — ) = ———1,
n+1
~ - 92
Varg(d;) = 9> V: X)) = n—

arg(d) arg (X)) T 12T 2)

Daraus folgt
292
n+Dn+2)
Da 192 erwartungstreu ist, ist IB,9(1A92) = 0. Daher stimmt die mittlere quadratische
Abweichung mit der Varianz iiberein. Dann ist

MSEy(#) =

. . 4 9?
MSEy(i};) = Vary(t),) = — Vary(X;) = e
n n

Nun gilt fiir alle n > 2:

2

1 . )
= <2 bzw.  MSEy@) < MSEy(d»).
n+Dn+2) -~ 3n “w (1) o(02)

—— MSE(d)/9?
= = = MSEy(,)/9?
...... MSE19(1§3)/192

05 | v

0,25 +

0,5 1 1,5 2 2,5 3 35 4

202



(e)

Konfidenzintervalle

Daher sollte der Schitzer 191 trotz seiner Verzerrtheit gewéhlt werden, da seine
mittlere quadratische Abweichung kleiner ist als die mittlere quadratische Ab-
weichung von 5.

Man kann den Schitzer 191 noch verbessern, das heif3t die Varianz verkleinern,

indem man setzt

n+1 n+1

by ="l o

. Xn-

Damit ist nun 93 erwartungstreu und somit unverzerrt. Die mittlere quadratische
Abweichung ist dann fiir n > 2

(n+1)?

n2

A ¥? 292 A
Varﬁ(ﬁl) = = MSEﬁ(ﬁl)

MSEy(d3) = n(n+2) < n+Dn+2)

Dabher ist 193 noch besser als 191.

5.3 Konfidenzintervalle

Aufgabe 5.15: Bienaymé-Tschebyschoff-Ansatz ooe

Ein Marmeladenbrot kann auf die Marmeladenseite fallen, oder auf die andere Seite.
Mit unbekannter Wahrscheinlichkeit g € (0, 1) falle es auf die Marmeladenseite. Es soll
basierend auf n > 2 unabhingigen Experimenten ein Intervall konstruiert werden, das
den wahren Parameter ¢ mit hoher Wahrscheinlichkeit iiberdeckt.

(a)

(b)

©

Essei S, = X)i.; X; die zufillige Anzahl der Brote, die auf ihre Marmeladenseite
fallen. Dabei seien X; Bernoulli-verteilte Zufallvariablen, wobei X;(w) = 1, wenn
das Brot auf die Marmeladenseite fillt.

Bestimmen Sie mit Hilfe der Bienaymé-Tschebyschoff-Ungleichung eine untere
Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {E(Sn)—r] <SS, < E(S,,)+r]},
n > 0.

Hinweis: Beweisen Sie, dass q(1 — q) < %ﬁ'jr alle g € [0, 1] gilt.

P((&—e,&+s)3q)zl—a/
n

n

Folgern Sie, dass

mit € = %ﬁ gilt, d.h. I := (% - &, % + &) ist ein Konfidenzintervall zum
Irrtumsniveau « fiir den Parameter g.

Es sei I} das Konfidenzintervall zum Irrtumsniveau «; = 0,01 und I, das Konfi-
denzintervall zum Irrtumsniveau a; = 0,1. Welches Intervall ist linger? Nun sei

¢ = 0,1. Wie miissen Sie n wihlen, damit das Konfidenzniveau 1 — a; = 0,99
bzw. 1 — a; = 0,9 eingehalten wird?
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Lésung:

(a)

(b)

204

Die Zufallsvariable X; beschreibt, ob das i-te Marmeladenbrot auf seine Marme-
ladenseite gefallen ist (X; = 1) oder nicht (X; = 0). Sie ist Ber(g)-verteilt, und
somit ist S, ~ Bin(n,q). Da E(S,) = ng und Var§,, = nq (1 — g), folgt mittels
Bienaymé-Tschebyschoff-Ungleichung fiir beliebiges n > 0

ng(l-q)
” o

P(S, = ngl = 1) <
Betrachten Sie die Funktion g — g(q) := g (1 — q) auf [0, 1] definiert. Da
g@=1-2¢ und g"(g)=-2,
ist gx = 1/2 die Maximalstelle von g und g(g) < g(g*) = 1/4.
Es folgt daraus

1_
P(E(S,) -7 < Sy < BS+m > 1 - 24095 o 1
7 an?

Beachten Sie dann, dass
S S
{—"—s<q< = +£}= {nq—ns<S,, <nq+ne}.
n n

Deshalb folgt mit 7 = ne und Teil (a)

Sn Sn 1
P((——s,—+s)5q)21—izl——
n n

n

L danniste = —1

Setzen Sie o = v Nt



Konfidenzintervalle

(c) Die Liange des Konfidenzintervalls ist 2e = \#& Deshalb ist /; langer. Wegen
€= %\/%y gilt n = . Deshalb folgt n > 2500 im Fall a; = 0,01 und n > 250

im Fall a, = 0,1.

Aufgabe 5.16: Stichprobenumfang und Lénge des Konfidenzintervalls cc e

Wie viele Personen muss man befragen, um mit 90%-iger Sicherheit den Waihleranteil
einer Partei # auf einen Bereich von zwei Prozentpunkten einschrinken zu konnen?

Hinweis: Nutzen Sie, dass eine geeignete Transformation des Schditzers asymptotisch

normalverteilt ist.

Lésung: Man befrage n Personen. Die Antwort der k-ten Person wird durch eine zum
Parameter p € [0, 1] Bernoulli-verteilte Zufallsvariable X; modelliert: X; = 1 genau
dann, wenn sie £ wihlt. Wenn man voraussetzt, dass die Antworten Xi, ..., X,, unab-
hingig sind, ist die Anzahl der befragten Personen, die # wihlen, durch

S, = Z X, ~ Bin(n, p)
k=1

gegeben.

Das approximative Konfidenzintervall hat folgende Form:

. pal-p) . p(l-p)
p—zi-g- T,p+11-g- Y

dabei sind p = S, /n der Anteil der befragten Personen, die die Partei #° wihlen, und zg
das B-Quantil der Standardnormalverteilung.

>

Die Linge des Konfidenzintervalls soll nun maximal 0,02 sein und @ = 0,10. Das 95%
Quantil der Standardnormalverteilung ist zp 95 ~ 1,645. Daraus ergibt sich

p(1— b 1/4
2 2005 \/Q < 22005 \/% <002 = n>6766.

Daher miissen mindestens 6 766 Personen befragt werden.

Bemerkung: Es gibt neben dem hier betrachteten approximativen sogenannten Konfi-
denzintervall vom Wald-Typ auch das sogenannte Clopper-Pearson-Konfidenzintervall,
basierend auf den Quantilen von Betaverteilungen. Die Linge dieses Intervalls hédngt
von den Quantilen ab, welche wiederum neben @ auch von der gesuchten Gré8e » und
der beobachteten Anzahl der Erfolge abhingt. Aufgrund der fehlenden geschlossenen
Formel fiir die Quantile ist die analytische Bestimmung von n nicht méglich.
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Aufgabe 5.17: Varianz einer Normalverteilung (X X )

Seien X1, ..., X, unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit X; ~ N(u, o),
wobei die Varianz o unbekannt ist.

(a) Nehmen Sie an, der Erwartungswert u sei bekannt. Sei S der folgende natiirliche

Schitzer fiir o2
n

1
§2 .= - PC N

i=1

(i) Zeigen Sie, dass die Verteilung der Zufallsvariable ﬁgf die y2-Verteilung
mit n Freiheitsgraden ist.

(ii) Bestimmen Sie ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 —a fiir o2, wenn u = 0.

(b) Nehmen Sie an, der Erwartungswert u sei auch unbekannt. Ein natiirlicher Schit-
zer fiir o2 ist dann die empirische Streuung, wie folgt definiert:

1 n _ ~ 1 n
2._ 2 : w2 : L 2 ‘ 4
Sy = P 2 X -X) wobei X := n X;.
(i) Beweisen Sie, dass die skalierte empirische Streuung =15 2 eine Xi_] -Verteilung

O_Z
hat.

Hinweis: Betrachten Sie eine geeignete orthogonale Transformation des
Zufallsvektors (X1, ..., X,).

(ii) Zeigen Sie, dass S? und X unabhiingig sind.

(iii) Bestimmen Sie ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 —e fiir die Varianz 2.

Lésung:
(a) (i) Esgilt
n o« Xi—/,[ 2
=5 = ;“(—U ).

Die Zufallsvariablen (X; — u)/o,i = 1,...,n sind unabhéngig und N(0, 1)-
verteilt. Daher ist ihre Summe y2-verteilt.

(i1) Sei g, g das $-Quantil der x2-Verteilung. Dann gilt
n -~
P(Qn,a/Z < OTZSnZ < g, l—a/2) =1-a.
Umstellen nach o2 liefert das Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir o2:

Qn,l—a/Z ’ Qn,a/Z
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(b) (1) Sei 1 der n-dimensionale 1-Vektor und / die n X n-Einheitsmatrix. Dank der
Unabhingigkeit der (X;); ist der Zufallsvektor X := (Xi,...,X,)" normal-
verteilt mit Erwartungswert 1 und Kovarianzmatrix o-21.

Setzen Sie Y := UX, wobei U eine orthogonale n X n-Matrix ist, deren
erste Zeile durch \/Lﬁf gegeben ist (die anderen Zeilen ergeben sich z.B.
durch ein Orthogonalisierungsverfahren mit weiteren linear unabhingigen
Vektoren).

Der Zufallsvektor Y ist auch normalverteilt mit Erwartungswert y Ul =
1Am(1,0,...,0)T und Kovarianzmatrix o>UTIU = o*1.

Aufgrund der Eigenschaften der mehrdimensionalen Normalverteilung folgt,
dass die (Y;); unabhiingig sind mit Y; ~ N'(u vn, o?)und Y; ~ N(0, o) fiir
i=2,...,n.

Damit lassen sich X und S? wie folgt darstellen:
C 1

Xi=—Y
n

X:

S| =

i=1

und

(n-1)82 = Z(Xf -X2= Zx} —nXx?
i=1 i=1

=X"X-nX?
n n
=YY -nR =) Yi-¥]=) Y2
i=1 i=2

Die Zufallsvariable 25 (n — 1) S ist also 2_, -verteilt.

(ii) Zudem folgt die Unabhingigkeit von X und § 3, da Y, und (Y3,...,Y,) un-
abhingig sind.

(iii) Es gilt

(n-1)8?2
2

p < qn—l,l—a/Z) =1-a.

IP(qn—l,aﬂ <

Umstellen nach o2 liefert das Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir o-2:

(n-1)S; (n—l)S,%}

b
dn-11-a/2 Y4n-1a/2
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Aufgabe 5.18: Konfidenz-Intervall fiir Poissonverteilung cee

Seien X, ..., X,, unabhingig und identisch Poisson-verteilt, wobei der Parameter A un-
bekannt ist. Da A = E(X;), betrachten Sie

=

au
1l
S |-
T
2

als Schitzer dieses Parameters.

(a) Leiten Sie mittels A ein approximatives Konfidenzintervall fiir  zum Niveau 1 —¢
her.

(b) Nehmen Sie an, man hat n = 88 Messungen durchgefiihrt und dabei einen em-
pirischen Durchschnittswert von A = 47,2 errechnet. Bestimmen Sie das Konfi-
denzintervall zum Niveau 0,95.

Lésung:

(@ DaE() = 13" 1 = Aund Vard = 5 37 1 = 4 ist nach dem zentralen
Grenzwertsatz, fiir n grof3,

A-EQ) -2

v Var A A/n

approximativ (0, 1)-verteilt.

Nach dem Gesetz der groBen Zahlen konvergiert A in Wahrscheinlichkeit gegen
A und damit 1/ gegen Eins.

Nach dem Satz von Slutsky konvergiert das Produkt in Verteilung und ist asymp-
totisch normalverteilt, d.h.

A Vn(1-2) A-1 @
L o Vi —= — N, 1),
\/; VA \ A noe ©.D

vergleiche Aufgabe 7.7.

Folglich ist

-2
pl

IP(| vn ' < Zla/Z) 2#20(z10p)-1=1-0q,

wobei zj_y/2 das (1 — @/2)-Quantil der Standardnormalverteilung ist.
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Daraus ergibt sich
-2 5 5 R N
'\/ﬁ 7 | S Z-a2 =4~ U-ap2 VAN S AL A+ Z1gpp N AN

Das gesuchte approximative Konfidenzintervall fiir A ist daher

[;l a2y An, A+ 21 ap v /Al/n]-

Bemerkung: Es gibe eine andere Methode, ein Konfidenzintervall zu bestim-
men. Da die Zufallsvariable ¥ := n A zum Parameter n1 Poisson-verteilt ist, und
aufgrund des Zusammenhanges von Poisson-Verteilung und y2-Verteilung (die
x?-Verteilung ist als Gammaverteilung interpretierbar; vergleiche 3.15 fiir den
Zusammenhang mit der Poisson-Verteilung) lésst sich ein Konfidenzintervall un-
ter Nutzung der Quantile der y?-Verteilung mit 2n Freiheitsgraden und 2n + 2
Freiheitsgraden herleiten.

(b) Mit der Formel aus Teil (a) und wegen z9975 = 1,96, siche Appendix A.2, ist das
entsprechende Intervall

[47,2 - 1,96 \47,2/88; 47,2 + 1,96 \/47,2/88] = [45,76; 48,64].

5.4 Hypothesentests

Aufgabe 5.19: Hypothesen formulieren coe

Formulieren Sie fiir die folgenden Vermutungen ein geeignetes statistisches Testpro-
blem:

(a) Die Chance, durch ein bestimmtes Medikament geheilt zu werden, ist bei Pati-
enten, die zusitzlich eine Reha-Behandlung erhalten, groBer als bei denen, die
diese Reha-Behandlung nicht erhalten.

(b) Fahrzeuge der Marke ,,Supersprint™ verbrauchen durchschnittlich weniger als 5
Liter pro 100 km.

(c) Es besteht ein Zusammenhang zwischen dem Kalorien- und dem Alkoholgehalt
bei Bier.

(d) Entsprechend einer genetischen GesetzmiBigkeit treten bei einer bestimmten
Sorte von Pflanzen verschiedene Bliitenfarben mit unterschiedlicher Wahrschein-
lichkeit auf: 1/4 der Bliiten sind rosa, 1/8 gelb und 5/8 blau.
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Lésung:

(a)

(b)

(c)

(d)

210

Sei p; € [0, 1] die Wahrscheinlichkeit, durch das Medikament geheilt zu werden
mit Reha-Behandlung und sei p, € [0, 1] die Wahrscheinlichkeit, durch das Me-
dikament geheilt zu werden ohne Reha-Behandlung. Ein Hypothesentest dafiir
ist

Hy:p1<p, gegen Hi:pi1>p;.

1 € R* sei die erwartete Anzahl von Litern, die ein Fahrzeug der Marke ,,Super-
sprint” pro 100 Kilometer verbraucht. Ein Hypothesentest dafiir ist

Hy:pu>5 gegen Hy:u<S5.
Kaloriengehalt und Alkoholgehalt seien Realisierungen von Zufallsvariablen X

und Y. Der Korrelationskoeffizient py y misst den Grad des linearen Zusammen-
hangs zwischen X und Y. Man kann testen

Hy:pxy=0 gegen H;:pxy#0.

Nimmt man H, an, so geht man davon aus, dass ein bestimmter Grad von linea-
rem Zusammenhang zwischen Kalorien- und dem Alkoholgehalt besteht.

Alternativ konnte man testen, ob X und Y stochastisch unabhingig (Nullhypo-
these) oder stochastisch abhéngig sind (Alternative).

Sei p; die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von rosa Bliiten, p; die fiir gelbe
und pjs die fiir blaue Bliiten.

Die Hypothese lautet

1 1 5
H()Zpl;/-'z oder pzqtg oder pgig
gegen
5
H1!P1=—,p2=—,p3=§-
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Aufgabe 5.20: Binomialtest und Giite cee

Ein Medikamentenhersteller behauptet, durch den Zusatz eines Stoffes die negativen
Nebenwirkungen eines Medikaments reduzieren zu konnen. Bisher klagten etwa 20%
der Patienten, die dieses Medikament einnahmen, tiber Nebenwirkungen.

In einer Testserie mit 50 Patienten, bei der das neue Medikament mit dem Zusatzstoff
verabreicht wurde, klagten 7 Patienten iiber diese Nebenwirkungen.

Es soll getestet werden, ob das neue Medikament beziiglich der Nebenwirkungen eine
Verbesserung darstellt.

(a) Formulieren Sie das Testproblem.
(b) Bestimmen Sie einen Test zum Niveau a = 0,05.

(c) Bestimmen Sie einen gleichmifig besten Test. Entscheiden Sie fiir die vorlie-
genden Daten.

(d) Bestimmen Sie die Giite des Tests bei einem tatsdchlichen Anteil von g = 0,3.

Lésung: Es sei x = (x1,xs,...,X,) der Datenvektor und X = (Xi,...,X,) ein Vek-
tor von n unabhiingigen Ber(qg)-verteilten Zufallsvariablen. Hierbei ist ¢ € [0, 1] die
Wahrscheinlichkeit, dass bei Einnahme des Medikaments mit dem Zusatzstoff Neben-
wirkungen auftreten. Dieser unbekannte Parameter ist zu bestimmen.

(a) Die Hypothese lautet
Hy:q>0,2 gegen H;:q<02.

Fiir dieses Testproblem wird der Binomialtest genutzt. Der Wert der Teststatistik
T ist die Anzahl der Patienten in der Stichprobe mit Nebenwirkungen, d.h.

n

T(x) = T(xy,...,%,) = in

i=1

mit x; = 1, wenn Patient i iiber Nebenwirkungen klagt und x; = O sonst. 7T'(x)
ist somit Realisierung einer binomialverteilten Zufallsvariable mit » = 50 und
unbekanntem ¢ € [0, 1].

(b) Der Test lautet
o(x) := Liro<q)-

Man bestimmt c als die groite ganze Zahl, sodass
Py (T(X) < ¢) = Bin(50;0,2){0, 1,...,c = 1}) < a.

Man hat Py ,(7'(X) < 5) = 0,048 und Py»(7(X) < 6) = 0,103. Daher bekommt
man ¢ = 6 wenn a = 0,05.
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(c) DaT(x) =7 > 6, ist ¢(x) = 0 und man entscheidet sich fiir Hy, d.h. die Daten
sprechen nicht gegen die Nullhypothese. Es kann also nicht gezeigt werden, dass
die negativen Nebenwirkungen reduziert wurden.

Alternativ kann man mit dem p-Wert arbeiten. Der p-Wert ist
IPo,z(T(X) < 7) ~0,19.

Damit ist der p-Wert groBer als 0,05 = @ und man entscheidet sich fiir die Null-
hypothese Hy. D.h. die Daten sprechen nicht gegen die Nullhypothese. Es kann
also nicht gezeigt werden, dass die negativen Nebenwirkungen reduziert wurden.

(d) Die Giitefunktion ist
g Gy(g) = By(p(X)) = Py(T(X) < ¢) = Fr(c - 1),

wobei T ~ Bin(50, g) und ¢ = 6.

Damit ist G,(0,3) = 0,00072. In diesem Fall, wobei ¢ = 0,3 aus der Nullhypo-
these Hy stammt, ist der Fehler 1. Art sogar durch 0,00072 beschrénkt.

Aufgabe 5.21: GleichméBig bester Test bei monotonem Dichtequotient C e @

Es seien Xj,...,X,, n > 2, unabhiingige, identisch Poisson-verteilte Zufallsvariablen
mit X; ~ Poi(1), 4 > 0 unbekannt. Es soll getestet werden, ob der wahre Parameter A
groBer als ein vorgegebenenes Ay € R™ ist.

(a) Beschreiben Sie einen gleichmifig besten Test fiir das Problem
Hy:4< 1y gegen Hy: 41> A

zum Niveau a.

(b) Bestimmen Sie den Test fiir n = 10, 4p = 3 und @ = 0,05.

Ldésung:
(a) Seid < A'.Furx = (xq,...,x,) gilt fiir den Dichtequotienten

I X
exp(—n/l')u s

]
i=1 i+

pr(x) _
p/l(x) exp(_n/l)

A/ )Z;’_] Xi

=exp(—n(/1’—/1))(7

noy

/lzi:l X;
n

[T, x!

Sei T(x) = X, x;. Dann ist der Dichtequotient eine wachsende Funktion von
T(x),dad’ > A.
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Nach dem Fundamentallemma von Neyman-Pearson hat der beste gleichméaBige
Test fiir das gegebene Testproblem die Form

1 wennT(x)>c,
o(x)=qw wennT(x)=c,
0 wennT(x)<c.

(b) Man bestimmt zundchst ¢ € IN.
Aus der Bedingung an den Test, das Niveau @ = 0,05 einzuhalten und auch
auszuschopfen, ergibt sich mit 7(X) ~ Poi(3 - 10) = Poi(30),
P3o(T(X) >c¢) <aund P3o(T(X) >c—1) > a © ¢ = 39.

Dann wird w bestimmt:

_a- P—30(T(X) > ¢) _ 0,05 = P —30(T'(X) > 39)

= ~ 0,202 .
P30(T(X) =0¢) P—30(T(X) = 39)

Aufgabe 5.22: Neyman-Pearson-Test fiir normalverteilte Stichproben ocee@

Gegeben sei eine Stichprobe x = (x,..., x,), wobei x; die Realisierung einer Zufalls-
variable X; mit X; ~ N(u, 0%) sei. Nehmen Sie an, X1, ..., X, seien unabhingig und o
sei bekannt, aber y nicht. Seien o, u1 € R mit gy > p;.

Bestimmen Sie einen gleichmifig besten Test zum Niveau « fiir das folgende Testpro-
blem:

Hy:pu=pno gegen Hy:u=pu.
Lésung: Das Neyman-Pearson-Lemma besagt, dass ein Test der Form

1 wenn p, (x) > ¢ py,(x),
0(x) ={w  wenn py, (x) = ¢ py,(x),
0 wenn p,, (x) < ¢ pyy(x)
gleichmiBig bester Test ist.
Die Konstanten ¢, w ergeben sich dabei aus der a-Niveaubedingung

(P e
a="P, (Pﬂo(X) > c) +wlP,, (pyo(X) = c).
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Man betrachtet zuerst den Dichtequotienten:

n

SRV I——
1o

i=1

= exp(— 2%_2(”(#% —#%)+2W0—ﬂl)ixi))

s

”(,UOO;/M))_C) exp( n(uj - #o))

wobei wie iiblich X := ,ll 2oy x;. Damit gilt (beachte po — g > 0)

22
(2299 - e P2 ) - nwlazuo)) .

Pue(X) 2
2_ 2
:IPMO( n(ﬂogm)x>ln(cexp( (“ 2/10 )))

(o
(”1 /‘o

IP.MO

(X o In(c exp( ))) il
—n(uo — ,Ul)

Da die Verteilung von X stetig ist, kann @ exakt erreicht werden, d.h. w = 0.

Unter P, gilt g()_( — uo) ~ N(0, 1). Daher

Vioi(ne+ ) i

—n(uo —p1)o o

(03]

wobei z, das @-Quantil von N(0, 1) ist.

Auflosen nach c liefert

c:exp((za+ﬂ0;/ﬁ)\/ﬁ(‘u;_m))exp( m ﬂo)).
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KAPITEL 6

Historische Probleme und Paradoxa

PETER KELLER

6.1 Siebformel und Rencontre-Problem

Aufgabe 6.1: Siebformel von Sylvester-Poincaré cee

Sei (Q, A, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, A,, ..., A, € A eine Folge beliebi-
ger, nichtleerer Ereignisse mit n > 2.

(a) Driicken Sie IP(A; U A,) mit Hilfe von IP(A;), IP(A,) und IP(A; N A,) aus.
(b) Beweisen Sie die folgende Gleichung:

P(A; UA, UA3)
=P(A)) + P(A2) + P(A3)
—-P(A1NAy)) —P(A; NA3) —TP(A; NA3) + P(A; NAp N Aj).

(c) Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion die sogenannte Siebformel von Sylvester-

Poincaré:
P(A, U...UA,J:IP(UA,»): Z(—U’H Z IP(ﬂAj).
i=1 k=1 Jg{llj,‘Z:,].(..,n} jeJ

(d) Zeigen Sie mit Hilfe der Siebformel die dritte Bonferroni-Ungleichung

P( CJA,) > Z P(A) — Y P(AiNA).
i=1 i=1

i<j
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(e) Nehmen Sie an, es gilt fiir alle I, J C {1,2,...,n} mit #/ = #J

P([)4)=P([ ]4)

jeJ iel
Wie vereinfacht sich in diesem Fall die Siebformel?

Lésung:

(a) Das Ereignis A| U A, ldsst sich disjunkt zerlegen in
(A1 \ A2) U (A1 NA) U (A2 \ Ay).
Daraus folgt mittels o-Additivitit von IP:
P(A; UAy) = P(A; \ Ay) + P(A] NA2) + P(A2) + P(A1 N Az) — P(A1 N A)

=P(4;) =P(A2)
=1PA) +P(Ay) —P(A; NA)).

(b) Durch zweimaliges Anwenden von (a) erhélt man

P(A; UA, UA3) =P((A; UAy) UA3)

@ P4, UAy) + P(A3) - P((A; U A) N As)

=P(A1) + P(Ay) + P(A3) - P(A; N A2) — P((A; N A3) U (A2 N Az))

Y P@A) + P4y + P(A3)

—P(A; NAy) — P(A; NA3) — P(A42 N A3) + P(A; N A N As).

(c) Der Fall n = 2 wurde in (a) gezeigt und dient als Induktionsanker (IA). Sei
nun als Induktionsvoraussetzung (IV) angenommen, die Formel wire bereits fiir
n > 2 bewiesen. Dann gilt:

P(AU...UAu1) = P(A U...UA,) U Ap)

A n
T P@A UL UA) + PAL) - P | Jdin4u).
i=1
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Fiir die letzten beiden Summanden der rechten Seite gilt nun nach Induktions-
voraussetzung und mit einer Indexverschiebung im letzten Schritt

PA,)-P([_JAin 4,0)

i=1

PG - Y0 Y PN Aw)
k=1

JC{1,2,...,n} jeJ
|J|=k
n
=PA,)- ) .-D Y P(()4))
k=1 JC(1,.2,...n+1) jel
|J|=k+1,n+1eJ

n+l

:kzz;(_l)k-1 > P([)Ay).

JC(1,2,....n+1} jed
|J|=k,n+1€J

Den ersten Summanden kénnen wir nach Induktionsvoraussetzung ebenfalls auf
diese Weise umformen:

n+1
IP(Alu...UAn)zz:(—l)k‘l Z P(ﬂAj).
k=1 JC{1.2,...n+1} jeJ
|J|=k,n+1¢J

Der letzte Summand fiir k = n + 1 ist Null. Nun folgt schlieBlich

2. P((a)+ }]P(QAJ)Z 2. P([)4)

JC(1,2,...,n+1} jeJ JC(1,2,...,n+1 jeJ JC{1,2,...,n+1} jeJ
|J|=k,n+1eJ |J|=k,n+1¢J |J|=k

was zu beweisen war.

(d) Die dritte Bonferroni-Ungleichung ist eine Approximation an die Siebformel,
wobei die Summanden mit #J > 2 weggelassen werden. Diese sind aber nicht
alle positiv. Man verwendet einen Induktionsbeweis.

Wir nehmen an, die Ungleichung sei fiir n bereits bewiesen (Induktionsvoraus-
setzung (IV)); der Fall n = 2 wurde bereits in (a) gezeigt und dient als Indukti-
onsanker (TA).
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Fiir ein beliebiges aber festes n € IN gilt dann:

n+l

IP(UA,-):IP(OA,-UA,HI 2 p( UA +P(A,.) - P UA N A
i=1 1

> I( UA P4, > ZIP(A)— Z P(A; N A)) + P(Au)

i=1 i<j<n
n+l
> > PA)- ), PANA),
i=1 i<j<n+l1
was zu beweisen war.
(e) Fiir jedes k gibt es genau (Z) Teilmengen von {1,2,...,n} mit k Elementen. Es
gilt daher

>, #()a)= (e 1)

Jcll2,..ny  jel i=1
|J1=k

Bemerkung: Eine historische Anwendung der Siebformel ist das Rencontre-Problem,
siehe Ubung 6.2, das schon im 17. Jahrhundert gelost wurde. Eine andere Anwendung
ist zum Beispiel das sogenannte Fahrrad-Problem, siehe Aufgabe 6.13, das zu der Klas-
se der Uberdeckungsprobleme gehort.

Nach Bonferroni sind noch zwei weitere Ungleichungen benannt, die Folgerungen aus
der Siebformel sind:

e Erste Bonferroni-Ungleichung oder auch Boolesche Ungleichung:
P U A)) < Z P(A)).
i=1 i=1
e Zweite Bonferroni-Ungleichung:

]P(ﬁA,-) >1- Z PA;) - (n—1).
i=1 i=1

Diese Ungleichungen sind besonders dann niitzlich, wenn die Summanden der Siebfor-
mel nicht alle explizit ausgerechnet werden kénnen oder eine Approximation geniigt.
Insbesondere findet man so eine untere und obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit
des Eintretens von mindestens einem der n Ereignisse. Fiir gerades n; und ungerades
ny mit 1 < ny, ny < n gilt die Approximation

i(—l)k‘l Z ﬂA ) < P( UA i(—l)k‘l Z IP(ﬂAj).
k=1 {llj |2: - jeJ k=1 J§{|IJ,|2=,I.(..,n} jeJ
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Aufgabe 6.2: Das Rencontre-Problem cee

Zwei Spieler A und B vereinbaren das folgende Spiel: von zwei fabrikneuen identischen
Sitzen Spielkarten zu je 52 Karten wird einer griindlich gemischt. Beide Stapel werden
verdeckt nebeneinander gelegt. Anschlieend wird immer die jeweils oberste Karte des
einen Stapels zusammen mit derjenigen des anderen Stapels aufgedeckt.

Spieler B wettet, dass bei diesem Verfahren mindestens einmal zwei identische Karten
erscheinen werden. Spieler A dagegen meint, dies sei doch ,,ganz unwahrscheinlich®
und wettet dementsprechend dagegen. Wer hat die besseren Chancen?

Man modelliert dieses Problem zunichst allgemein und lasst n € IN, die Anzahl der
Spielkarten, beliebig aber fest. Dabei sei Q = S, die Menge der Permutationen auf
{1,...,n} und es sei P die Gleichverteilung auf Q. Jede Permutation steht dabei fiir die
Reihenfolge, in der die Karten nach dem Mischen im Stapel liegen.

Man sagt, es gibt ein Rencontre (frz.: Zusammentreffen) fiir Karte i fiir ein o0 € Q,
wenn i ein Fixpunkt der Permutation o ist bzw. wenn o (i) = i.

Sei

E={ceQ :0l)=icQ

das Ereignis, bei dem fiir Karte i € {1,2,...,n} ein Rencontre auftritt. Man bemerke
E;NE;# (0 wenni# j.

(a) Berechnen Sie IP(E;).

(b) Benutzen Sie die Siebformel von Poincaré-Sylvester, um die Wahrscheinlichkeit
eines Rencontres zu berechnen. Approximieren Sie diese Wahrscheinlichkeit fiir
n — oo und schlieBen Sie daraus auf die Gewinnwahrscheinlichkeit des zweiten
Spielers B.

\0
\0

c oY

A
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Loésung:

(a) Es gibt genau (n — 1)! mogliche Permutationen, die fix sind an der Stelle i. Daher
gilt:
#E; -1 1
Py = 2 0 )

Q n n'

(b) Das Ereignis, dass mindestens an einer Stelle ein Rencontre auftritt, ist die Ver-
einigung der Ereignisse E;, wofiir die Siebformel angewandt werden kann:

p(Us)- e 5 e(0)e)
k=1 Jc(l2,...

i=1 [« jeJ
IJ\=k

Wegen der Gleichverteilung spielt es keine Rolle an welcher Stelle die Ren-
contres auftreten. Die Summanden der inneren Summe haben daher die gleiche
‘Wahrscheinlichkeit und es kommt nur auf die Anzahl Rencontres an, aber nicht
auf die genaue Indexmenge, iiber die in der inneren Summe summiert wird:

P( ﬂ Ej) = P(EW),
jeJ
wobei E® = ﬂf;l E;. Die Ereignisse E|, ..., E, sind damit vertauschbar.
Dann gilt (siehe Aufgabe 6.1)
> r(O)E)=[Je (),
Jcll, jeJ
u| "

Wenn k Elemente fixiert sind, konnen nur noch n — k variieren und die Anzahl
derartiger Permuationen ist (n — k)!. Daraus folgt
L Z S

P (U E,-] - Z(—l)k—‘(”)
i=1 k=1

Der letzte Summand ist die n-te Partialsumme der Taylorreihe von exp(f) an der
Stelle t = —1. Daher kann man approximativ

" 1
]P(UE,-]zl—; ~ 0,63

i=1

schreiben. Damit gewinnt Spieler B mit 63 % Wahrscheinlichkeit.

Bemerkung: Man kann auch die in Aufgabe 1.16 erwédhnte Dérangementzahl benut-
zen und erhélt das Ergebnis direkt tiber das Gegenereignis, denn

# ﬂ ES = D,y.
i=1
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Aufgabe 6.3: Rencontre-Problem mit Zufallsvariablen cee

Das historische Rencontre-Problem (erstmals publiziert 1708 von Montmort) ist die
Frage nach den Gewinnchancen in einem einfachen Kartenspiel mit einem Croupier
(Spielleiter und Bank) und drei Spielern. Es wird ein Kartenblatt in die vier Farben &,
&, © und ¢ geteilt. Jeder Spieler erhilt einen Stapel, der sodann gemischt wird. Nur der
Kartenstapel des Croupiers bleibt geordnet. Jeder Spieler setzt einen Betrag. In jeder
Runde decken alle Beteiligten die oberste Karte ihres Stapels auf. Deckt ein Spieler eine
Karte mit der selben Wertigkeit auf wie der Croupier, kommt es zu einem sogenannten
Rencontre (frz.: Zusammentreffen) und der Spieler gewinnt.

Gibt es keine Rencontres, so gewinnt die Bank. Das Spiel endet spitestens mit dem
Aufdecken der dreizehnten Karte, denn es gibt je dreizehn Karten in vier Farben in ei-
nem Standardkartenblatt. Das Spiel wird deswegen auch treize (frz.: dreizehn) genannt.

Wie giinstig ist das Spiel fiir jeden der drei Spieler? Wir betrachten im folgenden nur
den ersten Spieler.

Ublicherweise wird dieses Problem mit der symmetrischen Gruppe S;3 als Ergebnis-
raum modelliert; also die Menge aller Permutationen von dreizehn Elementen. Sei P
die Gleichverteilung auf Q.

Wir modellieren das Problem allgemein mit n € IN Karten. Fiir ein o € S, bedeutet ein
Rencontre im i-ten Zug o (i) = i; die Permutation o hat dann in i einen Fixpunkt. Die
Menge aller Permutationen mit Fixpunkt in i sei E; C Q.

Sei daher (S,, P(S,), P) das stochastische Modell fiir dieses Problem. Sei weiter 1,
die Zufallsvariable, die angibt, ob Spieler 1 im i-ten Zug ein Rencontre hatte. Die Ge-
samtzahl Rencontres in n Ziigen sei bezeichnet mit

Nn = Z]IE,

(a) Berechnen Sie die Verteilung von N, mit Hilfe der Siebformel von Poincaré-
Sylvester. Berechnen Sie dann die Verteilung von N3 explizit. Beschrinken Sie
sich auf die Werte, die grofer als ein Prozent sind.

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert von N, fiir i # j dann Cov(1g, 1g;) und
schlieBlich die Varianz von N,,. Ist die Familie (1g,)<;<, stochastisch unabhén-
gig?

(c) Lassen Sie nun n gegen unendlich gehen und berechnen Sie die Verteilung der
Grenzvariable No.

(d) Berechnen Sie mittels N, noch einmal die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens ein
Rencontre und vergleichen Sie diese mit der Wahrscheinlichkeit fiir mindestens
ein Rencontre im Fall n = 13.
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6 Historische Probleme und Paradoxa

Lésung: Zur Verdeutlichung ein Beispiel: es gab fiir den ersten Spieler ein Rencontre
in der siebten Runde:

Runde 1 2 3 4 5 6 7 8
Croupier &#A &K &D &B &10 a9 &8
Spieler1 <10 ©9 02 93 907 9D 98

Zunichst ist #S,, = n! und es gibt (n — 1)! Permutationen mit Fixpunkt an einer festen,
aber beliebigen Stelle, da noch n — 1 der urspriinglich n Elemente permutiert werden
konnen. Es spielt dabei keine Rolle, ob noch weitere Fixpunkte auftreten. Daher gilt
firallei € {1,2,...,n}:

#HoeS,:oc=i} m-D! 1

Pz =1)=P(E) = s = -

(a) Aus Aufgabe 6.2 folgt:

n 1
PN, > 1) = Z(—l)k’lﬁ =1-
k=1 :

und somit
n

P(N, = 0) = Z

k=0

(=D*
k!

In der Aufgabe 6.2 wurde festgestellt, dass (E;);_, eine Familie vertauschbarer
Ereignisse ist, daher gilt

n

P(N, = k) = (Z)IP(ﬂkEm N E)

i=1 j=n—k+1

n n—k . n k 1 n—k (_1)j
() =(C\sl () ) )e)= 45
i=1 Jj=n—k+1 Jj=1 j=1
——
=IP(N,-x=0) =(n—k)!/n!

Die Wahrscheinlichkeiten fiir n = 13 ergeben die folgende Tabelle:

k o 1 2 3 4
P(N;; =k | 037 037 0,18 006 0,015

Insbesondere ist P(Ny3 > 1) = 1 — P(N3 = 0) = 0,63.
(b) Die Variablen 1, sind Bernoulli-verteilt, d.h. 1z, ~ Ber(p = 1/n). Daher ist

! -1
E(lg) = P(E) = p Var(lg) = P(E;))(1 — P(E;)) = "n_2
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Siebformel und Rencontre-Problem

Die Zufallsvariable N, ist daher eine Summe abhdingiger Zufallsvariablen und
insbesondere nicht binomialverteilt. Mittels Linearitét des Erwartungswertes folgt
weiter:

1
-=1.
n

E(N,) = > PE) =n-
i=1

Es ist also im Schnitt mit nur einem Rencontre zu rechnen, egal wie gro3 n ist.

Die Kovarianz der Indikatorzufallsvariablen ldsst sich mit Hilfe der bedingten
Wahrscheinlichkeit berechnen. Beachten Sie dazu zunichst fiir i # j

1

P(ENE)) = P(EIE)) - P(E)) = P

S| =

Daraus folgt direkt fiir i # j

1
Cov(lg, 1g,) = P(E; N E)) — P(E;) - P(E)) = o 0.

Die Variablen E; und E; sind daher positiv korreliert und die Kovarianz hingt
nicht vom gewihlten i oder j ab.

Die Varianz von N,, ist nun

Var(N,) = Z Var(1z) + Z Cov(lg,1g) = 1,
i=1

i#]
unabhingig von n.

(c) Mit Hilfe der Taylorreihe der Exponentialfunktion exp(f) an der Stelle r = —1
ergibt sich fiir den Grenziibergang n — oo eine Konvergenz in Verteilung:

P(New = k) = lim P(N, = k) = %e_l = Poi(1)({k})

das heif3t
d
N, —2, N, ~ Poi(1).

(d) Mit N, erhilt man ebenfalls

1
PNow21)=1-P(Now =0)=1-— = 0,63.
e

Bemerkung: Die Regeln des Spiels treize werden zum Beispiel in [Hal90], Kapitel
19.2, S. 328, beschrieben.
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6 Historische Probleme und Paradoxa
6.2 Gerechte Verteilung und Banachs Streichholzproblem

Aufgabe 6.4: Banachs Streichholzproblem (X X}

Banach ist bekannt als starker Raucher und trug daher stets in jeder Manteltaschen eine
Schachtel mit Streichholzern. Zum Anziinden seiner Pfeife greift er rein zufillig mit
gleicher Wahrscheinlichkeit in eine der beiden Manteltaschen und holt ein Streichholz
daraus hervor. Irgendwann greift er eine leere Schachtel. Wie viele Streichhélzer sind
dann noch in der anderen Schachtel?

Nehmen Sie an, eine volle Schachtel hitte n € IN Streichholzer. Es sei zudem X, die
Zufallsvariable, die angibt, wie viele Streichholzer noch in der anderen Schachtel vor-
handen sind, sobald eine leere Schachtel vorgefunden wurde.

(a) Sei zunichst n = 2. Berechnen Sie die Verteilung von X;. Zeichnen Sie dazu ein
geeignetes Baumdiagramm.

(b) Wie lasst sich das Ergebnis fiir n > 2 verallgemeinern? Bestimmen Sie p; :=
P(X, = k) explizit.

(c) Bestimmen Sie dann den Erwartungswert von X,,. Zeigen Sie dazu, dass fiir jedes
k=0,...,ndie Rekursion

kpi = 2n = k)(px = pr+1)
gilt. Zeigen Sie danach mit Hilfe dieser Rekursionsformel:

EX,) =@2n+ )py — 1.

(d) Bestimmen Sie schlieBlich mit Hilfe der Stirlingformel eine Approximation fiir
groB3e n fiir den Erwartungswert von X,, und zeigen Sie:

fim 200 _ 2
N - N

(e) Ineiner Standard-Streichholzschachtel sind 38 Streichhoélzer enthalten. Wie viele
Holzer konnen im Schnitt entnommen werden, bevor eine leere Schachtel vorge-
funden wird?

Lésung:

(a) Wenn es in beiden Schachteln je zwei Streichholzer gibt, so ist nach spitestens
drei Entnahmen eine Schachtel geleert (Schubfachprinzip). Es ist moglich ent-
weder zweli, ein oder kein Streichholz in der anderen Schachtel iibrig zu haben,
wenn nicht sofort die leere Schachtel gewihlt wird, siehe auch Abbildung 6.1.
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Abbildung 6.1: Banachs Streicholzproblem mit je zwei Streichhdlzern pro Schachtel.
Die leere Menge bedeute eine leere Schachtel; die Vektoren in den Kno-
ten des Diagramms bezeichnen die Anzahl der noch iibrigen Streichhol-
zer in der linken bzw. rechten Tasche.

Wegen der Symmetrie zwischen linker und rechter Tasche gilt nun

11
P(X,=2)=2-PG{LLL) =2+ — = —,
(X2=2)=2-PLLL) =2+ 5 =
1
P(X; = 1) =2 P(LLRL, LRLL. RLLL}) = 6 - 77 = %,
P(X, = 0) = 2 - P(LLRRL, LRLRL, RLRLL, RLLRL, RRLLL, LRRLLL})
1 3
=12 — ==,
25 8

(b) Wennnochk € {0, 1,...,n} Streichholzer iibrig bleiben, so miissen 2n—k Streich-
holzer verbraucht worden sein, bevor ein letzter Griff eine leere Schachtel her-
vorholt. Man setze daher

Qi = {we (LR :#{i:w; =R} =n+1oder#{i: w;=L)} =n+1}.
Da jede Tasche mit gleicher Wahrscheinlichkeit gewéhlt wird, folgt fiir w € €, 4

1
P({w)) = W
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6 Historische Probleme und Paradoxa

(©

(d)
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Wir setzen als Ergebnisraum

Qn = |i| Qn,k

k=0
und nehmen das stochastische Modell (Q,,, P(2,,), P) an.
Es gibt eine Symmetrie zwischen den Elementen in Q,, 4, die R und L vertauscht.
So ist beispielsweise die Sequenz LRLRLL symmetrisch zu RLRLRR. Da jedes
w € Q, die gleiche Wahrscheinlichkeit hat, geniigt es die Kardinalitét von Q, 4

zu bestimmen, um die Wahrscheinlichkeit von {X,, = k} zu bestimmen. Es gilt
daher

-k
#Q,,,kzz-( . )

n

nach Aufgabe 1.6. Damit ergibt sich

2n—k 1 2n—-k\ 1
pk:IP(ank)ZZ'( l’l )W:( n )W
Die Normierung der (py);_, folgt aus Aufgabe 1.7

DY D

k=0

Aus dem Quotienten py. |/ py fiir festes k ergibt sich
Pk+1 —9. n—k
Dk 2n—k

und damit die Formel k - pr = (2n — k)(px — pr+1). Aufsummieren dieses Aus-
druckes iiber alle k ergibt die Gleichung

2 1
EX,) = 2n+ Dpo—1=Cn+1)-[7"] — - 1.
n 22n
Der Erwartungswert wird mit der Stirling-Formel
nl ~ V2nn (E)
e

apporoximiert. Es folgt
2n 1 n
EX) = @n+ D7) o5~ 1~2,/% 1= 0.
n 22n T

Es gilt daher
B, 2
lim =

m TV
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(e) Fiir n = 38 hat man im Schnitt nur
E(X38) ~2+/38/r—1 =6

Streichholzer {ibrig. Dass heif3t, im Schnitt werden 2 - 38 — 6 = 70 Streichhol-
zer verbraucht, bevor das erste Mal eine leere Streichholzschachtel vorgefunden
wird. Das entspricht 92 % der anfangs vorhandenen Streichholzer.

Bemerkung: Die Wahrscheinlichkeit von {X,, = k} stimmt mit der Wahrscheinlichkeit
iberein, dass eine symmetrische Irrfahrt der Linge 2n genau k Nullstellen hat. Siehe
[Henl3], Satz 2.7, S. 31. Die vorgestellte Methode zur Berechnung des Erwartungs-
wertes stammt von Feller ([Fel57], Theorem 4, S. 234).

Skaliert man X,, mit V2n, ergibt sich im Grenziibergang fiir n — oo der Wert v2/z. Das
ist der Erwartungswert von |Z|, wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist
(siehe Aufgabe 3.16). Es gilt sogar

X, @
— — |Z].
\2n e

Dies wird in [Hen13] in Theorem 2.8 bewiesen.
Aufgabe 6.5: Gewinnverteilung bei vorzeitigem Abbruch eines Spiels e e e®

Antoine und Béatrice vereinbaren einen Einsatz von 10 EUR, der am Anfang eines
Spiels mit mehreren Runden von beiden eingesetzt wird. In jeder Runde gibt es einen
Punkt zu gewinnen und wer zuerst 10 Punkte hat, gewinnt das Spiel und erhilt den
Gesamteinsatz von 20 EUR. Ein Unentschieden in einer Runde sei ausgeschlossen und
die Runden seien unabhéngig. Antoine gewinnt eine beliebige Runde mit Wahrschein-
lichkeit p € (0, 1).

Unerwartet muss das Spiel abgebrochen werden. Wie kann der Gewinn unter Beach-
tung des Spielstandes fair auf beide Parteien verteilt werden?

(a) Der Spielstand, bei dem Antoine und Béatrice aufhoren miissen, sei 7 : 8. An-
toine fehlen noch drei Punkte, Béatrice zwei zum Gewinn. Berechnen Sie die
Gewinnwahrscheinlichkeiten der Spieler fiir p = 1/2. Wire eine Aufteilung des
Gewinns im Verhiltnis 7 : 8 fair?

(b) Allgemeiner sei N € IN die Anzahl Punkte, die zum Gewinn notwendig sind. Das
Spiel wird nun bei einem Spielstand von (N — j) : (N —k) fur j, k € {1,2,...,N}
abgebrochen. Die Zahlen j und k geben an, wie viele Punkte jedem der Spieler
noch zum Sieg fehlen, dies sei durch das Ereignis D ;; ausgedriickt. Geben Sie
an, in welchem Verhiltnis der Einsatz nun gerecht zu teilen wire. Berechnen Sie
dazu Antoines und Béatrices Gewinnwahrscheinlichkeiten.
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SN NN
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Abbildung 6.2: Giinstige Pfade fiir beide Spieler (links Antoine, rechts Béatrice) mit

p € (0, 1) beliebig. Blau entspricht Gewinn in zwei Spielen, Magenta
Gewinn in drei Spielen und Gelb Gewinn in vier Spielen.

Lésung:

(a)

(b)
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Wir konnen Aufgabe 1.6 verwenden, um die giinstigen Pfade abzuzéhlen.

Sei A das Ereignis, bei dem Antoine gewinnt und B das Ereignis, bei dem Béatri-
ce gewinnt. Dazu sind mindestens zwei, hochstens vier weitere Runden notwen-
dig.

Mit dem Baumdiagramm in Abbildung 6.2 folgt:

2 3 5
PA)=p- ((O)p2 + (1) -pz(] —p)) = E ~ 0,31

1 2 3 11
PB)=(1-p)- ((O)(l -p)+ (1)17(1 -p)+ (2)p2(1 - p)) =6~ 0,69

Eine Aufteilung im Verhiltnis der Gewinnwahrscheinlichkeiten beider Spieler
von 5 : 11 ist hier gerecht (Antoine erhilt 6,25 EUR, Béatrice 13,75 EUR).

Tatsdchlich ist das Banachsche Streichholzproblem aus Aufgabe 6.4 ein Spezi-
alfall des Punktproblems fiir Gleichstand und p = 1/2, wir benutzen daher eine
dhnliche Argumentation und zéhlen kiirzeste Pfade, siehe auch Aufgabe 1.6.

Sei A das Ereignis, bei dem Antoine gewinnt und B der Gewinnfall fiir Béatrice.
Es bezeichne

G;‘,k = P(AID ), Gfk := P(BID ;)

die Gewinnwahrscheinlichkeiten der beiden.

In jedem Fall wird Antoine insgesamt j Runden gewinnen miissen, und Béatrice
darf hochstens k— 1 Runden gewinnen. Gewinnt Béatrice keine Runde, so gibt es
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(j 61) verschiedene Verldufe (kiirzeste Pfade), um von N—j : N—k zum Spielstand
N —1: N — k zu gelangen. Das abschliefende Spiel muss Antoine gewinnen.

Gewinnt Béatrice einmal, so haben die beiden insgesamt j + 1 Spiele gespielt,
wofiir es (-’ _%”) Verliufe gab, plus den letzten Gewinn von Antoine.

Analog, wenn Béatrice £ < k Spiele gewinnt, so gibt es (j_:f'[) Verldufe, bevor
Antoine das letzte Spiel gewinnt. Genauso kann man fiir Béatrice argumentieren.
Es ergibt sich durch Summieren

(-1 Elk-1+¢
Gﬁk=P'Z( p )p-"'(l—p)[, Gfk=(1—p)-2( p )p”(l—p)"".
=0 (=0

Der Gewinn wird dann Gﬁk : Gﬁ . geteilt.

Die Gewinnwahrscheinlichkeiten lassen sich auch als Binomialverteilung bzw.
negative Binomialverteilung auffassen.

Bemerkung: Erste Losungsversuche fiir das in der Literatur als Punktproblem be-
kannte Phianomen tauchen schon vor 1654 auf, als Méré diese Frage Pascal stellte. Al-
lerdings war Pascal der Erste, der die Aufgabe korrekt 16sen konnte, was Fermat wenig
spiter bestitigte. Danach wurde auch das allgemeine Problem der Einsatzverteilung bei
abgebrochenem Spiel mit n Mitstreitern gelost, unter anderem von de Moivre und La-
grange. Die friihen Losungen basieren auf Rekursionsgleichungen. Eine Ubersicht iiber
verschiedene Losungsstrategien fiir das Punktproblem und ihre historische Einordnung
findet sich in [Gor14].

6.3 Geburtstagsparadoxon

Aufgabe 6.6: Geburtstagsproblem ooe

Das Geburtstagsproblem ist ein klassisches Problem der Wahrscheinlichkeitstheorie
und ldsst sich folgendermaflen formulieren: Bei einer Party kommt das Thema Ge-
burtstag auf. Erstaunt stellen die Giste fest, dass zwei der Teilnehmer am selben Tag
Geburtstag haben. Wie wahrscheinlich ist so ein Ereignis?

Zur Losung seien ein paar hilfreiche (aber unrealistische) Annahmen gemacht:
e Der 29. Februar wird auBlen vor gelassen.

o Jeder Geburtstag habe die gleiche Wahrscheinlichkeit.

229



6 Historische Probleme und Paradoxa

(a) Wie viele Paare von Personen muss man iiberpriifen, um feststellen zu konnen,

welche Paare am gleichen Tag Geburtstag haben?

(b) Wie viele Personen werden benétigt, so dass die Wahrscheinlichkeit von minde-

stens zwei gleichen Geburtstagen mindestens 50 % ist?

(c) Berechnen Sie nun die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Person unter den

Giisten mit einem anderen Gast am gleichen Tag Geburtstag hat und finden Sie
eine Zahl n, so dass diese Wahrscheinlichkeit groBer ist als 0,5.

Hinweis: Nutzen Sie das Gesetz der seltenen Ereignisse (Poisson-Approximation).

Lésung:

(a) Eslassen sich n(n — 1)/2 Paare bilden.

(b) Wir setzen als Ergebnisraum fiir festes n > 2

230

Q={b1,by,...,by) €{1,2,3,...,365}" : by < by <...< by}

die Menge aller geordneter Listen von n Geburtstagen. Daher ist #Q = 365". Das
Wahrscheinlichkeitsmall P sei die Gleichverteilung auf Q.

Es sei weiter G ¢ Q das Ereignis, bei dem wenigstens zwei Giste am gleichen
Tag Geburtstag haben. Das Komplement von G ist das Ereignis, bei dem alle
Giste an verschiedenen Tagen Geburtstag habe. Es gilt

365!

4GS = — 2
G = Gos—n!

Wegen der angenommenen Gleichverteilung der Geburtstage gilt somit

#GC 365!
PG)=—=————.
@) #Q (365 —n)!365"
Mit der Stirling-Formel
n
n! ~ V2nn (E)
e
gilt weiter
365 3055
]P GC ~ —n
@) ~e (365 - n)

Durch Einsetzen und Probieren findet man n = 23. Es geniigen also 23 Personen,
damit die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Paar existiert, das am gleichen
Geburtstag hat, tiber 1/2 liegt.
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(c) Setzt man p := 1/365, kann man das Problem auch mittels Binomialverteilung
modellieren. Sei X ~ Bin(n — 1, p). Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass noch
jemand am gleichen Tag Geburtstag hat

n—1

I ‘
PX>1)= Z(n ,- )p,(] oy

i=1

Hier verschiedene n zu testen ist ineffektiv, daher verwenden wir die Poisson-
Approximation, da p sehr klein ist. Sei Y ~ Poi(n - p), dann gilt

PG) ~1-PY=0)=1-¢"".

In diesem Fall l4sst sich nach n umstellen:
S _1n(1 /2).
p

Einsetzen ergibt n > 253. Es werden also mindestens 253 Personen gebraucht,
damit jemand am selben Tag Geburtstag hat wie eine bestimmte Person. Das
entspricht nach (a) fiir n = 23 der Anzahl Paare @ = 253, die gefragt werden
miissen, ob sie am gleichen Tag Geburtstag haben.

Bemerkung: Das Geburtstags-Problem wird oft auch als Paradoxon bezeichnet. Das
scheinbare Paradoxon liegt hier darin, dass objektivistische Wahrscheinlichkeit ((a) —
irgendwelche zwei Personen haben an irgendeinem der 365 Tage zusammen Geburts-
tag) und subjektivistische Wahrscheinlichkeit ((b) — ich habe am gleichen Tag Ge-
burtstag wie eine andere Person) verwechselt werden. Das wird nochmals unterstrichen
durch die Tatsache, dass in beiden Fillen 253 Paare abgefragt werden, aber unterschied-
lich viele Personen diese Paare bilden.

Aufgabe 6.7: Anzahl Paare mit gleichem Geburtstag cee

Es soll geschitzt werden, wie viele Personen in einem Raum am selben Tag Geburtstag
haben.

Man beachte:
o Passende Geburtstage fiir verschiedene Paare sind paarweise unabhingig.
e Jedoch sind diese Ereignisse nicht zusammen unabhingig.

Seien n > 2 Personen anwesend. Seien weiter By, ..., B, die Geburtstage der einzelnen
Personen. Die Ereignisse (B;); sind paarweise unabhiingig, aber nicht als Familie.

Weiter sei fiir i # j
L 1 falls Bi = Bj
Y710 falls B # B)
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6 Historische Probleme und Paradoxa

Wir zihlen die Anzahl passender Paare durch die Zufallsvariable

(a) Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz von D.
(b) Nehmen Sie nun an n = 100. Schétzen Sie die Wahrscheinlichkeit des Ereignis-
ses {|D — IE[D]| > 6} ab. Interpretieren Sie das Ergebnis.
Lésung:
(a) Zunichst ist die Wahrscheinlichkeit von {B; = B;} fiir i # j gegeben durch

1 1 1

PBi=Bj)=365 — — = —.
( ) 365 365 365

Dabher ist G;; ~ Ber(3657"). Wegen der Linearitit des Erwartungswertes gilt

ED)=E( Y. Gy)= > B(Gi)

I<i<j<n I<i<j<n

n n\ 1
ra-r-flss

Fiir die Varianz bemerkt man, dass paarweise Unabhédngigkeit hinreichend ist um
die Varianz der Summe als Summe der Varianzen darzustellen. Die Kovarianzen
verschwinden jeweils. Daher ist

Var(D):Var( Z Gij)= Z Var(G;;)

1<i<j<n 1<i<j<n
n\ 1 1
=7 =—(1- =)
(2)365( )

(b) Zunichst ist fir n = 100 der Erwartungswert IE(D) =~ 14. Daher ist mittels
Bienaymé-Tschebyschoff-Ungleichung fiir £ = 6

D
P(D - 14] > 6) < 212
&
50-99 364
“ 736 et Tt

Daher gilt
1
IP(8§D£20)>§.

Also, wenn 100 Personen anwesend sind, gibt es mehr als 50 % Wahrscheinlich-
keit, dass zwischen 8 und 20 Paare ihren Geburtstag am gleichen Tag haben.
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6.4 Wartezeitprobleme

Aufgabe 6.8: Wiirfelproblem (X X}

Sei (W;) <i<n eine Familie unabhéngiger, geometrisch verteilter Zufallsvariablen zum
selben Parameter p € (0, 1). Definieren Sie fiirn > 2

T, = max(W;, Wy, ..., W,).

Die Zufallsvariable T, ist die Wartezeit bis zum letzten Erfolg in n gleichzeitig durch-
gefiihrten Bernoulli-Experimenten.

(a) Sei zundchst n = 2. Berechnen Sie explizit den Erwartungswert von 75, indem
Sie zundchst die Verteilung von min(W;, W,) berechnen und dann zeigen:

1

2
E(T,) = E(max(W;, W»)) = ; - T‘I’)z

Hinweis: Zeigen Sie dazu
P(max(W;, W,) > k) = P(W; > k) + P(W, > k) — P(min(W;, W) > k)
und summieren Sie iiber alle k > 1.
(b) Nutzen Sie die Siebformel von Sylvester-Poincaré fiir n > 2 und zeigen Sie

n n (_1)k+1
win = 2

k=1

(c) Eine Anwendung dieses Ergebnisses ist ein Wiirfelproblem nach de Moivre. Es
wird mit drei unterscheidbaren Wiirfeln in jeder Runde geworfen. Sobald ein
Wiirfel eine Sechs zeigt, scheidet der Wiirfel aus und es wird mit den verblie-
benen Wiirfeln solange gespielt, bis alle Wiirfel ausgeschieden sind, also jeder
Wiirfel wenigstens einmal eine Sechs gezeigt hat. Wie viele Runden muss man
dafiir durchschnittlich spielen?

Lésung:

Als Ergebnisraum eignet sich zum Beispiel der Produkt-Folgenraum Q,, := ({0, 1}N)",
wobei eine Null bedeute es wurde keine Sechs geworfen und eine Eins bedeute es wurde
eine Sechs geworfen. Als Wahrscheinlichkeitsmal setzt man IP als das Produktmal}
(Ber(p)®)™".

Benutzen Sie das Ergebnis aus Aufgabe 2.19 fiir p; = p fiir die W; aus der Aufgaben-
stellung. Es folgt:

min(Wy, Wa, ..., W,) ~ Geo(1 — (1 — p)").
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(a) Es gilt:

P(max(Wy, Ws) > k) = P(W, > k} U{Ws > k})
=P(W, 2 k) + P(W> > k) - P(W, > k, W, > k})
=P(W, > k) + P(Ws > k) — P(min(W;, Ws) > k).

Summieren iiber alle k£ > 1 ergibt nach Formel fiir den Erwartungswert (siehe
Aufgabe 2.27) und wegen W, ~ W,

1
E(Tg) = E(max(Wl, Wz)) =2- E(W[) — ]E(min(Wl, Wz)) = — - T—p)z
(b) Man bemerkt zuerst
(max(W)) > k) = lL:]){w,» > k), (min(W)) > &) = Q{w,» > k).

Da die W; vertauschbar sind, gilt nach Siebformel von Sylvester-Poincaré (siehe
Aufgabe 6.1)

n i

]P( (W, > k) Z( 1)i- ‘(”) {W > k).

i= Jj=

Durch Aufsummieren und Einsetzen der Erwartungswerte fiir die Minima ergibt
sich die gesuchte Formel.

(c) Fiir n = 3 ergibt sich fiir p = 1/6

3\ 1 3 1 3 1
)= (I)E i (2)1 —i-pr (3)1 —a—pp T

Man wird das Spiel im Durchschnitt also elf Runden lang spielen.

Bemerkung: Fiir das Verhalten von (7)), wenn n gegen unendlich lduft, kann man
das Fisher-Tippett-Gnedenko Limit-Theorem fiir Extremwerte benutzen. Es zeigt sich,
dass IE(T,) in der GroBenordnung von In(n) wichst und damit viel langsamer als der
Erwartungswert im verwandten Sammelbilderproblem (siehe Aufgabe 6.9).

Eine erste Version dieser Aufgabe findet sich schon Mitte des 18. Jahrhunderts in de
Moivres Doctrine of Chances, siche [Mo0i56], Seite 270, Problem V. Dort werden statt
Wiirfeln Lauflangen von Annuitéten betrachtet.
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Aufgabe 6.9: Das Sammelbilderproblem cee

Wir betrachten das folgende bekannte Sammelbilderproblem, das schon de Moivre be-
trachtete. In der moderneren Version von G. Pélya stellt eine Firma ein Produkt her
und legt jeder Packung ein Bild bei, das zu einer Kollektion von n > 2 Bildern gehort.
Die vollstindige Sammlung kann gegen einen Preis eingetauscht werden. Diese Marke-
tingstrategie soll den Kaufer verleiten, solange Produkte zu kaufen, bis seine Sammlung
vollstidndig ist. Ein Produzent muss sich daher zwangsldufig die Frage stellen, wie viele
Produkte pro kompletter Sammlung durchschnittlich verkauft werden.

Wenn man annehmen kann, dass die Bilder unabhingig und mit gleicher Wahrschein-
lichkeit dem Produkt beigelegt werden, so kann man von einer geometrischen Wartezeit
ausgehen, bis das nidchste neue Bild auftaucht. Es sei T diese zufillige Wartezeit, bis die
Sammlung komplettiert ist. Wir wollen den Erwartungswert berechnen und fiir grofle n
approximieren.

(a) Beschreiben Sie T als Summe von n Wartezeiten 71,75,...,T,, wobei T; die
Wartezeit ist, die verstreicht bis die Sammlung um ein weiteres Bild erweitert
werden kann, nachdem bereits i — 1 Bilder vorhanden sind. Welchen Parameter
hat die Verteilung der Zufallsvariable T;?

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert von T fiir beliebiges n > 2 und finden Sie
eine Approximation fiir n grof.

Hinweis: Verwenden Sie eine Abschiitzung fiir die Partialsumme H,, der harmo-
nischen Reihe.

(c) Berechnen Sie nun die Varianz von T und schitzen Sie die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses {T — nH,, > ¢ - n} fiir c € R* ab.

(d) In der Variante de Moivres wirft eine Spielerin einen fairen sechsseitigen Wiir-
fel und wartet auf das erste Mal, dass sie alle sechs Augen wenigstens einmal
gesehen hat. Wie oft muss dafiir der Wiirfel im Schnitt geworfen werden?

Red

g
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6 Historische Probleme und Paradoxa

G O A

2 T3 T4 5 8

Abbildung 6.3: Beispiel fiir eine Folge von Wiirfen, bis das erste Mal alle sechs Augen
gewiirfelt wurden. Dunkel markiert sind jeweils die Wiirfe, bei denen
die entsprechende Augenzahl zuerst auftritt.

Lésung:
(a) T ist ein¢ Summe von n unabhéngigen Zufallsvariablen 7; ~ Geo(p;), wobei
pi=1- %
(b) Der Erwartungswert von T ist nun

n n 1

E[T]ziE[T,]zZﬁ:nZ;:n-ﬂn,
p

i=1 i=1

wobei H,, = Y1, i”! die n-te harmonische Zahl ist.

Fiir die harmonische Reihe gilt

n+1 1 n+1 1
f —de?*(nSf —dx+1.
1 X 1 X

Somit divergiert fiir groBe n die harmonische Reihe und H, = O(In(n)). Daher
ist E(T) = O(n - In(n)). Eine genauere Abschitzung liefert E(T) = n - (In(n) +
vg) + 1/2, wobei yg = 0,577 die Euler-Mascheroni-Konstante ist.

(c) Fir eine zum Parameter p € (0, 1) geometrisch verteilte Zufallsvariable X gilt

Var(X) = 1p—_2p_ Zudem sind T, T, ..., T, unabhingig. Daher ist

n 1 2

B n B n l __pi 2 T 2
Var(T)—;Var(T,-)—Z < 'Zm<2”'

i=1 1 i=1

Die letzte Abschitzung folgt wegen Y, i 7> = %2. Es gilt dann nach Bienaymé-
Tschebyschoff:

Var(T) < 2

P(T-n-H,>c-n)< (n? a2
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(d) Im Beispiel fiir n = 6, siche Abbildung 6.3, liefert die Vorbetrachtung eine War-
tezeit von durchschnittlich

1 1 1 1 1 1
ET)=6-(-+-+-+-+-+-)=147=1
(T) 6(1+2+3+4+5+6) , 5
Runden. Eine Spielerin wiirfelt also im Schnitt fiinfzehn Mal, bis sie alle sechs

Augenzahlen gesehen hat.

Bemerkung: Eine erste Version des Sammelbildproblems taucht schon in de Moivres
Doctrines of Chance auf, siehe [Mo0i56], Problem XXXIX. Dort wird die vorgestellte
Wiirfelversion fiir beliebig facettierte, faire Wiirfel behandelt mit der Moglichkeit, pro
Runde mehrmals zu werfen bzw. zusitzlich mehrere Seiten des Wiirfels einzubeziehen.
Viele weitere Mathematiker, zum Beispiel Pélya in [P6130], beschiftigten sich seither
mit dem Problem und dessen Verallgemeinerungen, so dass eine reichhaltige Literatur
entstanden ist.

6.5 Geometrische Wahrscheinlichkeit

Aufgabe 6.10: Zufélliges Dreieck legen cee

Ein Stab der Lange 1 wird zufillig an zwei Stellen zerbrochen. Aus den drei Teilstiicken
soll nun ein Dreieck gelegt werden. Mit welcher Wahrscheinlichkeit gelingt dies?

Lésung:

Betrachtet man zunéchst ein beliebiges Dreieck, so ist die Summe der Lange zweier
beliebiger Seiten stets ldnger als die dritte Seite. Man kann also zunichst ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit a + b > ¢ annehmen, wobei a, b und ¢ die Seitenlingen
des Dreiecks bezeichnen. Fordert man zusétzlich Umfang eins, d.h.a + b + ¢ = 1, so
erhilt man aus den beiden Beziehungen ¢ < 1/2. Da die Bezeichnung a, b, ¢ der Seiten
beliebig ist, ist in jedem Dreieck mit Umfang Eins jede Seite des Dreiecks zwangsldufig
kiirzer als 1/2.

Hat man nun umgekehrt einen Umfang von Eins vorgegeben, sowie drei Seiten, die
jeweils kiirzer sind als 1/2, so wihlt man fiir ¢ die langste der drei Seiten. Wegen
der Vorgabe des Umfangs gilta + b = 1 — ¢ > 1/2 und insbesondere a + b > c. Daher
kann man unter dieser Voraussetzung stets ein bis auf Kongruenzabbildungen eindeutig
bestimmtes Dreieck zusammensetzen.

Insbesondere sind daher die Forderungen O < a,b,c < 1/2und a+ b +c = 1 notwendig
und hinreichend fiir die Existenz eines Dreiecks mit Umfang 1.

Seien nun U; und U, zwei unabhingige Zufallsvariablen mit U; ~ Ujo,13, i € {1, 2}. Sie
modellieren die zufilligen Bruchstellen. Betrachten Sie nun Uy := min(U;, U,) und
Uy := max(Uy, U,), um die Lingen der Bruchstiicke zu modellieren.
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6 Historische Probleme und Paradoxa

Abbildung 6.4: Bereich der moglichen Bruchstellen

Die folgende Zeichnung zeigt einen moglichen Ausgang:

] ] ]
T

0 U(l)((/.)) U(z)(a)) 1

Es handelt sich bei (U), U)) um eine Ordnungsstatistik, deren gemeinsame Dichte
gegeben ist durch:

O y) :=216(x,y),
wobei G := {(x,y) € [0, 17:0<x< y < 1}, siehe Aufgabe 3.37.
Um aus den zufilligen Bruchstiicken U(y(w), Upy(w) — Uny(w) und 1 — Upy(w) ein
Dreieck legen zu konnen, miissen alle drei Abschnitte gleichzeitig kleiner als 1/2 sein.
Sei Q das Ereignis, bei dem dies der Fall ist. Dann
Qp ={w : (Up)(w), Up)(w)) € D}
wobei D :={(x,y) e G: x<1/2,y—-x<1/2,1 -y < 1/2}.

Die Wahrscheinlichkeit von € ist nun:

P(Q0) = Py, 0)(D) = 2 f 1p(x,y) dxdy
]RZ

Die Mengen D und G sind in der Abbildung 6.4 dargestellt.
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Aufgabe 6.11: Zufélliges Dreieck im Halbkreis cee

Es sei ein Halbkreis mit Radius R = 1 gegeben. Ein Dreieck AABC werde erzeugt
durch die drei Punkte A = (-1,0), B = (0, 1) und C, wie in der nachfolgenden Skizze

T C(w) = (x,yc)

A o B

\
4

Der Punkt C soll zufillig auf dem Kreisbogen gewihlt werden, wie nachfolgend be-
schrieben wird. Es sei F der zufillige Fliacheninhalt des Dreiecks.

(a) Methode I: Die y-Koordinate von C wird zufillig gewihlt. Berechnen Sie IE(F).
(b) Methode II: Die x-Koordinate von C wird zufillig gewéhlt. Berechnen Sie E(F).

(c) Methode III: Wihlen Sie rein zufillig einen Winkel @ € [0, n] fiir C in Polarko-
ordinaten. Berechnen Sie E(F).

(d) Es wird nun ein weiterer Punkt D uniformverteilt im Halbkreis gewihlt. Sei Ap
das Ereignis, bei dem D im Inneren des Dreiecks AABC liegt. Was ist die Wahr-
scheinlichkeit von Ap? Beantworten Sie die Frage fiir alle drei Methoden I-I11.

Lésung: Die Fliche des Dreiecks AABC ist wegen der besonderen Konfiguration (Satz
von Thales) stets gegeben durch F = y. = 4/1 — x2. Dabei definiert F eine Zufallsva-
riable mit Wertebereich [0, 1].

(a) Die Konstruktion ist nicht eindeutig, es gibt zwei passende x-Werte, + (/1 — U 12,

wobei U; ~ U, die y-Koordinate des Punktes bestimme. Die entstehenden
Dreiecke sind fiir beide Losungen kongruent. Daher ist

1
E(F):Zf udu =1.
0

(b) Hierist C = (Us, /1 - U2) wobei U ~ Up_1.)
1 [ — Vs
]E(F):E 1—M2duzz.
-1
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(c) Der Winkel « ist nun zufillig und kann als Us ~ Ujo, angenommen werden.
Dann gilt C = (cos(U3), sin(U3)) und

EWF) = %j;ﬂ sin(u) du = %

(d) Es gilt:

~ 0,64 nach (a)
/2 nach (b)
%4 ~ 041 nach (c).

2
EF T
]P(AD):%= 1

Bemerkung: Die Ubung ist eine vereinfachte Version des Vier-Punkte-Problems von
Sylvester. Dabei geht es darum, ob die konvexe Hiille vier zufillig auf der Ebene ge-
wihlter Punkte ein Viereck oder ein Dreieck ist. Man kann dieses Problem lokalisie-
ren, indem man auf einem Kreis mit gegebenem Radius drei zuféllige Punkte wihlt
und dann danach fragt, ob ein vierter Punkt, zufillig auf der Kreisscheibe gewihlt, in-
nerhalb oder auflerhalb des zufilligen Dreiecks liegt. Die Wahrscheinlichkeit lésst sich
mittels Polarkoordinaten elementar berechnen.

Wie beim Paradox von Bertrand, siehe Aufgabe 6.12, entstehen auch hier andere Er-
gebnisse, wenn man édndert, auf welche Weise man zufdllig das Dreieck konstruiert.

Aufgabe 6.12: Das Paradox von Bertrand cee

Ein klassisches Problem der Wahrscheinlichkeitstheorie ist das folgende geometrische
Problem: Es werde zufillig eine Sehne in einen Kreis mit Radius Eins eingezogen,
siche Abbildung 6.5. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Sehne ldnger als die
Kante des eingeschriebenen, gleichseitigen Dreiecks ist?

Abbildung 6.5: Bertrand-Paradox: Beispiele fiir eine Sehne lidnger als die Dreieckkante
(rot) und eine Sehne kiirzer (blau).
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Berechnen Sie jeweils die gesuchte Wahrscheinlichkeit:

(a) Methode I: Wihlen Sie zwei Punkte A und X auf dem Kreisumfang und verbin-
den Sie diese.

(b) Methode IT: Wihlen Sie einen Winkel. Die Linie vom Kreismittelpunkt mit dem
Winkel erzeugt einen Radius der Linge 1. Wihlen Sie auf diesem Radius einen
zufilligen Punkt R und konstruieren Sie die Senkrechte durch den Punkt.

(c) Methode III: Wihlen Sie einen zufilligen Punkt P im Inneren des Kreises und
konstruieren Sie die Orthogonale beziiglich des Radius an P.

Bewerten Sie die Ergebnisse!

Lésung: Nach Annahme ist der Radius des Kreises Eins. Der Umfang ist damit 27t und
die Kantenléinge des einbeschriebenen gleichseitigen Dreiecks ist V3. Das Zentrum
des Kreises sei der Ursprung. Die zufillige Sehnenlidnge L ist eine Zufallsgrofe mit
0 < L < 2. Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {L > +/3} hiingt stark von der
Modellierung der Sehnenkonstruktion ab.

X(w)
< “ N
A
R(w) R(w)
X(w') l
(a) Methode I (b) Methode 11 (c) Methode II1

Abbildung 6.6: Drei Methoden, Sehnen zufillig zu zeichnen.

(a) Methode I: Punkt A kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf der Spitze
des Dreiecks fest gewihlt werden (A in Abbildung 6.6a). Der zweite Punkt X ist
eine auf dem Kreis gleichverteilte Zufallsvariable mit X ~ Ujg 2,. Dann ist

1
P(L > V3) = P(X € [27/3,4n/3]) = 3

(b) Methode II: Nach Wahl eines zufélligen Winkels kann die Figur stets so gedreht
werden, dass der Punkt zum Beispiel auf der Strecke von (-1, 0) nach (0, 0) liegt.
Das ergibt die Situation in Abbildung 6.6b. Dann geniigt die Wahl eines zufilli-
gen Radius R ~ U 1.
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Die Senkrechte zum Radius durch den Punkt P = (0, —R) definiert eindeutig eine
Sehne. Fiir R < 1/2 ist die Sehne linger als V3 und fiir 1/2 > R > 1 ist sie
kiirzer. Daher gilt

P(L> V3)=P(R€[0,1/2]) = %

(c) Methode III: Seinun der Punkt P ~ Uy, ein zufilliger Punkt auf der Kreissschei-
be K; mit Radius Eins (siehe Abbildung 6.6¢c). Dabei sei eine Kreisscheibe mit
Radius r > 0 zentriert um (0, 0) beschrieben durch

K, :={(x,y) € R|x? +y2 <r}h

Die Dichte von P ist :
fP(-x7y) = ; : ]lKl(st)-

Die Punkte innerhalb des Kreises mit Radius 1/2 erzeugen dabei nach Methode
III die Sehnen mit Linge groBer als V3. Dann ist mittels Polarkoordinaten:

1

2

P(L > \/§)=f ]lK,/Z(x,y)fp(x,y)dxdyz2-fh rdr = %
R? 0

Bemerkung: Mit allen drei Methoden lésst sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit di-
rekt berechnen, dennoch ergeben sich unterschiedliche Ergebnisse. Der Grund fiir die-
ses paradoxe Ergebnis ist die unzureichend prézisierte Konstruktionsvorschrift fiir eine
wzufillige* Sehne. In [SzE€90], S. 52 ff, finden sich noch weitere Methoden zur Sehnen-
konstruktion, die wiederum andere Wahrscheinlichkeiten ergeben.

In [Jay73] wird argumentiert, Methode II wire die natiirlichste, da die Methode II als
einzige der drei Methoden invariant unter Drehung und Verschiebung ist.

Aufgabe 6.13: Das Fahrrad-Problem (X X )

Ein Fahrradfahrer fihrt {iber einen Streckenabschnitt, auf dem Reinégel auf der Strafle
liegen. Er mochte noch wihrend der Fahrt wissen, ob ein Reilnagel im Reifen steckt.
Wegen des Straenverkehrs kann er nur ab und zu kurz auf den Reifen schauen und be-
obachtet dabei jeweils nur einen Abschnitt des Rades. Der dadurch beobachtete Anteil
des Rades sei x € (0, 1).

(a) Was ist die Wahrscheinlichkeit, nach n Blicken das gesamte Rad tiberpriift zu
haben, wenn jeweils ein Anteil von x beobachtet wurde?

(b) Sei x = 20 %. Fiir welches n > 1 wird die Wahrscheinlichkeit einer vollstindigen
Beobachtung des Rades mindestens 0,57
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Loésung:

(a) Der Anteil x kann als der Prozentwert interpretiert werden, der vom Rad beob-
achtet wird. Daher ist der Umfang des Rades nicht wichtig und man setzt u = 1
fir den Umfang. Sei weiter (U,;)p<i<, €ine Familie von n + 1 unabhingigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen mit U; ~ U)o ;). Wie nehmen dabei an, dass
bei jedem Blick auf das Rad ein Intervall [U;, U; + x) beobachtet wird. Ohne Be-
schriankung der Allgemeinheit kann nun stets Uy dem Intervall [0, x) zugeordnet
werden, da das Rad stets entsprechend gedreht werden kann. Fiir Beobachtungen
Uij(w) > 1 — x schneiden wir die Beobachtung nach 1 ab, da der Ubertrag im
Intervall [0, x) enthalten ist.

Da Uy in unserem Modell den Nullpunkt markiert, geniigt es die Ordnungssta-
tistik von Uy, Uy, ..., U, zu betrachten, siche dazu auch Aufgabe 3.36. Sei die
Ordnungsstatistik bezeichnet mit Uy fiir die i-grofite Ausprigung. Im Folgenden
werden aber keine konkreten Eigenschaften dieser Ordnungsstatistik bendtigt.

Sei nun R das Ereignis, bei dem der gesamte Umfang des Rades begutachtet
werden konnte und L, := {U41y — Uy > x} firr = 1,...,n — 1 das Ereignis,
wenn eine Liicke zwischen r und r + 1 entsteht. Analog sei Ly := {Uq) > x}
sowie L, := {Ug) < 1 — x}. Dann ist

R = LnJ L,‘,
i=0

das Ereignis, bei dem wenigstens ein Teil des Rades unbeobachtet bleibt. Da U )
das Minimum und Uy, das Maximum ist, gilt P(Ly) = P(L,) = (1 — x)".

Die Wahrscheinlichkeit einer einzelnen Liicke hidngt nicht von ihrer Position ab.
Man sieht dies ein, indem man die Intervalle [Ug, U + x) fiiri = r,...,n um
x - 360° dreht. Dadurch wird die Liicke bei r geschlossen, falls die Liicke kleiner
als x war; sonst wiederholt man die Operation bis die Liicke geschlossen ist. Das
SchlieBen der Liicke verdndert die Reihenfolge der Zufallsvariablen nicht und
die Ordnungsstatistik bleibt erhalten.

Gleichzeitig entsteht eine Liicke zwischen dem Maximum U, und dem En-
de des Kreisumfangs bei 1. Man kann diese Transformation eindeutig umkeh-
ren, indem man die entsprechenden Kreisbogen um —x - 360° dreht. Wegen der
Eindeutigkeit der Transformation sind die Ereignisse gleichwahrscheinlich, d.h.
P(L,) =PWUg >x) =1 -x)".

Fiir den allgemeinen Fall betrachten wir 1 < k < [1/x] Liicken, die geordnet
seien nach Reihenfolge ihres Auftretens. Wie fiir eine einzelne Liicke kann man
nun die k-te Liicke durch eine Drehung aller U, um den Wert x entgegen des
Uhrzeigersinns schlieBen (gegebenenfalls mehrmals). Dann kann die (k — 1)-te

Liicke durch eine weitere Drehung um x geschlossen werden und so weiter.
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(Iu(m) I/u,(m)
U_(w)
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I/,b)((n) U _(w)
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Abbildung 6.7: Uberdeckung (schwarz, fett) mit neun Intervallen und drei Liicken. Ver-
schieben von U g, schliet L;, stattdessen entsteht eine Liicke Lg (blau
vor, rot nach der Verschiebung).

Nach dem Schlieen aller Liicken ist U, mindestens kx vom Endpunkt entfernt.
Die letzte Liicke kann trotzdem kleiner als x sein.

Seien Liicken an den Positionen r; < ry < ... < ry gegeben. Dann folgt

k
P ﬂ L) = P(Uq) < kx) = (1 — kx)".

i=1

Die Wahrscheinlichkeit der Liicken hangt also wiederum auch fiir mehrere Liicken
nicht von deren Position ab. Die Ereignisse (L;); sind daher vertauschbar.

Nun ist nach Siebformel von Sylvester-Poincaré, siche Aufgabe 6.1,

n+l k L3
P(R) =1 - ;(—1)"—1(” i 1)1?( L)= kZ{(—l)"(“ i 1)(1 — Jexy".

i=1 =

Man beachte, dass wegen kx < 1 hochstens | 1/x] Licken vorkommen konnen.
Die erhaltene Wahrscheinlichkeit IP(R) ist der Dichte der Irwin-Hall-Verteilung
sehr dhnlich, die in Aufgabe 3.24 berechnet wurde.

(b) Fiir n = 15 ergibt sich P(R) = 0,49 und fiir n = 16 gilt P(R) = 0,56. Zwar konnte
man mit finf Intervallen das Rad vollstindig iiberdecken, dennoch braucht man
ungefihr dreimal so viele Beobachtungen, um das Rad mit 50 % Wahrscheinlich-
keit einmal vollstdndig zu sehen, siche Abbildung 6.8.
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P(R)

0,5 4 - - - - - o oo oo oo - IR B S S S S SRS S R R S R S R

Abbildung 6.8: Wahrscheinlichkeit P(R) fiir x = 0,2 in Abhéngigkeit von n.

Bemerkung: In der hier vorgestellten Version mit gleichlangen und endlich vielen
Intervallen wurde das Problem bereits im 19. Jahrhundert gelost, sieche [Whi86].

Die nach [Coul9], Abschnitt 1.5.1, als Fahrradproblem bezeichnete Aufgabe ist eine
einfachere Version des Dvoretzky-Problems. Dabei geht es um die Bedingungen, un-
ter denen mit unendlich vielen Intervallen zufilliger Linge, die zufillig auf dem Kreis
verteilt werden, dieser fast sicher zu iiberdecken wire. Borel hatte schon erkannt, dass
zwar jeder Punkt des Kreises fast sicher tiberdeckt wird. Dennoch folgt daraus nicht,
dass fast sicher auch der Kreis vollstindig iiberdeckt wird, siehe [Dvo56]. Notwendi-
ge und hinreichende Bedingungen fiir die fast sichere Uberdeckung wurden 1972 von
Shepp gefunden, siehe [She72].
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KAPITEL 7

Grenzwertsatze mit MaBtheorie

Sywvie RE&LLy

7.1 Ungleichungen und Konvergenzsitze der MaBtheorie

Aufgabe 7.1: Uber die Borel-o-Algebra cee

Sei K die folgende Menge von Teilmengen in R:
K :={la,b) : a,b € RU {+c0,—00}, a < b}.

(a) Ist K eine (Mengen)-Algebra? eine o-Algebra?

(b) Ist K eine monotone Klasse?

Betrachten Sie nun 8B := o(K), die von K erzeugte o-Algebra. Beweisen Sie, dass
(¢) {a},a € R, in Bist
(d) alle abzéhlbare Teilmengen von R in 8B sind
(e) alle Intervalle (a, b) in B sind
(f) alle offene Mengen in B sind
(g) alle geschlossenen Mengen in 8 sind

(h) B die Borel-o-Algebra auf R ist.



7 Grenzwertsatze mit Maftheorie

Loésung:
(a) Die Klasse K ist keine Algebra, da sie nicht komplementstabil ist:
[a, b)) =] —00,a) U [b, o[¢ K.
Daher ist K auch keine o-Algebra.

(b) K ist keine monotone Klasse, denn K > A, := [0,1 + %) fiir alle n € N, aber
Mooy A =10,1] ¢ K.

© {a} = Npzila,a+ ;) € o(K) = B
(d) Sei D abzdhlbar. Dann D = | |,cpla} € o(K).
(e) (a,b) =[a,b) N {a} € o(K) fiir alle a < b.

(f) Jede offene Menge O € R ist eine abzihlbare Vereinigung von offenen Interval-
len. Nach (e) gilt dann: O € o/(K).

(g) Sei B eine abgeschlossene Teilmenge von R. Daraus folgt, dass B € o(K), da
sie offen ist. Insbesondere ist B = (B°)° € o(K).

(h) Sei B, die von den offenen Mengen in R erzeugte o-Algebra. Dank (g) gilt
B, € o(K). Andererseits hat jedes Element E in K folgende Form:

E=la,bl= labl U {d}
S~ S~~~
offene Menge  {a}¢ offen

Daraus folgt o7(K) € B, und damit ist die Behauptung bewiesen.

Aufgabe 7.2: Limes und Integral vertauschbar coe

Berechnen Sie
“In(x+n) _,
N 4

lim cos(x)dx.
n—oo o n
Lésung: Es gilt
In(x +
Vx e R", lim In@x +m) e *cos(x) = 0.
n—oo n

Dariiber hinaus gilt fiir x € R* gleichméBig in n

In(x + +
In(x +m) e *cos(x)| < AT s <(x+1e™

Da die Abbildung x — (x + 1)e™ auf R* integrierbar ist, kann man den Satz der
dominierten Konvergenz anwenden. Daher gilt

] 0 |
lim f InGx + m) e *cos(x)dx = f ( lim In(x+n) e cos(x)) dx=0.
0 0 n

n—oo n n—oo
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Aufgabe 7.3: Kommutieren Limes und Integral immer? cee

Sei (f,)nev eine Folge von nichtnegativen Funktionen, die wie folgt definiert sind:
fu(x) = nx 1, o (x)+n2(% - X)L (), xeR
n [O’H] n (;,;] ’ .

Vergleichen Sie folgende Grofen:

lim inff fu(x)dx, lim supf fu(x)dx, f liminf f,(x) dx, f lim sup f,,(x) dx.
R ]I{ R n—oo R

n—oo n—oo n—oo

Was bemerken Sie?

Lésung: Sei n € IN beliebig.

1 2
i n 2
ffn(x)dxzf nzxdx+f nz(——x)dx
R 0 1 n

2

[

=—+4—2—4—‘+l=1.
2 2 2

Daher gilt in diesem Fall

liminf f fu(x)dx = limsup f fu(x)dx = lim f fux)dx = 1.
]R, R n—oo R

n—oo n—o0

Andererseits ist der Trager von f, gleich dem Intervall [0, %], und f,(0) = 0. Daher gilt
fiir jedes x e R

liminf f,(x) = limsup f,(x) = lim f,(x) = 0.
n—oo n—oo

n—oo

Es ergibt sich dann
f lim f,(x)dx = 0.
R n—oo

Somit haben wir gezeigt, dass in diesem Fall Integration und Limes nicht kommutieren
konnen:

f lim f,(x)dx=0<1= lim Ju(x)dx.
R R

n—oo n—oo

Da die Folge (f,,), nicht negativ und messbar ist, kann man das Lemma von Fatou
anwenden. Es folgt:

f liminf f,(x)dx =0 < liminff fux)dx = 1.
R " n R
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Aufgabe 7.4: Integralrechnung mit Hilfe des Satzes von Fubini (X X )

Sei (#,)qew eine Folge, die durch

" sin(x
U, = f ( )dx
=D X

(a) Beweisen Sie, dass die Reihe }, | u, konvergiert.

definiert sei.

(b) SchlieBen Sie daraus, dass das Integral I := fo % dx endlich ist.

(c) Definieren Sie I; := f 'S0 gy, ¢t > 0. Zeigen Sie, dass I, endlich ist und dass

X

! 00
I, = f f e " sin(x) dudx.
0 Jo

(d) Definieren Sie andererseits die Abbildung J,(u) := fot e "sin(x)dx, u > 0. Zei-
gen Sie mit Hilfe einer zweimaligen partiellen Integration, dass

Jo(u) = ﬁ (1= ™ (usin(r) + cos()).

(e) Benutzen Sie den Satz von Fubini, um zu beweisen, dass

I,:f Ji(u) du.
0

(f) SchlieBen Sie daraus auf den Wert von 1.

Ldésung:

(a) Da die definierte Reihe alternierend ist, geniigt es zu zeigen, dass sie eine Null-
folge ist. Es gilt

nr i o 1 n—oo
= f sin(x) dx’ < f —dx = ln( nr ) — In(1) =
(n—1)m X (n—-)m X (l’l - l)ﬂ

(b) Aus der Konvergenz der Reihe ) | u, erhilt man die Konvergenz des Integrals

1,da
sm(x) nn sm(x) =
n < 400,
[0S S

(n-m =1
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(c) Das Integral /, ist endlich, da

8 00 [ :
f f e~ sin(x) | du dx = f RGP
0 Jo 0 X

weil die Abbildung x — |[#%2|, x € R, durch 1 beschréinkt ist. Die Darstellung
von I; als Doppelintegral folgt aus 1/x = fom e " du.

(d) Mittels zweimaliger partieller Integration gilt

t

00 e ux
+ f cos(x) dx
o Jo U

—ux

!
Ji(u) = f e sin(x) dx = -
0 u

sin(x)

eMsin() e !

! —Ux
=—-—" 5 cos(x)| — f ¢ 5 sin(x) dx
u u o Jo u
_ _e‘“’ sin() e cos(t) . 1 i],(u)
u u? ur  u?

= J(u) = ﬁ(l — e “(usin(r) + cos(t))).

(e) Nach dem Satz von Fubini gilt nun

! 00 00
I, = f f e " sin(x) dxdu = f Ji(u) du
o Jo 0

< du < e .
I = fo e j; Sy (usin(@) + cos(n)) du

P 00 e—ut .
=5- fo‘ m(u sin(7) + cos(?)) du.

und damit

Da die Abbildung u — 4+l 4~ 0 durch 2 beschriinkt ist, gilt weiter

u?+1’
00 00
u+1 2
Sf e 5 duSZf e du ==,
0 u +1 0 t

00 —ut
‘ fo uf —(usin(t) + cos() du

(f) Daher erhdlt man / = lim I, = n/2.
—o0
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7 Grenzwertsatze mit Maftheorie

Aufgabe 7.5: Ist die Integrationsreihenfolge wichtig? ooe

Betrachten Sie das Lebesgue-Mal auf dem Raum (0, 1) X (1, +00). Die zugrunde liegen-
de o-Algebra ist die Borel-o-Algebra. Sei f die auf (0, 1) x (1, +00) definierte messbare
Funktion

flx,y) = e =272,

(a) Vergleichen Sie die beiden Integrale

o ol 1 oo
I ::I (L f(x,y)dx)dy und Izzzfo(.fl f(x,y)dy)dx.

(b) Kommentieren Sie das Ergebnis.

Lésung:
(a) Es gilt

N (R
I = f (e‘ e y)dy<0,

y

L= f(;l %(e’x—e’zx) dx > 0.

(b) Offensichtlich ist I; # I, was zeigt, dass die Reihenfolge der Integration eine
Rolle spielt. In der Tat, eine Voraussetzung des Satzes von Fubini ist hier nicht
erfiillt, ndmlich f ist nicht integrierbar unter dem Lebesgue-Maf} auf (0, 1) %
(1, +00).

Seiy € (1, +00). Dann gilt

! 1
f |f(x, y)| dx = f |e_XY _ 26—2xy| dx
0 0

In(2)/y 1
= f (2e™ — ™) dx + f (€™ = 2e7 ) dx
0 1

n(2)/y
( ey W ) In@/y ( e ezxy) ! 1 —2¢ +2e%
=|- + +|- + =—— =
y y 1o y Y @y 2y
Wl
>(1-2e )2—y+ =181(y) + &)

Beide Funktionen g; und g, sind positiv, und die erste ist auf (1, co) nicht inte-
grierbar. Daher ist f nicht integrierbar.
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Aufgabe 7.6: Ungleichungen rund um den Erwartungswert cee
Sei X eine integrierbare Zufallsvariable.

(a) Zeigen Sie, dass m < IE( m)

(b) Nehmen Sie an, dass 0 < E(X?) < +co. Beweisen Sie

E(X)?

P(X # 0) > B0

Loésung:

(a) Zunichst verifiziert man, dass V1 + X2 integrierbar ist: Es ist eine direkte Kon-
sequenz der Ungleichung V1 +x* <1+ x|, x € R.
Die Konvexitiit von ¢(x) := VI + x2 folgt direkt aus der strengen Positivitiit der
zweiten Ableitung:

1
und ¢"'(x) = ————= > 0.

¢'(x) = TERSEE

X
(1+x2)172

Das Ergebnis folgt dann aus der Jensen-Ungleichung: ¢(IE(X)) < ]E((,o(X)).
(b) Mittels Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt sich:

EX)* = E(X 1ixz0)* < EX?) E(1x0) = E(X?) P(X # 0).

7.2 Konvergenz in Verteilung und charakteristische Funktion

Aufgabe 7.7: Konvergenz in Verteilung einer Folgensumme cee

Sei (X,).ew eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen, die in Verteilung konvergiert:

d
X, L Xo. Sei (Y,)new eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen, die in Verteilung

n—oo

. . (d)
gegen eine Konstante konvergiert: ¥, — Y, = c.
n—oo

(a) Beweisen Sie, dass die Summe der Folgen (X,, + Y,,),ev in Verteilung gegen die

.. . (d)
Summe der Limites konvergiert: X, + ¥, — X, + c.

n—oo

Hinweis: Betrachten Sie die Konvergenz der entsprechenden Verteilungsfunktio-
nen.

(b) Wiirde dieses Ergebnis noch gelten, wenn Y., keine Konstante mehr wire?
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Loésung:

(a)

(b)

Man betrachtet die Konvergenz der Folge der Verteilungsfunktionen (Fx,+y,),-
Sei ¢ ein Punkt in R so ausgewihlt, dass ¢t — ¢ eine Stetigkeitsstelle der Vertei-
lungsfunktion Fy_ sei. Wihlen Sie € > 0 so, dass auch ¢ — ¢ + € eine Stetigkeits-
stelle von F_ sei. Da

{X,+Y, <t}
={X,+c+Y,—c<tlY,—c|<&lU{X,+c+Y,—c<t|Y,—c|> ¢}
C{Xy+c<t+elU{|Y,—c|l>¢&}

bekommt man
Fx.v,®) =PX,+Y, <) <PX,+c<t+e)+P(Y,—c| > e).

Die Konvergenz in Verteilung der Folge (Y,), gegen die Konstante ¢ impliziert
ihre (starkere) Konvergenz in Wahrscheinlichkeit gegen c¢ (sieche zum Beispiel
[JPO4],Theorem 18.3). Daher konvergiert der letzte Term gegen O wenn n gegen
unendlich geht. Das heift,

limsup Fx, .v,(f) < Fx (t —c + &).

n

Da ¢ beliebig klein sein darf, gilt dann

limsup Fx, +v,(t) < Fx (t — ).

n

Der Beweis fiir den lim inf,, ist dhnlich.

Die Voraussetzung, dass der Limes von (Y,,), deterministisch ist, spielt eine zen-
trale Rolle. Hierzu ein Gegenbeispiel. Betrachten Sie X, eine standardnormalver-
teilte Zufallsvariable. Seien X, := X und Y, := —X, n € IN. Dann gilt offensicht-
lich firn € N, X,, ~ Y,, ~ X, dank der Symmetrie der Standardnormalverteilung.

d
Aber0= X, + ¥, —/5 X + X = 2X.

n—oo

Bemerkung: Dieses Ergebnis ist bekannt in der Literatur als Lemma von Slutsky. Eine

d
niitzliche Anwendung dieses Ergebnisses ist folgende Aussage: Wenn X, @, X und
n—o0o

()] . ()
Y,-X, — 0,dann gilt ¥, — X.
n—oo n—oo
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Aufgabe 7.8: Wichtige Eigenschaften der charakteristischen Funktion O e e
Beweisen Sie folgende Eigenschaften der charakteristischen Funktion
ox(t) = B(e™), t € R.
(a) Affine Transformation der Zufallsvariable: Seien a, b € R. Es gilt

Pax+p(t) = ei’htpx(at), teR.

(b) Wenn die Zufallsvariablen X und Y unabhéngig sind, dann gilt:

Px+y = Px - Py-

(c) Sie ist normiert und durch 1 beschrinkt: ¢x(0) = 1 und |px(r)| < 1,7 € R.
(d) Sie ist hermitesch: ox(—t) = m teRR.

(e) Sie ist eine gleichmiBig stetige Funktion.

(f) Sie ist positiv semidefinit:

n n
VneN,¥t,....tpe R Vz,....2.€C: ZZ¢X(tj—zk)zjzk > 0.
J=1 k=1

(g) Sie bestimmt eindeutig die Momente, falls existent: Wenn E(|X|*) < +co fiir
k € IN dann gilt E(X¥) = gogf)(O)/ik. Insbesondere wenn X € L? gilt

E(X) = —i¢(0), EX?) = - ¢5(0).
(h) Wenn X (bzw. X? ) integrierbar ist, dann gilt folgende Entwicklung fiir ¢ klein:
2
ox(t) = 1+ itE(X) + o(t), bzw. ox() =1+ itEX)- 5 EX?) + o).

Lésung:

(a) Die Aussage folgt aus der Unabhiingigkeit der Zufallsvariablen ¢ und e .

(b) Es gilt ‘ '
Paxsp(t) = E(e" X)) = e gy (ar).

(c) Folgt aus der Definition:

ex(0) =E() =1, x| < E(e™]) = E(1) = 1.
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(d) Esgilt

px(—1) = E(cos(tX) — i sin(tX)) = E(cos(¢X) + isin(X)) = px(?).
(e) Es gilt

lox () — ox(s)| < E(le™ - e"X]) = B(le"™9% - 1]).

Da [¢/=9% — 1| < 2 gleichmiBig in s, kann man den Satz von der dominierten
Konvergenz anwenden und daraus schlielen, dass

lim |x(1) = @x(s)| < lim B(le ™% — 1]) = E(lim |e'*=¥ — 1) = B(0) = 0

(f) Man hat
n n
ZZ‘PX(tj_tk)ZjZk = Z 7;Zce' i ’k)X Zz e”X|
J=1 k=1 Jik=1

(g) Nach Definition ist x(f) = E(e"X). Wenn IE(|X|¥) endlich ist, ist die charakteri-
stische Funktion k-mal differenzierbar. Dann kann man Integration und Differen-
tiation vertauschen. Also gilt

¢P (1) = B((irX)ke™).

(h) Fiir beliebige y € R und n € IN gilt die folgende obere Abschitzung:

Z (ly) < IyI

siehe zum Beispiel [Durl9], Lemma 3.3.19.

Ersetzt man y durch ¢ X(w) und nimmt den Erwartungswert davon, so erhilt man
firn=1

lox(H) — 1 —it E(X) | < 2t E(1X]) < oo.

Die erste Aussage folgt direkt daraus.

Die zweite Aussage folgt aus der obigen Abschitzung fiir n = 2.
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Aufgabe 7.9: Bestimmung wichtiger charakteristischer Funktionen cee

Sei px : R — C die charakteristische Funktion von X, die durch ¢x(r) := E(e'™X)
definiert ist. Berechnen Sie ¢y in den folgenden Fillen:

(a) X=c fs.,ceR. (d) X ~Nu,0?),ueR,oeR*.
(b) X ~ Poi(1), 1€ R*. (e) X ~Exp(A), 1 € R*.
©) X ~U([-a,al),a € R". (f) X ~Ty firke IN,A> 0.

(g) X ist zweiseitig exponentialverteilt, wobei die Dichte von X durch
1
fx(x) = 5 e ™M xeR.

gegeben sei.

(h) X ist Standard-Cauchy-verteilt, das heiit X ~ C(0, 1), wobei die Dichte von X
durch

1 1
= - ,xeR
S a1+
gegeben sei.
Hinweis: Benutzen Sie die Fourier-Inversionsformel: wenn ¢x € L', so besitzt
X die beschriinkte Dichte fx(x) = % f]R e oy(t)dt.
Lésung:
(a) Folgt direkt aus der Definition.
(b) Es gilt

0o

. /1k it _
ox(0) = Zeztke—/l_ .

= k!

(c) Nach Euler-Formel und wegen sin(x) ungerade gilt

1 ; 1 in (at
ox(t) = —fe”“du = —fcos(tu)du+0 _ sin(an,
2a J_, 2a J_, at

(d) Wenn Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist, gilt

1 —u2/2 it —12/2 1 —(u—ir)?/2 -2/2
tpz(t)=—fe“/e’”du=e — | e du=e"'"
V2 Jr V2 Jr

Wenn X ~ N(u, 0?), gilt X Doz + u, wobei Z ~ N(0, 1). Die Aussage folgt
dann aus dem Teil (a) von Aufgabe 7.8:

ox() = e*'gz(0t).
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(e
()

€3]

(h)

258

A
A—it

ox(t) = f e e Ydx = /lf W=Dy =
0 0

Die Gammaverteilung ist fiir K € IN eine Erlang-Verteilung, die sich als Summe
von k unabhingigen zum Parameter A exponentialverteilten Zufallsvariablen X;,
1 < i < k, schreiben ldsst. Nach Aufgabe 7.8 (b) und der charakteristischen
Funktion der Exponentialverteilung aus (e) gilt dann

k

/l—it)'

ex(0) = g5 0 = (ex.0) =

Fiir die zweiseitige Exponentialverteilung gilt X ~ Y, — Y,. Dabei sind die Zu-
fallsvariablen Y| und Y, zum Parameter 1 exponentialverteilt und unabhingig. Es
folgt dann nach Aufgabe 7.8 (b) und (d) sowie nach Teilaufgabe (f):

1
7

ex(t) = oy, (D) @y, (1) =

Ein alternativer Losungsweg: die zweiseitige Exponentialverteilung ist symme-
trisch. Daher gilt mittels zweimaliger partieller Integration

1 0
gox(t)zfe”x—e_‘x'dx:f cos(tx) e “dx
R 2 0

0 00
—t f sin(tx) e *dx
0 0

=1-7 f cos(tx) e “dx = 1 — rx(1).
0

X

= —cos(tx)e”

Damit gilt 1) = .
amit gilt ¢x(1) = T

Sei Y zweiseitig exponentialverteilt. Nach Definition der charakteristischen Funk-

tion ist dann
1, ] 1 (.
) = — itx d [ itx d
ex() nf]Re ——dx nf]Re gr(x)dx
1 .
=2 f e oy(—x)dx = 2 fy(—1) = e,
2w R

Der vorletzte Schritt benutzt die Fourier-Inversionsformel.



Konvergenz in Verteilung und charakteristische Funktion

Aufgabe 7.10: Konvergenz in Verteilung, aber nichts Besseres! ooe

Definieren Sie auf Q = {w;,w,, w3, w4} die Gleichverteilung P und definieren Sie
darauf die Zufallsvariable X mit Verteilung

X(w)) = X(w2) =1, X(w3) = X(ws) = 0.

Seien X, := 1 — X und die konstante Folge (X,),cn definiert durch X; = X, i € IN.

(a) Vergleichen Sie die Verteilungen Py, und Py_. Konvergiert die Folge (X,), ge-
gen X in Verteilung?

(b) Konvergiert die Folge (X,), gegen X, auch in Wahrscheinlichkeit?

Lésung:
(a) X, und X, haben dieselbe Verteilung:
IPXn = IPXW = ([/{{0,1} = Ber(1/2)

d
Daher gilt X, @, Xoo-
n—oo

(b) X, kann nicht gegen X, in Wahrscheinlichkeit konvergieren, da fir 0 < & < 1
und fiir alle n € IN,

P(IX, — Xoo| > &) = P(IX,, — Xoo| = 1) = L.

An diesem Gegenbeispiel sieht man, dass die Konvergenz in Verteilung schwi-
cher ist als die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

Aufgabe 7.11: Konvergenz einer Summe gegen die Cauchy-Verteilung e e® @

Sei (X,),>1 eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten und symmetrischen Zu-
fallsvariablen, die eine stetige gerade Dichtefunktion fx : R — R besitzen, mit fx(0) >
0.

Zeigen Sie

1(1 1\ @
Zn::__+"'+— _—_)Zoo,
n Xl Xn

wobei Z,, Cauchy-verteilt ist.

Hinweis: Nach Aufgabe 7.9 ist die charakteristische Funktion der Cauchy-Verteilung
C(0, ) durch ¢ (t) = exp(—A|t|) gegeben.

Benutzen Sie auferdem die Identitdit ! fow (1 =cos(1/x))dx = 3.

1Es gilt foz(l —cos(1/x))dx = foz sin(x)/xdx =: Si(z). Diese Funktion, auch Integralsinus genannt, ldsst
sich nicht durch elementare Funktionen darstellen. Ein bekannter Grenzwert ist Si(co) = 7/2, der sich
mit elementaren Methoden berechnen lisst.
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Loésung:

Sei zunichst Y; := 1/X;. Die Folge (Y,,),>1 ist ebenfalls eine i.i.d. Folge mit Dichte

1
Sr(y) = ;fx(l/)’), y#0,

siehe Aufgabe 3.31.
Auferdem ist die charakteristische Funktion von Z, gegeben durch ¢z (f) = ¢y (¢/n)".

Nun mochten wir folgende Konvergenz beweisen:
liin ¢z, () = exp(=1lt), t e R,
wobei A zu bestimmen ist.
Da ¢z () = (1 -(1- goy(t/n)))n, geniigt es zu zeigen, dass
lim (1= @y(t/m) = A1,

(Betrachten Sie dazu folgendes bekannte Lemma: lim,, ¢, = ¢ = lim,(1 — %")" =e7°)

Nach Definition der charakteristischen Funktion gilt weiter
n( = gr(e/m) = [ (1= explin/m) fr0)dy
R
) 1
=n f (1- eXp(lty/n))ﬁ Jx(1/y)dy.
R

Man benutzt nun die Symmetrie von X und zerlegt das Integral:
* . . 1
n(1 - gy(t/m) = =n f (2= expiy/m) + exp(=ilfly/m) 5 f(1/5)dy
0

00 1
S 2](; n(l —cos(ltly/ﬂ)))? Sx(1/y)dy.

= n

Substituieren Sie nun mit y := T

. Dann gilt

|t|x
n

n(1 = y(t/m) = =2 fo (1= cos(1/x)) fx(—)dx.

Wegen der Stetigkeit der Dichte gilt fiir alle x, ¢

lim M%) = fx(0) > 0.

n—o0o
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Nach dem Satz der majorisierten Konvergenz ist daher

|t|x
n

lim 7 (1 — @y(¢/n)) = 2|t lim f ) (1= cos(1/x)) fx(==) dx
n—oo n—oo 0

= 21| fx(0) fo (1 = cos(1/x)dx = 7 fx(O) I

d
Es folgt: Z, —()—> Zs, Wobei Zo, ~ C(0, 7 fx(0)). Dies war zu zeigen.

Bemerkung:

Da die Zufallsvariable X eine stetige positive Dichte um 0 besitzt, ist die Wahrschein-
lichkeit positiv, dass X Werte im Intervall (—¢, €), € klein genug, annimmt. Daher explo-
diert Y = 1/X in der Néhe von 0 und der Erwartungswert von Y kann nicht existieren.
Man hat sogar den prizisen Abfall der Verteilung von Y asymptotisch fiir y — oo:

P(Y 2y) = PO <X < 1/y) = [ fe(x)dx ~ Lfx(0).

Die Aufgabe ist daher eine verallgemeinerte Version eines Grenzwertsatzes fiir die Zu-
fallsvariablen (Y;);, die keine Momente besitzen. Statt der klassischen Konvergenz in
Verteilung der standardisierten Summe gegen die Normalverteilung hat man hier die
Konvergenz in Verteilung des arithmetischen Mittels gegen eine Cauchy-Verteilung.

Man kann dhnliche Grenzwertsétze unter noch schwicheren Voraussetzungen an (Y;);
beweisen, sieche zum Beispiel [Durl19], Theorem 3.8.2. Die Grenzwertverteilung ist sel-
ten explizit, sondern nur implizit durch ihre charakteristische Funktion beschrieben.

Aufgabe 7.12: Verteilung bestimmen mit charakteristischer Funktion oOee

Sei t — px(t) := cos™(?), t € R, die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen
X, wobein € IN. Sei Y := (X + n)/2.

(a) Zeigen Sie, dass X eine diskrete Zufallsvariable ist und identifizieren Sie die
Verteilung von Y mit Hilfe der charakteristischen Funktion ¢x.

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert von X.

Hinweis: Benutzen Sie die Identitdt 2 cos(f) = exp(it) + exp(—if).
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Loésung:

(a) Da 2 cos(t) = exp(it) + exp(—it), erhilt man

cos’(t) = ) (”) exp (i 2k — n)1).
k=0 k

Damit ist der Bildbereich von X die endliche Menge {2k —n : k = 0,...,n} und
es gilt

P(X =2k —n)=P(Y =k) = %(Z)

Dabher ist Y binomialverteilt, d.h. Y ~ Bin(n, 1/2).

(b) Den Erwartungswert von X erhilt man, indem man die erste Ableitung von ¢x()
in t = 0 betrachtet:

@ (t) = —n sin(f) cos" (1), @4 (0) = 0 = iE(X).
Man kann auch den Erwartungswert von Y zur Berechnung benutzen:

g = B(Y) = %(E(X) +n) = EX) = 0.

Bemerkung: Da ¢y reellwertig ist, ist die Zufallsvariable X symmetrisch. Es bedeutet,
wenn der Erwartungswert existiert, ist X zentriert.

7.3 Fast sichere und L”-Konvergenz

Aufgabe 7.13: Konvergenz eines Folgenproduktes cee

Sei (X,,)qew eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen, die fast sicher gegen eine Kon-

stante ¢ konvergiert. Sei (¥,),en eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen, die in Ver-

d
teilung konvergiert: Y, (—)> Y. Man beweise, dass das Produkt der Folgen (X, Y,,),
n—oo
(d)

in Verteilung gegen das Produkt der Limes konvergiert: X, ¥, — ¢ Y.

Lésung: Man betrachtet die Konvergenz der entsprechenden charakteristischen Funk-
tionen. Fiir beliebige ¢ € R gilt

ox,v, () — Ger. (1) := ]E(eitXnYn _ eircho)
— E(eizXnY,, _ eitcy,,) + E(eithn _ eithm).

=:() =1(xx)
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Der letzte Term konvergiert gegen 0 dank der Verteilungskonvergenz von (Y,),:
(ex) = E(eM — €M) = gy, (ct) — ¢y, (ct) =, 0.
Weiter gilt fiir den Absolutbetrag des anderen Terms fiir beliebige €, M > 0:

()] = ’E (eitXnY,l _ eithn)

< ’E((eitx”y" = ") x,—oy, 1<om
(

(

< [B( (™ = Yy, v, jzom )|+ 2 POXa = € > ) +2 PVl > M).
=) =:(h) =)

+ 'E((eitXnYn _ eilc'yn)]l|(X”_c)Yn|>aM)‘

< ’E (et — + sup le" = &"| E(Lx,-c)y,>em)

u,veR

itcY,
") x,—o v, l<em

)
e )

< B = Yy, pzem)| + 2PUX, = cllYal > M)

Der Ausdruck (b) konvergiert fast sicher gegen 0, wenn n — oo. Dank des Satzes der
majorisierten Konvergenz konvergiert der Erwartungswert auch gegen 0. Der Term (k)
konvergiert gegen 0, wenn n — oo, dank der fast sicheren Konvergenz von X,, gegen c.
Der letzte Term (f) ist beliebig klein fiir M groB genug.

Bemerkung: Dieses Ergebnis bleibt sogar dann richtig, wenn die Konvergenz von
X, gegen c nur in Wahrscheinlichkeit gilt. Man kann es aber nicht mehr mit Hilfe der
charakteristischen Funktionen beweisen. Es ist bekannt in der Literatur als Lemma von
Slutsky.

Aufgabe 7.14: Kriterium zur fast sicheren Konvergenz einer Folge cee

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Darauf definieren Sie (X,),en, eine Folge
reeller Zufallsvariablen und die Zufallsvariable X,. Nehmen Sie an, dass fiir beliebige
& > 0 die folgende Reihe konvergiert:

Z P(X, — Xo| > &) < co.
nelN

Zeigen Sie, dass dann die Folge (X)), fast sicher gegen X, konvergiert, wennn — oco.
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Lésung: Sei A,(¢), n € IN, folgendes Ereignis:
Au(e) = {w e Q: 1X,(w) — Xoo(w)| > &}.

Nach der Voraussetzung gilt Y, IP(A,(g)) < co. Nun wendet man das erste Lemma von
Borel-Cantelli an, siche Aufgabe 1.23.

Es folgt daraus, dass das Ereignis lim sup,, A, (&) vernachlédssigbar ist, oder gleicherma-
Ben, dass
P(liminf A;(e)) = 1.

Das heiBt, es existiert eine Menge Q(g) C 2 mit Mal Eins, sodass
Yw € Q(e),AN € N, V¥n > N, |X,(w) — Xo(w)| £ &.

Definieren Sie jetzt Qp := (e (1/k). Dieses Ereignis ist noch eine Menge mit Mal3
Eins. Dariiber hinaus gilt:

Yo € Q,¥6 > 0,IN € IN, Vi > N, |X,(w) — Xoo(w)| < 6.

Mit anderen Worten, die Folge (X,,(w)), konvergiert gegen X (w) fiir w € Qg, wobei
die Menge Q¢ Mal Eins hat.

Aufgabe 7.15: Konvergenz einer Bernoulli-Folge cee

Sei (X,,).ev eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen mit X,, ~ Ber(p,), wobei p, €
[0, 1] sei.

Man beweise folgende Konvergenzkriterien:

(@) X, —— 0 o lim,_ p, = 0.
f.s.
(b) X, —>O<:>ann < ©0o.

Lésung:

(a) Nach der Definition konvergiert (X,,),, gegen 0 in Wahrscheinlichkeit genau dann,
wenn fiir alle 0 < & < 1 gilt

P(X,| > &) —= 0.
Nun gilt aber
P(X,|>¢e)=PX, >e)=PX,=1) = p,,

woraus die Behauptung folgt.
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(b),,<“: Nehmen Sie an, dass >, p, = >, P(X;, = 1) < co. Dann gilt nach dem
ersten Borel-Cantelli-Lemma (siehe Aufgabe 1.23):

P(limsup{X, =1})=0 < P(liminf{X, =0}) = 1.
Das bedeutet, fast sicher tritt O ab einem bestimmten Index ein, also

X, — Of.s.

n—oo

=*: Wenn P(lim, X,, = 0) = 1, dann gilt insbesondere IP(lim inf{X, = 0}) = 1
oder gleichermaBen IP(1lim sup{X,, = 1}) = 0, weil X,, € {0, 1}.

Aus der Unabhingigkeit der Folge (X),), und dem zweiten Borel-Cantelli-
Lemma, siche Aufgabe 1.41, folgt nun die Behauptung.

Bemerkung: Die Aufgabe zeigt, dass man im Bernoulli-Kontext die Diskrepanz zwi-
schen einer Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und einer fast sicheren Konvergenz ge-
nau quantifizieren kann. Zum Beispiel, wenn X,, ~ Ber(1/n),n € IN, konvergiert die
Folge (X)), in Wahrscheinlichkeit, aber nicht fast sicher gegen 0. Man hat in diesem
Fall sogar:

P({w : Xu(w) IH—OJ 0}) =0.

Aufgabe 7.16: Stochastische Konvergenz versus L7-Konvergenz cee

Sei (Y,)new eine Folge Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen mit ¥, ~ Ber(p,), wobei
lim,, 0 pn = 0.

(a) Beweisen Sie die Konvergenz von (Y,), gegen 0 in L9, fiir beliebige ¢ > 0.
Konvergiert diese Folge auch in Wahrscheinlichkeit?

(b) Sei (a,), eine Folge positiver Zahlen in R mit lim,a, = oco. Definieren Sie
X, = a,Y, und zeigen Sie, dass die Folge (X,), gegen 0 in Wahrscheinlichkeit
konvergiert.

(c) Suchen Sie eine notwendige und hinreichende Beziehung zwischen (a,), und
(pn)n» so dass (X,),, gegen 0 in L7, g > 0, konvergiert.

Anwendung: Sei a, := nund p, := ——, n € IN. Fiir welche Werte von ¢

nln(n)’
konvergiert (X,,), in L??

(d) Finden Sie ein (Gegen-)Beispiel einer Folge (a,),, so dass X,, gegen Null in
Wahrscheinlichkeit, aber nicht in L? konvergiert.
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Loésung:

(a)

(b)

(©

(d)

Nach Definition konvergiert (Y,), gegen 0 in L9, genau dann wenn IE(|Y,|9) — O.

DaY, € {0, 1} hat man |Y,|? = Y,, und daher

E(Y,l") = pp — 0

nach Voraussetzung. Da die L'-Konvergenz die Konvergenz in Wahrscheinlich-

keit impliziert, gilt auch Y, r, 0. Siehe auch Aufgabe 7.15.

n—oo

Nach der Definition konvergiert (X, ), gegen 0 in Wahrscheinlichkeit genau dann,
wenn fiir alle 0 < & < 1 gilt

P(X,| > &) — 0.

n—oo

Fiir n grof} genug gilt a,, > € und daher
P(Xul > &) = P(Y, > &/ay) = P(Y, = 1) = p,.

Das heifit, (X,), konvergiert gegen 0 in Wahrscheinlichkeit fiir alle divergieren-
den Folge (a,),-

Man hat
E(X,|?) = ap E(Y,|9) = aj p,.

Die gesuchte Beziehung ist dann lim, @ p, = 0, oder in dquivalenter Weise

an < ()"

n
Anwendung: (X,,), konvergiert gegen 0 in L? genau dann wenn,

1/
Vi < (nIn(m)) "on <Inn) & g<2.

Sei g > 0 beliebig. Man nehme a,, := p,"/?, n € IN. Es gilt a’p, = alpy=1=0.
Nach der vorigen Frage kann man dann folgern, dass die entsprechende Folge
(X;)n nicht gegen 0 in L? konvergiert.

Bemerkung: Die Aufgabe zeigt, dass die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit nicht die
Konvergenz in L? impliziert.
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Aufgabe 7.17: Fast sichere Konvergenz versus L”-Konvergenz cee

Sei (X;,)ne eine Folge von Zufallsvariablen, deren Verteilung wie folgt definiert ist:
1
PX,=n)=1-PX,=0)=—.
n

Sei Z, := Z + X,, eine Zufallsvariable, die man als kleine Abweichung von Z durch X,
auffassen kann.

. . P
(a) Beweisen Sie, dass Z, — Z.
n—oo

L
(b) Nehmen Sie Z € L? an, wobei p > 0. Fiir p < 1 beweise man Z, — Z. Was

n—o0o

passiert wenn p > 1?
(c) Beweisen Sie, dass die Folge (Z:)rev fast sicher gegen Z konvergiert.
Hinweis: Benutzen Sie das Konvergenzkriterium der Aufgabe 7.14.

(d) Nehmen Sie an, die Folge (X;),ew ist unabhingig. Beweisen Sie dann, dass die
Folge (Z,)new nicht fast sicher konvergiert.

Hinweis: Benutzen Sie das zweite Borel-Cantelli-Lemma, siehe Aufgabe 1.41.

Lésung:

(a) Man bemerke, dass

Z, L ZezZ, -Z=X, —0.

Es geniigt dann, Aufgabe 7.16 (b) mit a, = 1/p, = n anzuwenden.
(b) Man wendet Aufgabe 7.16 (c) mita, = 1/p, = n an:

Zi-Z=X, 250 limd p,=limn" ' =0 p<l.
n

n—oo n
Fiir p > 1 konvergiert insbesondere die Folge (Z,), nicht in L” gegen Z.

(c) Nach Aufgabe 7.14 geniigt es zu zeigen, dass fiir beliebige 0 < & < 1 die folgende
Reihe konvergiert:

Z P(Xx| > €) < o.

kelN

Aber
P(Xx| > &) = P(Xp = 28) = 27%,

und Y, 27% ist endlich.
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(d) Fiir beliebige 0 < £ < 1 gilt
Z]P“Z" ~Zl>¢e) = ZIP(|X”| >g) = Z]P(X,, =n) = Z 1/n = +co.

n

Da die Ereignisse {|Z, — Z| > &},n € N, unabhingig sind, kann man nach der
Aufgabe 1.41 daraus schlieBen, dass fast sicher das Ereignis {lim sup |Z,, —Z| > &}
realisiert wird. Es verhindert dann die fast sichere Konvergenz der Folge (Z,),
gegen Z. Aber Z wiire der einzige mogliche fast sichere Grenzwert dieser Folge,
da nach (a) Z der Grenzwert in Wahrscheinlichkeit ist.

Bemerkung: Mit (c) und (d) hat man ein Beispiel einer Folge von Zufallsvariablen,
die selbst f.s. nicht konvergiert, fiir die aber eine bestimmte explizite Teilfolge f.s. kon-
vergiert.

Aufgabe 7.18: Verallgemeinerte majorisierte Konvergenz cee

Sei (X,,)n>0 eine Folge von reellen Zufallsvariablen, die fast sicher gegen X, konver-
gieren. Nehmen Sie an, es existiere eine nicht-negative, konvergierende, majorisierende
Folge (Y,)us0, sodass

VnelN, X<V Y L2svound  HmE(Y,) = B(Ya) < +oo.

n—oo

Beweisen Sie, dass dann gilt

lim E(X,) = E(lim X,) = F(X.).

Hinweis: Benutzen Sie das Lemma von Fatou.

Lésung: Zundchst merkt man, dass folgende f.s. Konvergenz gilt:
lirrln(Y,, FX,) =Yoo F Xoo.
Da0 < |X,|¥X, <Y, X, kann man den Satz von Fatou anwenden, um zu bekommen:
0 < E(Yo ¥ Xoo) = IE( limninf(Yn F X))
< limninf E(Y, F X,).
Man behandelt ab jetzt beide Fille getrennt:
0<EYo—Xo) < lirrln E(Y,) — limsup E(X,)

n

= E(Y) — limsup E(X,,).
n
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Man schlieft daraus, dass lim sup, E(X,) < E(X).

Andererseits gilt
E(Ye + Xoo) < limE(Y,) + liminf IE(X),)
= [E(Ys) + lim inf E(X,).
Man schlieB3t daraus, dass liminf,, E(X,,) > E(X.,).
Zusammengefasst bekommt man

lim sup E(X,,) < E(Xs) < liminf IE(X,),
das heif3t, lim,, IE(X,,) existiert und E(Xy) = lim, e E(X},).
Bemerkung: In dieser Aufgabe hat man die Vertauschbarkeit des fast sicheren Li-

mes mit dem Erwartungswert unter einer schwicheren Annahme als die majorisierte
Konvergenz bewiesen.

Aufgabe 7.19: Starke Konvergenz der normierten Poisson-Summe (X X )

Seien (X;)rew eine Folge unabhingiger Poisson-verteilter Zufallsvariablen, wobei fiir
jedes k gilt X; ~ Poi(A) mit ), A4 = +oo. Definieren Sie die endliche Summe

Sn ZZkZ:;Xk,nE]N.

Es soll bewiesen werden, dass die normierte Poisson-Summe fast sicher konvergiert:

Sy
— 1 f.s.

N, =
E(S,) mo

(a) Sei die Folge (1) jew C IN wie folgt definiert:
nj=inf{n: Z/lk > 72}
k=1

Zeigen Sie, dass die Folge der Zufallsvariablen (N,,) e fast sicher gegen Eins
konvergiert.

(b) Benutzen Sie die Monotonie der Folge n — §,,, um das Endergebnis zu bekom-
men.
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Lésung: Zunichst bemerkt man, dass S, Poissonverteilt zum Parameter Y};_, A ist,
siehe Aufgabe 2.35. Das heifit insbesondere, dass

(a)

(b)

270

E(S,) = Var(S,) = Z .
k=1

Sei & > 0. Es gilt nach der Bienaymé-Tschebyschoff-Ungleichung — siehe Auf-
gabe 4.4 (a) —

B R TG S R

P(S

n _1‘> )< Var(S ,,) 1 1
E(S )

Da ZZ;I Ay > j2 nach Definition von 7, bekommt man:

Sn/- 1 1 1
Z]P('E(Sn,) _ll o)< g - <o

Jz1 j>1

Nach Aufgabe 7.14 folgt nun bereits die fast sichere Konvergenz:

S
. —— 1 fs.
E(Snj) J—oo

Fiir jedes w € Q ist n — § ,(w) monoton wachsend, da die Zufallsvariablen (X )
nicht negativ sind. Dariiber hinaus kann man jedem n € IN einen eindeutigen
Index n; zuordnen, so dass n; < n < njy.

Es folgt nun fiir alle w € Q
S1y(@) < $,(w) < S, (@)
und dank der Monotonie des Erwartungswertes
E(S ) < E(S,) < E(Sy,,)-
Damit gilt auch

ESn) Sn@) _ Suw) _ ESn.) Sy (@)
S, BSy)  ES)  ES.) ESy,,)

Es ist aber nach Definition

— 1.
Jj—oo

(S, s n/+2—1/l . 2
(1) _ Ll ko =) t (J "‘.22) _ (1 N z)Z
ES) XA XL A& J J
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Analog gilt
E(Snj) _ ZJ:I A - Z:n,+1 Ay 1 (] + 1)2 - j2 1 3 1
ES,) X A& Zic A 7 J oo

Es folgt schlieBlich daraus, dass fast sicher

n

lim =
oo (S )

Aufgabe 7.20: Wachstumsrate des Maximum exponentialverteilter ZV Cc e @

Seien (X,),ev eine Folge unabhéngiger, zum Parameter 1 exponentialverteilter Zufalls-
variablen. Sei M,, := maX<u<n Xpn.

(a) Beweisen Sie, dass fiir beliebige 0 < £ < 1

i]P(Mn < (1 -g)logn) < e

n=1
. . . .. M,
und schlieBen Sie daraus, dass fast sicher lim inf,, Toon >1.
ogn

(b) Beweisen Sie, dass fiir beliebige € > 0

i IP(Mzk >(1+¢) log(Zk)) < oo
k=1

Mo
und schlielen Sie daraus, dass fast sicher lim sup, —Z_ <
log(2k)

(c) Benutzen Sie ein Monotonieargument, um daraus zu schlieBen, dass

M,
lim —— =1fs.
n—eo logn

Lésung:

(a) Sei 0 < € < 1. Es gilt dank der Unabhiéngigkeit der (X;,)»,

P(M, < (1 -¢)logn) = ﬂ P(X,, < (1 —¢&)logn)
m=1

= (1 —exp(—(1 — g)log n))n = (1 - %) ~ exp(—n®).
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Da die Summe ), exp(—n®) konvergent ist, folgt nach dem ersten Borel-Cantelli-
Lemma, siche Aufgabe 1.23:

Mil
liminf >(1-¢) fs.
n logn

Man lédsst dann € — 0 und dies liefert die erste Aussage.

(b) Fiir n groB gilt in Analogie zu den vorigen Rechnungen:

IF.(lwn>(1+8)10gn):1—(1_ ! ) zl

n1+8 ne

Betrachtet man jetzt die Teilfolge (Mo« )y, so gilt

(25)]‘ < o0

Z P(My > (1 + £)log2*) ~ Z
k k

Nun wird wieder das Borel-Cantelli-Lemma angewandt, um

M
2 <l+e)=1
og 2k

P(lim sup
[

zu erhalten.
Man lédsst dann € — 0, was dann die zweite Aussage liefert.

(c) Nun wihle man fiir jedes n € IN ein k = k(n) mit 2~ < n < 2%, Dann gilt

M, _ My _ My log 2k
logn ~ log2k-1 = log2k log 2k-1"
~——

—1
Daher bekommt man

M.
limsup —% < limsup —= < 1 fs.

n—oo ogn - k— 00 log2’< -

Unter Beriicksichtigung der Ungleichung aus (a) folgert man

M,
lim =1f.s.
n—oo ]og n
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Starkes Gesetz der gro3en Zahlen

7.4 Starkes Gesetz der groBen Zahlen

Aufgabe 7.21: Kein starkes (aber schwaches) Gesetz der groBen Zahlen @ @ ®

Sei (X,)n>2 eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen mit

1 1
= o_p+(1- oo + On
2nlogn ( nlogn) 0 2nlogn

Xn

Betrachten Sie

S,, = Xk.
k=2

(a) Zeigen Sie, dass die Folge (X,),>> dem schwachen Gesetz der groflen Zahlen
geniigt, das heif3t

Sn
20 P 0= Ex).

n n—o

(b) Es soll nun bewiesen werden, dass die Folge (X,),>» dem starken Gesetz der
grof3en Zahlen nicht geniigt.

(i) Beweisen Sie zunichst, dass

Xn+l

P (lim sup {

n—oo

> 1}): 1.

(ii) Beweisen Sie dann, dass fiir n > 3

Sn+1 _ Sn >”Xn+l _’ Sn H
n n—1|"|l n nn—-DI
N . y ) . Sn 3
(iii) Zeigen Sie, dass fiir geniigend grofle n gilt ‘ < -
nn-1) 4

(iv) SchlieBen Sie aus den vorigen Fragen, dass

P (lim sup {’S"H _ S
n

n—oo n—1

4
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7 Grenzwertsatze mit Maftheorie

Loésung:

(a) Da die Folge (X,),>» unabhingig ist, ist sie auch paarweise unkorreliert. Man
wendet dann die Aufgabe 4.10 an und schlieBt daraus, dass sie dem schwachen

Gesetz der groflen Zahlen geniigt.

(b) (i) Nach dem zweiten Lemma von Borel-Cantelli (sieche Aufgabe 1.41) geniigt
es zu zeigen, dass ), P (|X,+1| = n) = co. Aber

N+1
1
ZIP<|Xn+1| > n) = Z]P(IX,,+1| £0) = Z o
=3

(ii) Es gilt

Sn+1 _ Sn _ Xn+l + & _ Sn
n n—1 n n n-1
— Xn+l _ Sn >‘Xn+l _ ||
n nn-D| |l n nn-DI

(iii) Man hat fiir w € Q

S p(w) 1 < 1
n—D| = ni-D ;'X"(wﬂ S =1

< 1 1
k==+-.
kZ:;l 2+n

Daher gilt, fiir alle n > 4, ' “ ‘ < é
nn-1)|" 4
(iv) Es gilt
. S+l S, 1
Pl —_— > -
(e {552 - 2252 3
. Xn+l Sn 1
. P(llfligp{' n |- ‘n(n - 1)” = _})
. Xn+1 1
> -
_IP(hgl—ilp{ n ’n(n—1)| 4})
= IP(hm sup )

Sn
Demnach existiert fast sicher eine divergente Teilfolge von ( 1 ) . Daher

S . . .
kann die Folge (—) nicht konvergieren und (X,,),, geniigt damit dem

n /n>2
starken Gesetz der groBen Zahlen nicht. Es gilt sogar

IP({a): # ;—;0}) 0.
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Starkes Gesetz der gro3en Zahlen

Aufgabe 7.22: Summe der Produkte von Zufallsvariablen cee

Sei (X,,),>1 eine Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit end-
lichem Erwartungswert. Definieren Sie die Zufallsvariablen

Y, = X1 X + XX5+ ...+ X, X, + X, X541, n € IN.

Beweisen Sie, dass die Folge (%Y,,)n fast sicher gegen eine Konstante konvergiert und
bestimmen Sie diese Konstante.

Hinweis: Zerlegen Sie die Summe in zwei Teilsummen.

Lésung: Es gilt

Ln+1J L |

1 1
= kz; Xok1Xop +— kZ;szszH —S(”) +

18(”)

g _.¢(m
=5 =:5¢

Sowohl (Xpx—1 X2 )k als auch (XoxXor+1)x sind Folgen unabhéngiger, identisch verteilter
L'-Zufallsvariablen. Daher gilt nach dem starken Gesetz der groBen Zahlen

n+l
Tow _E1 1 g

1 1
—E(X,X,) = =E(X,)* f.s.
002(12) 2(1) s

n u n L%J u
>3 SEXX)
Analog gilt
131 1 1 1
=S —gm “E(X>X3) = - E(X))* fs.
nl_gjgj_::z(z,%)z(l)s
Demnach gilt

1 1 1 1
lim —Y, = lim -S™ + Tim SW= E(X1)2 + E]E(Xl)2 = E(X;)* f.s.

n—oo n n—oo —00 n

Aufgabe 7.23: Proportionalitat zwischen Summen coe

Sei (X,,)n>1 eine Folge unabhingiger, identisch verteilter und positiver Zufallsvariablen
mit E(Xf,) < 400. Man beweise, dass die Folge der Zufallsvariablen

X+X3+...+X,
"X+ X +...+ X,

nelN,

fast sicher gegen eine Konstante konvergiert. Bestimmen Sie den Wert dieser Konstan-
ten.
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7 Grenzwertsatze mit Maftheorie

Lésung: Zunichst gilt fir n € IN
IP(Xl +X2+...+Xn >0)ZIP(X1 >0)= 1.
Z, ist daher f.s. wohl definiert.

Nach dem starken Gesetz der grolen Zahlen bekommt man

5 =Xf+X§+...+X,3,. n EX}) fs
" n Xi+Xo+...+ X, oo BXy)
Aufgabe 7.24: Selbstnormierende Summe (X X

Sei (Vi)rew eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter und zentrierter [*-Zufallsvariablen,
wobei P(V; = 0) = 0.

Beweisen Sie, dass die Folge der Zufallsvariablen

Zzzl Vk

n 2
\[ k=1 Vk

in Verteilung konvergiert und identifizieren Sie den Limes.

W, = neN,

Lésung: Zunichst ist der Bruch W, fast sicher wohldefiniert, da

IP(Zn:V2 =0) < P(V, = 0) = 0.
k=1

Nach dem starken Gesetz der groen Zahlen gilt die folgende fast sichere Konvergenz:

1 n
- Z Vi — E(V}) = Var(V) > 0
k=0

und daher

— n 1 —-

CNZIL e W

Nach dem zentralen Grenzwertsatz hat man folgende Konvergenz in Verteilung

o Ve @ 1
Y,,::Z"‘O @ 1,

\/ﬁ n—oo

X, :

wobei Z ~ N(0, 1).
Man wendet jetzt die Aufgabe 7.13 und bekommt

@ 1
”n:Xn'Yn—>C'—Z=Z.
n—oo C
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Starkes Gesetz der gro3en Zahlen

Aufgabe 7.25: Verallgemeinerte Taylor-Formel cee
Sei f eine stetige, beschrinkte Funktion, die auf R definiert ist.

(a) Seien x € R beliebig und /# > 0. Beweisen Sie:

(nh)"

flx+h) = lim e ’”’Zf

n

Hinweis: Fiihren Sie unabhdngige, zum Parameter h Poisson-verteilte Zufalls-
variablen (X;); ein und betrachten Sie das Limesverhalten von S, 1= ' X;.

(b) Definieren Sie den diskreten Differenz-Operator V,,, u > 0, durch

IR CATE (C)

Durch Iteration definiert man analog Vg =V, 0oV, und Vﬁ =V,o0 V’;_l, k> 2.

Beweisen Sie die folgende verallgemeinerte Taylor-Formel:
flx+h) = lim Z o Vi @.

Lésung:
(a) Definieren Sie eine Folge (X;);ey unabhiéngiger, identisch verteilter Zufallsvaria-

blen mit X; ~ Poi(h). Es sei S, := ), X;.

Nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen gilt fast sicher

11mS——IE(X1)—hund 11mx+S——x+h

n—oo n n—oo

Da f stetig ist, gilt auch fast sicher

lim f(x + S—) flx+h).

n—oo

Dank des Satzes der dominierten Konvergenz (f ist beschréinkt) gilt die Konver-
genz auch fiir den Erwartungswert:

lim ]E(f(x + 57)) = B(f(x+h) = f(x + h).

n—oo

Nach Aufgabe 2.35 (b) ist S, Poisson-verteilt zum Parameter nh, d.h. S, ~
Poi(nh). Es folgt

, S . k\ (nh)k
f(x+h)=hmE(f(x+—))=hm D (e )

n—oo k!
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7 Grenzwertsatze mit Maftheorie

(b) Mit Hilfe einer Induktion iiber i beweist man, dass
i _ i i T i
Vi f ) =n kZ:(;( 1) (k)f(x+ k/n).

Daraus folgert man nun mittels (a):

0 k oo ©o j+k 1, j+k
secem = tim 51 )G e = i St ) S
= = J=

[S IS

) k . ihi
= Jim 3 2 e+ D)

i=k

oo

Fubini . hiii i k R

i=0

Aufgabe 7.26: Darstellung einer zufélligen Zahl im Dezimalsystem cee

Fiir eine beliebige Zahl x € [0, 1) betrachte man ihre eindeutige dezimale Darstellung

Xn
X = ,
= 10"
wobei x, € {0, 1,...,9}. Die Folge (x,),en darf nicht in einer unendlichen Folge von 9

enden.

Sei nun X eine rein zufillige Zahl aus dem Intervall [0, 1). Ziel der Aufgabe ist, die
Folge (X,), der zufilligen Ziffer ihrer dezimalen Darstellung zu untersuchen.

(a) Sein € N beliebig. Beweisen Sie, dass die Ziffer X,,, die an der n-ten Nachkom-

mastelle von X vorkommt, gleichmifig verteilt ist:

1
P(X, =i) =55, i€(0...9) neN.

(b) Beweisen Sie, dass die Zufallsvariablen {X,,, n € IN} unabhingig sind.

Hinweis: Beweisen Sie zundichst, dass die Zufallsvariablen paarweise unabhdn-
gig sind.

(c) Esseiv,(x,i)die Anzahl des Auftretens der Ziffer i unter den n ersten Nachkom-
mastellen der Zahl x € [0, 1):

Va(x,0) = #lk <n:x =i}
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Starkes Gesetz der gro3en Zahlen

Beweisen Sie, dass sich die Hiufigkeit des Auftretens jeder Ziffer i unter den n
ersten Nachkommastellen der zufélligen Zahl X im folgenden Sinne stabilisiert:

(X.i 1 .
wXn 1 fs., i€{0,...,9). *)
n n—co 10

(d) Bestimmen Sie die dezimale Darstellung der Zahlen x = 1—11, y = % und z = %

Berechnen Sie auch v,(x, 1), v,(y, 1) und v,(z, 1). Was bemerken Sie? Fiihrt es zu
einem Widerspruch zu (*)?

Loésung:

(a) Priifen Sie zuerst die Aussage fiir n = 1 und n = 2. Dazu bemerkt man folgendes:

(b)

=it =fxelr S0

Da das Lebesgue-MaB des Intervalls [ﬁ), %) gleich % ist, ist die Behauptung
bewiesen.

Weiter gilt
. 9 . 1
(X, =i} = U{Xe[%+%02%+#)}

my=0

1 1
Alsogilt P(X, =i) =10 — = —.
so gilt P(Xz =9 102~ 10
Fiir beliebige n > 2 ist das Ereignis {X,, = i} die disjunkte Vereinigung von 10"~
Intervallen der Art

I A._[m]_'_ +mn—l + i m1+ +mn_1 +i+1)
My Mo, Mp_1,l *— 10 s 10”71 10”, 10 e 10"4 10” 5
. . M| 1

also gilt P(X,, = i) = 10" - = 1o

Um die paarweise Unabhingigkeit zu zeigen, berechnet man P(X;, =i, Xy, = ))
fiir beliebige k; < k, und i, j € {0, ...,9}.

Das Ereignis {Xy, = i, X, = j} ist gebildet aus der disjunkten Vereinigung Inter-
vallen der Art

Iml ,,,,, My —1,0 Nl Mgy -1,

wobei die natiirliche Zahlen my, 1 < € < k; und m,, 1 < € < k, beliebige Werte
zwischen 0 und 9 annehmen kénnen.
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7 Grenzwertsatze mit Maftheorie

(©

(d)

Der Durchschnitt solcher Intervalle ist entweder leer oder hat die Linge 1072
Die Anzahl der nicht leeren Durchschnitte ist 10%272, da nur 102~%-! Intervalle

..........

) } 1 ) )
PXy, =i, Xy, = )) = 2= P(X;, = ) PXy, = )).

Analog zeigt man, dass fiir beliebige k1 < ... < k,,r > 2, die Zufallsvariablen
Xk, - .., Xy, unabhingig sind:

. . 1
IP(Xk1 = ll’-”»Xk, = lr) = 107

=PX, =i)...P(X, =iy).

Man bemerkt, dass
n
va(X, i) = Z Lixi=iy-
k=1

Da die Zufallsvariablen (1x,=;)r unabhéngig, identisch Ber(%)-verteilt sind,
darf man das starke Gesetz der grof3en Zahlen anwenden.

Sei x = ﬁ = 0,090909. ... Man hat daher x,, = 9 und x,,_; = O fir alle n > 1.
Es impliziert v, (x,7) = 0, i ¢ {0,9} und
- (0 (9 1]
lim ———— =lim == # —.
n n n n 2 10
Seiy = % =0,125000. ... Man hat y; = 0 fiir alle k > 4. Dies impliziert
WO g D o k0,
n n—oo n n—oo
Seiz = % = 0,333.... Man hat z; = 3 fiir alle k£ > 1. Dies impliziert
@3 _ g yng ED _ o,

Die dezimale Darstellung einer rationalen Zahl ist ab einer bestimmten Stelle
periodisch. Daher muss die Haufigkeit des Auftretens einer Ziffer nicht unbedingt
gegen 1/10 konvergieren. Es fiihrt aber zu keinem Widerspruch zu (c), da die
Teilmenge der rationalen Zahlen in [0, 1) Lebesgue-MaB 0 hat.

Bemerkung: Dank des Gesetzes des iterierten Logarithmus von Khinchin fiir die un-
endliche Bernoulli-Kette Ber(1/10) kann man sogar die Konvergenzrate in (*) bestim-

men:
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Aufgabe 7.27: Bernoulli-Wette (X X )

André wettet auf den Ausgang eines Miinzwurfs, dessen Erfolg mit Wahrscheinlichkeit
p € (0, 1) eintritt.

Es sei X := 1. Sei X,, Andrés zufilliges Kapital nach dem n-ten Wurf, n € IN.

André setzt bei der n-ten Wette einen festen Anteil 0 < o < 1 seines aktuellen Kapitals
ein. Wenn er gewinnt, bekommt er zweimal seinen Einsatz zuriick, sonst verliert er
seinen Einsatz.

(a) Beweisen Sie, dass

X, = ]_[(1 +aYy).
k=1

Geben Sie die Folge (), explizit an.
(b) Studieren Sie den Limes der Folge (% logX,) , in Abhiingigkeit der beiden

ne
Parameter p und a.

(c) Seip < % Zeigen Sie, dass (X,), fast sicher konvergiert und bestimmen Sie den
Limes.

(d) Seip > % Zeigen Sie die Existenz eines kritischen Wertes «,, sodass falls & >
a., die Folge (X,), fast sicher gegen 0 konvergiert und falls @ < «., die Folge
(X)) fast sicher gegen oo divergiert.

Lésung:
(a) Definieren Sie Y; = 1, falls André beim k-ten Spiel gewinnt, und sonst ¥, = —1.
Die Zufallsvariablen (Y;)rew sind unabhiingig und identisch verteilt mit

PYi=1)=p=1-PY;=-1).

Daraus folgt die Rekursion

n
X, = Xt + ¥y aX,og = X,y (1 +@Y,) = Xo ]—[(1 +aYy).
k=1

Damit ist die Aussage fiir beliebige n € IN bewiesen.
(b) Es gilt

n

1 1 1 v
—logX, = —log[l |(1 +a/Yk)] = - E log(1 + aYy).
n n k=1 =

Da die Zufallsvariablen (¥ )i unabhingig sind, sind auch (log(l + a/Yk))kE]N

unabhingig.
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©

(d)

282

Sie sind auch in L', denn
E(llog(1 + a¥,)l) = pllog(1 + a)| + (1 = p)|log(1 - @)] < e

Man kann daher das starke Gesetz der groen Zahlen anwenden. Es folgt die
folgende fast sichere Konvergenz:

Z, = %loan :_:;) E(log(l + aYl)),
mit
E(log(1 +a¥y)) = plog(l +a) + (1 - p)log(l - @)
= log((l +a)’(1 - a)l"’) =! Zgp-

Da X,, = exp(n Z,) hat man

X, — 0 fs. & z,,<0.
n—oo
Man bemerke, dass
l+a
PP Zap = plog(m) +log(l — @)
eine wachsende Funktion ist. Daher gilt fiir p < %:

1
Zap < Zaip = 5 log(l - a?) < 0.
Demnach gilt fast sicher

lim X,, = lim exp (nz,,,) = 0.

n—oo

Seinun p > % Man untersuche die Monotonie-Eigenschaften auf [0, 1) der Funk-
tion @ + z,,, oder in dquivalenter Weise, der Funktion

a (1+a)P(1-a)'7.

Thre erste Ableitung ist gleich 2p — 1 — a)(1 + @)’ (1 — @)™?. Dies impliziert,
dass a = z,,p auf [0,2p — 1] streng monoton steigend und auf [2p — 1, 1) streng
monoton fallend ist, mit Randwerten zp, = log1 = 0,lim,_ Z4,, = —0. Dank
des Zwischenwertsatzes gibt es einen kritischen Wert @, € (2p — 1, 1), so dass
Za,,p = 0, siche Abbildung 7.1.

Daraus folgt

O<a<a:= z4p > 2a,p,=0= lim X, = lim exp (nz,,)) = +oo f.s.
n—-oo

n—oo

und

e <a<1=>2,p<2q,p,=0=limX,= }i_}rgexp (nZa,p) =0fs.

n—o00



Sonstiges

Abbildung 7.1: Graph der Funktion a +— z,, fiir p = 5/7. Der kritische Wert « liegt
bei 0,76.

7.5 Sonstiges

Aufgabe 7.28: Legendre-Transformation cee

Sei
A() :=log(E(e™)), teR,

die logarithmische momenterzeugende Funktion der reellen Zufallsvariable X, falls sie
existiert.

Die Legendre-Transformierte von A ist durch

N@=sup(tz-A®), zeR,
eR

definiert.

Man berechne A* in den folgenden Fillen:
(a) X ist standardnormalverteilt.
(b) X ist Uy 1)-verteilt.

Hinweis: Benutzen Sie die Identitdt: 2 arctanh(z) = log(1l + z) — log(1 — 2).

Lésung:

(a) Sei X ~ N(0, 1). Dann existiert A(¢) fiir alle € R und es gilt

A() =1lo Lfe’xe_é dx|=1lo eé ! fe_% dx| = ﬁ
-t V2 JR -8 V2 JR S 2
N—— —

=1

Es folgt A*(2) = sup,g (12 - 2/2).
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1z — log(cosh(r))

z=0

——-z=1

0,69 —
t

-4

Abbildung 7.2: Graph der Funktion ¢ + tz — A(¢) firz =0und z = 1.

Zur Bestimmung des Supremums berechne man:

2

d t !
d_t(tZ_E)zz_t=0@t=z,
d? 2 d
—(tz—=)=—(z-t)=-1.
dr? ) dt(Z )

Daher ist 7 = z die Stelle des Maximums der Funktion 7 - 7z — 5 und es folgt

Z 2

AN@R)=zz2—-=—=—.
@=z-z 7 =3
(b) Sei X ~ %6,1 + %61. Dann ist die Funktion A wohl definiert auf R und sie erfiillt

-t !

¢ ) = log(cosh(?)).

A1) = log (e

Analog zu (a) berechne man

% (tz —log(cosh(r))) = z — tanh(r) l0er= arctanh(z)

d? d 2
ﬁ(tz — log(cosh(?)) = E(Z — tanh(¢)) = —1 + tanh“(¢) < 0.

Daher hat die Funktion ¢ — ¢z — log(cosh(#)) an der Stelle arctanh(z) ein Maxi-

mum, falls |z] < 1.
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Sonstiges

Nun ist arctanh(z) = 1 10g(1“ ) Daraus folgert man fiir |z] < 1,
A*(z) = z arctanh(z) — log ( cosh(arctanh(z)))

z 1+z 1
= 51og(]—_z)+ Elog((l +2)(1 -2)
1+

1_
“log(1 +2) + — log(1 - 2).

Sonst gilt A*(£1) = log2 =~ 0,69 und A*(z) = +oo fiir || > 1, siche Abbildung
7.2.

Bemerkung: Die Funktion A* kommt als Ratenfunktion der grofen Abweichungen
im Satz von Cramér vor.

Aufgabe 7.29: GroBe Abweichungen im Poisson-Fall (X X )

Sei (X,,)new eine Folge unabhingiger zum Parameter 1 Poisson-verteilter Zufallsvaria-
blen. Man betrachte S, := >\7_, X;.

Ziel der Aufgabe ist es, einen direkten Beweis fiir das folgende Prinzip der groflen
Abweichungen durchzufiihren:

1 S
lim —10gIP(— > nx) =x—1—-xlogx =: —Ipy(x), x> 1. (%)
n

n—oo n

(a) Zeigen Sie zunichst, dass P(S, = j+ 1) =

Tr 1 n =7, J€ No, und
schlielen Sie daraus, dass

]P(S >k) ]P(Sn—k)Zm,ke]N

(b) Zeigen Sie folgende asymptotische Aquivalenz fiir n — co und 5 - x> 1,
S
P(== 2 x) ~ c P(S, = k),
n

wobei ¢ eine Konstante ist, die Sie bestimmen sollen.

(c) Fiir k ~ xn beweisen Sie, dass asymptotisch in n gilt:

n(x—1)
P(S, = k) ~ N X,
nx

SchlieBen Sie (x) daraus.
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Loésung:

(a) Die Poisson-Verteilung ist faltungsstabil (siehe Aufgabe 2.35), daher ist S, Poisson-
verteilt zum Parameter n - 1 = n.

Nun ergibt sich offenbar

n

J
PS,=j+)=e"= 1 =P, = j) —
j+1

Jlj+1

bl

und daher

J

> n
msn_m—;m IR W s

k,
(b) Sei nun x > 1 beliebig aber fest und k,, := [xn]. Man hat lim,,_, = = x. Damit
n
gilt nach (a)

B (ke 1 ke !
P(S, > k) = P(S, = ");((7+5>"'(7+5)) .

1

Der allgemeine Term der Reihe konvergiert fiir n grol gegen —. Daraus folgt
xl

asymptotisch

00

S . 1
IP(— 2x)~cIP(S,, = k,) wobei ¢ := Z—. < +00,
n = x/

(c) Mit Hilfe der Stirlingformel schitzt man weiter fiir grofe n ab,

n k 1 -n _k ek”
P, =k)=¢" to et ——
ky! 21k, k"
kn 1 1) —nxl
= _( ) ok logtha/n) ertDemmioe
2rtk,, V2rnx

Daraus folgert man

1
Ipyi(x) = — lim —logP(S, = k,) = xlogx+ 1 —x, x> 1.
n—oo n

Bemerkung: Man konnte auch den Cramérschen Satz iiber grole Abweichungen an-
wenden. Die Ratenfunktion /p,; wird dann als Legendre-Transformierte der logarithmi-
schen momentenerzeugenden Funktion von X; berechnet, siche Aufgabe 7.28.
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Sonstiges

Aufgabe 7.30: GroBe Abweichungen fiir den fairen Miinzwurf cee

Sei (X, )new eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen mit Py, = %(6_1 +081). Betrachten
Sie S, =21, Xi.

Ziel der Aufgabe ist es, einen direkten Beweis fiir das folgende Prinzip der grof3en
Abweichungen durchzufiihren:

1 S,
lim — log P (— > x) = _Iyw(x), xeR* (%)
n—oo n n
wobei
1+x 1-x
o) = {% log(1 +x) + 5% log(1 - x), x<1,
0o, x> 1.

(a) Zeigen Sie zunéchst, dass fiir x € (0, 1)

PS,2am)=2" (”)
k>(1+x)n/2

(b) SchlieBen Sie daraus, dass
27 by() < P(S, > am) < (5 +1) 27 by (0,
wobei
b,(x) := max {(Z) tan(x) <k < n} = (an’zx))
mit a,(x) :=[(1 + x)n/2].
(c) SchlieBen Sie mit Hilfe der Stirlingformel auf (x).

Lésung:
(a) Da(X;+ 1)/2 ~ Ber(1/2) hat man Y,, := (S, + n)/2 ~ Bin(n, 1/2). Das heif3t:
P(S, = xn) =Y, = (1 +x)n/2) = Bin(n, 1/2)([(1 + x)n/2,n)).

(b) Die Anzahl der Terme in der Summe in (a) ist durch (5 +1) beschriinkt. Auerdem

ist die Abbildung k - (;) monoton fallend ab k = n/2. Daher ist b,(x) = (,,))-
Dies impliziert die Abschitzung.

(c) Es gilt asymptotisch in n dank der Stirlingformel

nl’l

ap () (n = a,(x))"

a,(x) log an(x) — %ﬂ(x) log (I’l - an(x))'

1 1
—logb,(x) ~ —log
n n

~logn —
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7 Grenzwertsatze mit Maftheorie

Anschliefend bekommt man fiir x € (0, 1)

1 1 I l—x. 1-
lim = Tog by(x) = —— log ——= + —— X Jog
n n

x
=-] log 2.
> 3 5 5 mw(x) + log

Dies impliziert () fiir x € (0, 1) nach (b).
Fiir x > 1 gilt (x) da IP(S,, > n) = 0. SchlieBlich gilt (x) auch fiir x = 1 da

1
PS,2n=PES,=n=2"> ;log]P(S,, >n) = —-log2 = —-Iyw(l).

Bemerkung: Man konnte auch den Cramérschen Satz tiber grole Abweichungen an-
wenden. Die Ratenfunktion I, wurde als Legendre-Transformierte der logarithmi-
schen momentenerzeugenden Funktion von X; in Aufgabe 7.28 gerechnet.

Aufgabe 7.31: Kein Gesetz vom iterierten Logarithmus (X X )

Sei (X,)nev €ine Folge zentrierter, unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen.
Nehmen Sie an, X,, ¢ L?, das heiBt, es existiere 1 < @ < 2 mit E|X,,|* = +oco. Betrachten
Sie §, ==Y, Xi.

(a) Beweisen Sie zunéchst, dass fast sicher

|X]

lim sup —;

n—oo  na

= 400,

(b) Beweisen Sie, dass die Folge (X,),ew keinem Gesetz vom iterierten Logarithmus

genugt:
. IS ] _
im sup ————= = +oo.
n—oeo y/nlog(logn)
Lésung:

(a) Es gilt nach der Aufgabe 3.4, fiir beliebige Konstante ¢ > Ound i € IN,

EQn = [ POG > dr=c [ POXE > cpdy = oo
0 0
Damit divergiert auch die Reihe

Z P(X|* > cn) = Z P(Xi| > 'nw) = Z P(IX,| > ¢’n+), wobei ¢’ := ci.
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(b)

Sonstiges

Nach dem zweiten Lemma von Borel-Cantelli (sieche Aufgabe 1.41) folgt nun

X,
limsup| f' >c fs.

n Na

fiir beliebige ¢’ > 0. Daraus folgt nun

B Xl
imsup —;

n ne

=400 fis.

AuBerdem gilt weiter

1 1 1
Sal 1S n-11) = =USal + S n=1l) = =1Sw = Su-1l = = IXa
max(ISal: 1S n-11) 2 SISl + 1S w-11) 2 51 il = 1%l

und damit

al
1

=400 fs.

lim sup —;

n—oco  na

Da 1/a > 1/2, ist n'/® > n'/? \/log(log(n)). Es folgt nun

IS ] IS |

lim sup —— > limsup

n—oo ,/n]og(logn) n—oo I’l%

Das Gesetz des iterierten Logarithmus gilt in diesem Fall nicht, da die Zufallsva-
riablen X, nicht quadratintegrierbar sind.

= +o00.

Aufgabe 7.32: Konvergenzradius einer zufélligen Potenzreihe cee

Sei (X,,).ew eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen. Sei ¥, k € N, die o-Algebra
0 (Xk, Xi+1,...) und 7 die terminale o-Algebra durch N;F; definiert.

(a)
(b)

Beweisen Sie, dass die Zufallsvariable lim sup,, |Xn|% 7 -messbar ist.

Es wird jetzt angenommen, dass die Zufallsvariablen (X,), unabhingig sind. Sei
R der Konvergenzradius der zufilligen Potenzreihe z — )}, X,,Z" mit Koeffizien-
ten X,,.

Beweisen Sie, dass R fast sicher konstant ist.

289



7 Grenzwertsatze mit Maftheorie

Loésung:

(a)

(b)

Man hat per Definition

lim sup |X,,|% = lim sup IX,,I% .
k—o00 >k
————
=2Yk
Sei ky € IN beliebig, aber fest. Fiir jedes k > kg ist Y; Fy-messbar und daher
auch F,-messbar. Folglich ist limy_,o Yi F,-messbar. Dies bedeutet aber nichts

anderes, als die 7 -Messbarkeit der Zufallsvariable limy_,, ¥y = lim sup |X,,| i

Der Konvergenzradius R der Potenzreihe ist durch

R = 1/limsup |X,|"
definiert. Nach (a) ist also die Zufallsvariable R 7 -messbar. Aber wegen der
Unabhingigkeit der Folge (X,), gilt das 0-1 Gesetz von Kolmogoroff: die o-
Algebra 7 ist trivial. Die Zufallsvariable R ist damit fast sicher konstant.

Aufgabe 7.33: Konvergenz versus Divergenz einer GauBschen Reihe e e®e@®

In dieser Aufgabe wird die Konvergenz bzw. Divergenz einer Reihe von quadrierten
GauB-Variablen bewiesen.

(a)

(b)

©

290

Sei (Zi)rew eine Folge positiver unabhingiger Zufallsvariablen in L'. Beweisen
Sie, dass die zufillige Reihe 3, Z; in L' genau dann konvergiert, wenn die reelle
Reihe }; E(Z) in R konvergiert.

Sei (X;)rew eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit X ~ N (u, o-%) wobei
Oy > 0.

Beweisen Sie, dass 3, X7 in L' genau dann konvergiert, wenn ¥, (u? + o) < oo.
Wenn diese Bedingung erfiillt ist, beweisen Sie, dass Y, X,% sogar in L” konver-
giert fiir jedes p > 1.

Sei (Xp)rew eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit X; ~ N(O, 0',%). Neh-
men Sie an, die Reihe Y, o7 divergiert.

Beweisen Sie zuerst, dass lim,,_,, IE(e” Tha X ) = 0 und schlieBen Sie daraus, dass
unter dieser Bedingung

lim ZX,% = +oo fs.
k=1

n—oo

Hinweis: Man kann das 0-1 Gesetz von Kolmogoroff benutzen.



Sonstiges

Loésung:

(a)

(b)

©

Die Ll-Konvergenz, wenn n — oo, der zufilligen Partialsummen 2221 Zy ist
gleichbedeutend mit der L'-Konvergenz gegen 0 der Restsummen Y5> Z.

Dank des Satzes von Beppo-Levi gilt aber

00

B(> %) = 2 E(Z).

k=n
Nach (a) gilt
DX <o in L' e Y BX}) < .
k k
Man bemerke dann, dass E(X,f) = a’i + ui, k € IN.

Xy ldsst sich als o Yy + py darstellen, wobei Y, ~ N(0, 1). Daher gilt:

011 XNy =1 D (@3 ¥F + 20uuY + )l

k>n k>n
211v2 2
< > T, +2 ) oelwllYell, +
k>n k>n k>n
= ||v? 2 42|y 2
=1V, Y. o + 2l Y oull + Y 2
k>n k>n k>n
2 2 2 2
<Vl > @0} +up) + ) it
k>n k>n

Unter der Annahme, dass die positive Reihe Y, (o7 + y7) konvergiert, konver-
gieren die oberen Restsummen gegen 0, wenn n — oo. Die impliziert dann die
Konvergenz der L”-Norm der zufilligen Reihe }; X,f, da ||Y, 12|| p < +oo fiir jedes
peR*.

Es gilt wegen der Unabhingigkeit der Folge (Xj)x
E(e™ Zizi sz) = E(eﬂr% YE)
Ll

wobei wie vorher Y, ~ N(0, 1).

Wir berechnen zunéchst

1 2 12 1 1 2
Var Jr J2o2 41 V2r IR

1

1[20']%+1
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7 Grenzwertsatze mit Maftheorie

Auflerdem gilt fiir jedes n € IN

ﬁ(l +207) > 1+ Zn]za? > zn:za,?.
i=1 i=1 i=1

Daraus erhélt man nach obigen Rechnungen

1
n n -3
lim E(exp( - E X,f)) < lim (2 E 0—12] =0
n—o0o0 k:l n—oo

i=1
Daraus folgt dank Monotonie
E(exp( - ZXIE)) = lim E(exp( - ZX,E)) =0.
k=1 e k=1
Dies impliziert
IP(ZX,? = +oo) > 0.
k=1

Da das Ereignis {w : lim,—e 27, X,f(w) = +oo} zur terminalen o-Algebra ge-
hort, die wegen des 0-1 Gesetzes von Kolmogoroff trivial ist, folgt

P(iX,f = +oo) = 1.
k=1

Aufgabe 7.34: Konvergenz einer (skalierten) zufélligen Reihe (X X )

In dieser Aufgabe wird die Konvergenz einer (skalierten) Reihe von parametrisierten
Zufallsvariablen untersucht. Die Skalierung hingt vom Parameter 5 > O ab.

Sei (X;)iewv eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen, wobei
Py = ! [ 0 1 ! 1) > 1 0
X,-—Zl—.ﬁ(—i+i)+( _i_ﬁ) 0, i1, B>0.

(a) Berechnen Sie E(X;) und Var(X;).

(b) Fall 8 > 3: Zeigen Sie, dass die Reihe }}; Var(X;) konvergiert. SchlieBen Sie dar-
aus, dass in diesem Fall die zufillige Reihe Y, X; in L? konvergiert.

(c) Fall 8 > 1: Beweisen Sie, dass die Reihe };;IP(X; # 0) konvergiert. Schlie3en
Sie daraus auf die fast sichere Konvergenz der zufilligen Reihe }; X;.
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Sonstiges

(d Fallg < 1:

(i) Beweisen Sie zuniichst folgende Aquivalenz:

_ C 1 3-8
—;Var(Xi)~3_ﬁn .

Hinweis: Approximieren Sie ein Riemann-Integral durch Riemann-Summen.

(i) Beweisen Sie, dass (X;);»; die folgende Lyapunov-Bedingung

lim — Z E(X}) =

erfiillt ist und schlieen Sie daraus, dass die skalierte Summe
s n
nf Z X,'
i=1
in Verteilung gegen eine Normalverteilung konvergiert.

(e) Fall 8 = 1: Beweisen Sie, dass ,'—l Yi-; Xk in Verteilung gegen X konvergiert, wo-
bei die charakteristische Funktion von X folgende Form hat:

1
1- t
¢x(1) = exp ( - f 1 cost) dx).
0 X
Ist X GauB-verteilt?

Lésung:
(a) Wegen Symmetrie sind die Zufallsvariablen X; zentriert. Sonst berechnet man

Var(X;) = B(X?) = i*®.
(b) Fiir 8 > 3 ist die Reihe
D Var(xy) = Y i
i=1 i=1

konvergent. Es folgt die L>-Konvergenz der zufilligen Reihe.

(¢) Man berechnet

ilP(X;iO):%Zlﬁ

i=1
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7 Grenzwertsatze mit Maftheorie

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli — siehe Aufgabe 1.23 — impliziert dies,
dass

PP( 1im sup {X; # 0}) = 0.

Daher verschwindet X; fast sicher fiir i gro8 genug, und damit ist die Reihe
2.2, X; fast sicher konvergent.

(d) () Es gilt

(i1) Es gilt nun

)2 Z B ~ O — 2’;) §i4ﬁ = (3-p° nﬁ*I% Z (’%)4_,;

i=1

I _ Ay
~(3-p’n! f Wby = B2 e 0.
0 5-B n—oo

Die Lyapunov-Bedingung ist also erfiillt fiir den Exponenten 6 = 2. Daher
gilt die Konvergenz der skalierten Summe — ZX gegen die Normal-

verteilung, siehe zum Beispiel [FF99], Kapltel 18 oder [Durl9], Exercise
3.4.12.

(e) Betrachten Sie zunichst die charakteristische Funktion der Zufallsvariablen Xj.

A 1 1 1 1 1
©x; (1) := E(e”xk) = ﬁe’tk + ﬁe_llk + (1 - %) = % cos(kt) + (1 - %) .

Daher gilt wegen der Unabhingigkeit der Folge (X )k

ol ke 1
log pyr x,/n(t) = log ( 1_[ (; cos — + (1- —)))

k=1 k
= ;lOg(l - %(1 — cos ]E))

"1 t 1<y 1—cosk
z—k:1z<1—cos—)=—E; ff

294



Sonstiges

Man bekommt

1 2
. 1 — cos xt t
(1) = Tim @3y x0(t) = exp(— fo de) #exp( - 5).

Im Gegensatz zum Fall 8 < 1, behandelt in (d), ist der Grenzwert X nicht Gau3-
verteilt.
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ANHANG A

Appendix

A.1 Spezielle Verteilungen
Diskrete Verteilungen

Dirac-Verteilung

Die Dirac-Verteilung gibt einem einzelnen Punkt ein Gewicht. Sie ist definiert fiira € R
durch das Mal3

1, fallst=a,

0, sonst.

o.({t) = {

Diskrete Gleichverteilung

.....

X:Q —>{l1,2,...,n} bezeichnet.

n+1 n? -1
EX) = 7 Var(X) = 2

1
I1<k<n:PX=k) = -,
n

Bernoulli-Verteilung

Mit Ber(p), p € [0, 1], sei die Verteilung einer Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen
X : Q — {0, 1} bezeichnet. Dabei ist p die Erfolgswahrscheinlichkeit eines Experiments.

1-p, k=0

, EX) = p, Var(X) = p(1 - p).
D, k=1

P(X =k) = {
Binomialverteilung

Mit Bin(n, p), n € IN, p € [0, 1], sei die Verteilung einer binomialverteilten Zufallsva-
riablen X : Q — {0, 1,. .., n} bezeichnet. Dabei wird ein Experiment n-mal unabhingig



A Appendix

wiederholt, das mit Wahrscheinlichkeit p erfolgreich ist. X zihlt die Anzahl der Erfol-
ge.

0<k<n:PX=k = (Z)pk(l -p)" %, EX)=np, Var(X)=np(l-p).

Binomialverteilung, X ~ Bin(10,p)

EX)=2,5 EX)=5 EX)=17,5
i

0,4

Hypergeometrische Verteilung

Mit H(n,r, s), n,r,s € N, n < r+ s, sei die Verteilung einer hypergeometrisch verteil-
ten Zufallsvariable X : Q — {0, 1,...,n} bezeichnet. Dabei ist r + s die GroBe einer
Population und r die Anzahl Individuen aus der Population mit einem eindeutig un-
terscheidbaren Merkmal. Aus der Gesamtpopulation wird eine Stichprobe der Grof3e n
gezogen. X zihlt die Anzahl Individuen in der Stichprobe mit dem Merkmal.

(]:)(lik) ; rs r+s—n

Hypergeometrische Verteilung, X ~ H(5,r,20 — r)

0<k<n:PX=k)=

E(X)=1,25 E(X)=2,5 E(X)=3,75
t t '
0.6 ! ! \ —e— r=5
! ! ! —o—r=10
%\ 04 | : : : —o— =15
> I :
a9 02 ¢ 1 1
1 1
: : k
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Spezielle Verteilungen

Geometrische Verteilung

Mit Geo(p), p € (0, 1], sei die Verteilung einer geometrisch verteilten Zufallsvariable
X : Q — IN bezeichnet. Dabei ist p die Erfolgswahrscheinlichkeit eines Experiments
und X die Anzahl Experimente bis einschlieBlich des ersten Erfolgs’.

1 1-
ke N:PX =k =(-pF'p, EX) = > Var(X) = 21"
p

Geometrische Verteilung, X ~ Geo(p)

E(X)=4/3 EX)=2 EX)=4
i i i
1 ! ! : —o—p=025
1 1 1 —— p=05
o 08 ' ! ! ——p=075
=2 1 1 1 pP=Y
I 06 1 1
< 1 1
& o4 I I
1
0,2 1
\ k
0 ? —3—
1 2 3 4 5 6

Negative Binomialverteilung

Mit NegBin(r, p), r € IN, p € (0, 1], sei die Verteilung einer negativ binomialverteilten
Zufallsvariable X : Q — {r,r + 1,...} bezeichnet. Dabei ist p die Wahrscheinlichkeit
des Erfolgs eines Experiments und X die Anzahl Experimente bis einschlielich des
r-ten Erfolges.

l-p
P

erzlP(x=k>=(’;:i)p’<1—p)k-’, ECO=".  Var() =

Spezialfall: Fiir r = 1 ergibt sich die geometrische Verteilung Geo(p).

Poisson-Verteilung

Mit Poi(A4) sei die Verteilung einer Poisson-verteilten Zufallsvariable X : QQ — Ny be-
zeichnet, wobei A € R*. Dabei ist A die Intensitdt der Verteilung.

A
kelNg:P(X=k)=e¢ AF’ EX) = 4, Var(X) = A.
'n der englischsprachigen Literatur wird hiufig nur die Anzahl der Misserfolge gezihlt. Dies ergibt eine
andere Version der geometrischen Verteilung auf INg. Das Gleiche gilt fiir die negative Binomialvertei-
lung.
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Poissonverteilung, X ~ Poi(1)

EX)=1 E(X)=2 E(X)=5
| | |
o : o=
04 + 1 1 1 —o—1=2
3 ! I I —o—1=5
i :
N—"
T 02t ! ' !
[ 1 1 1
1 1
1 X 1 k
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Absolutstetige Verteilungen

Stetige Gleichverteilung auf dem Intervall [a,b] C R

Mit U, py, a,b € R und a < b, sei die Verteilung einer stetig gleichverteilten Zufalls-
variable X : Q — [a, b] bezeichnet.

1 b— 1
Fe(0) = T (). E(X) = —2 Var(X) = (b - a)”.

—a 27

Beta-Verteilung

Mit Beta(a,B), a,8 € R*, sei die Verteilung einer betaverteilten Zufallsvariable mit
X : Q — [0, 1] bezeichnet.

B ta—l(] _t),B—l o« _ (lﬁ
WO =g Hon® B =, Va0 = @ a1

wobei B(a, 8) := I'(@)['(B)([T(a + B8))"! die Betafunktion ist.

Spezialfall: Fiir « = 8 = 1 ergibt sich die stetige Gleichverteilung U 1.
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fx(@®

Gamma-, Erlang- und Exponentialverteilung

Spezielle Verteilungen

Betaverteilung, X ~ Beta(a, )

)

Mit Iy 4, @, A € RY, sei die Verteilung einer gammaverteilten Zufallsvariable X : Q —
RR* bezeichnet.

(Apk!

fx@® =24 @)

6_/” ]].R+ (t),

E(X) = %

Var(X) =

a

A2

Spezialfall 1: Fiir = k € IN erhélt man die Erlang-Verteilung, abgekiirzt mit Erl(k, A).

Spezialfall 2: Fiir @ = 1 ergibt sich die Exponentialverteilung, abgekiirzt mit Exp(A).

fx(@®)

0,8 +

0,6 +

04 |

02 +

E(X)=0,5

Gammaverteilung, X ~ I'(a, 1)

EX)=1,5

E(X)=2,25

t
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

2,5
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Normalverteilung

Mit N (u, o?), u € R, o € R*, sei die Verteilung einer normalverteilten Zufallsvariable
X : Q — R bezeichnet. Fiir 4 = 0 und 0> = 1 spricht man von Standardnormalvertei-
lung.

_=?

fx(@) = e E(X) = 4, Var(X) = 0.
2ro
Normalverteilung, X ~ N(u, 0%)
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Chi-Quadrat-Verteilung

Mit 2, n € NN, sei die Verteilung einer Chi-Quadrat verteilten Zufallsvariable mit n
Freiheitsgraden X : Q — R* bezeichnet.

= —— 27 o2 i (p), EX) =n, Var(X) = 2n.
0= 37 R () (X) X)
x2-Verteilung, X ~ y?2
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Tabelle der Standardnormalverteilung

A.2 Tabelle der Standardnormalverteilung

d(z) =P(X <2z

z

0,00
0,10
0,20
0,30
0,40
0,50
0,60
0,70
0,80
0,90

1,00
1,10
1,20
1,30
1,40
1,50
1,60
1,70
1,80
1,90

2,00
2,10
2,20
2,30
2,40
2,50
2,60
2,70
2,80
2,90

3,00
3,10

0,00

0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554
0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159

0,8413
0,8643
0,8849
0,9032
0,9192
0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713

0,9772
0,9821
0,9861
0,9893
0,9918
0,9938
0,9953
0,9965
0,9974
0,9981

0,9987
0,9990

0,01

0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591
0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186

0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207
0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719

0,9778
0,9826
0,9864
0,9896
0,9920
0,9940
0,9955
0,9966
0,9975
0,9982

0,9987
0,9991

0,02

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628
0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212

0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,9222
0,9357
0,9474
0,9573
0,9656
0,9726

0,9783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922
0,9941
0,9956
0,9967
0,9976
0,9982

0,9987
0,9991

0,03

0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664
0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238

0,8485
0,8708
0,8907
0,9082
0,9236
0,9370
0,9484
0,9582
0,9664
0,9732

0,9788
0,9834
0,9871
0,9901
0,9925
0,9943
0,9957
0,9968
0,9977
0,9983

0,9988
0,9991

0,04

0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700
0,7054
0,7389
0,7704
0,7995
0,8264

0,8508
0,8729
0,8925
0,9099
0,9251
0,9382
0,9495
0,9591
0,9671
0,9738

0,9793
0,9838
0,9875
0,9904
0,9927
0,9945
0,9959
0,9969
0,9977
0,9984

0,9988
0,9992

0,05

0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736
0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289

0,8531
0,8749
0,8944
09115
0,9265
0,9394
0,9505
0,9599
0,9678
0,9744

0,9798
0,9842
0,9878
0,9906
0,9929
0,9946
0,9960
0,9970
0,9978
0,9984

0,9989
0,9992

0,06

0,5239
0,5636
0,6026
0,6406
0,6772
0,7123
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315

0,8554
0,8770
0,8962
0,9131
0,9279
0,9406
0,9515
0,9608
0,9686
0,9750

0,9803
0,9846
0,9881
0,9909
0,9931
0,9948
0,9961
0,9971
0,9979
0,9985

0,9989
0,9992

0,07

0,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808
0,7157
0,7486
0,7794
0,8078
0,8340

0,8577
0,8790
0,8980
0,9147
0,9292
0,9418
0,9525
0,9616
0,9693
0,9756

0,9808
0,9850
0,9884
0,9911
0,9932
0,9949
0,9962
0,9972
0,9979
0,9985

0,9989
0,9992

0,08

0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844
0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365

0,8599
0,8810
0,8997
0,9162
0,9306
0,9429
0,9535
0,9625
0,9699
0,9761

0,9812
0,9854
0,9887
0,9913
0,9934
0,9951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986

0,9990
0,9993

0,09

0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879
0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389

0,8621
0,8830
0,9015
0,9177
0,9319
0,9441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767

0,9817
0,9857
0,9890
0,9916
0,9936
0,9952
0,9964
0,9974
0,9981
0,9986

0,9990
0,9993

Tabelle A.1: Tabelle der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung (gerundet
auf vier Stellen).
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A Appendix
A.3 Bildnachweis

Die Abbildung in der Danksagung ist eine Reproduktion von Paul Klees freundliches
Spiel von 1933. Gemeinfrei, Wikimedia Commons: https://commons.wikimedia.
org/wiki/File:1933_Klee_freundliches_Spiel_anagoria.JPG

Samtliche anderen Abbildungen in diesem Buch sind mit dem TikZ-Paket von ISIEX
von Peter Keller erstellt worden. Ausgenommen davon sind die Abbildungen 6.3, 6.6
- 6.8 sowie der Zeitstrahl im Kapitel Historischer Einblick, die in Adobe Illustrator
erstellt wurden.

Die Graphen wurden mit dem pgfplot-Paket in TikZ erstellt.

Die Karikaturen fiir dieses Buch wurden von der Zeichnerin Gisela Gurr erstellt, mit
freundlicher Genehmigung zur Nutzung. Die Illustrationen sind urheberrechtlich ge-
schiitzt und sind nicht unter der Creative-Commons-Lizenz CC-BY 4.0 lizenziert, unter
der dieses Werk veroffentlicht ist.
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Dieses Buch stellt Ubungen zu den Grundbegriffen und
Grundsatzen der Stochastik und ihre Losungen zur Verfi-
gung. So wie man Tonleitern in der Musik trainiert, so
berechnet man Ubungsaufgaben in der Mathematik. In
diesem Sinne soll dieses Ubungsbuch vor allem als Vorlage
dienen fiir das eigenstandige Lernen und Uben.

Die Schonheit und Einzigartigkeit der Wahrscheinlichkeits-
theorie besteht darin, dass sie eine Vielzahl von realen
Phanomenen modellieren kann. Daher findet man hier
Aufgaben mit Verbindungen zur Geometrie, zu Gliucks-
spielen, zur Versicherungsmathematik, zur Demographie
und vielen anderen Themen.

ISBN 978-3-86956-563-7  [W]rjeder [m]
9I78386915656371 [H]
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