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1 Einleitung

Im Zuge der Covid-19 Pandemie werden zwei Werte téaglich diskutiert: Die zuletzt ge-
meldete Zahl der neu Infizierten und die sogenannte Reproduktionsrate. Sie gibt wieder,
wie viele weitere Menschen ein an Corona erkranktes Individuum im Durchschnitt an-
steckt. Fiir die Schétzung dieses Wertes gibt es viele Moglichkeiten - auch das Robert
Koch-Institut gibt in seinem téglichen Situationsbericht stets zwei R-Werte an: Einen 4-
Tage-R-Wert und einen weniger schwankenden 7-Tage-R-Wert (siche [11]). Diese Arbeit
soll eine weitere Moglichkeit vorstellen, einige Aspekte der Pandemie zu modellieren und
den R-Wert zu schétzen.

In der ersten Hélfte der Arbeit werden die mathematischen Grundlagen vorgestellt, die
man fiir die Modellierung benotigt. Hierbei wird davon ausgegangen, dass der Leser bereits
ein Basisverstdndnis von stochastischen Prozessen hat. Im Abschnitt Grundlagen werden
Verzweigungsprozesse mit einigen Beispielen eingefiihrt und die Ergebnisse aus diesem
Themengebiet, die fir diese Arbeit wichtig sind, prasentiert. Dabei gehen wir zuerst auf
einfache Verzweigungsprozesse ein und erweitern diese dann auf Verzweigungsprozesse mit
mehreren Typen. Um die Notation zu erleichtern, beschrinken wir uns auf zwei Typen,
das Prinzip lésst sich aber auf eine beliebige Anzahl von Typen erweitern.

Vor allem soll die Wichtigkeit des Parameters A herausgestellt werden. Dieser Wert
kann als durchschnittliche Zahl von Nachfahren eines Individuums interpretiert werden
und bestimmt die Dynamik des Prozesses iiber einen langeren Zeitraum. In der Anwen-
dung auf die Pandemie hat der Parameter A die gleiche Rolle wie die Reproduktionsrate
R.

In der zweiten Hélfte dieser Arbeit stellen wir eine Anwendung der Theorie iiber
Multitype Verzweigungsprozesse vor. Prof. Yanev und seine Mitarbeiter in ihrer Verof-
fentlichung Branching stochastic processes as models of Covid-19 epidemic development
modellieren die Ausbreitung des Corona Virus’ iiber einen Verzweigungsprozess mit zwei
Typen. Wir werden dieses Modell diskutieren und Schétzer daraus ableiten: Ziel ist es, die
Reproduktionsrate zu ermitteln. Auflerdem analysieren wir die Moglichkeiten, die Dun-
kelziffer (die Zahl nicht gemeldeter Krankheitsfélle) zu schatzen. Wir wenden die Schétzer
auf die Zahlen von Deutschland an und werten diese schliellich aus.



2 Grundlagen

2.1 Monotype Verzweigungsprozesse

Zunéichst betrachten wir Verzweigungsprozesse in einfachster Form. Die Definition ori-
entiert sich am Skript Grundlegende Eigenschaften von Bienaymé - Galton - Watson -
Verzweigungsprozessen in diskreter Zeit, siehe [13].

Es wird die Zahl X,, der Individuen in einer Bevolkerung zur Zeit n betrachtet. Zu
jedem Zeitschritt produziert jedes Individuum Nachkommen nach einem Reproduktions-
gesetz r 1= (r;);eny und stirbt danach selbst. Mit Y}, ; beschreiben wir die Nachkommen
des k-ten Individuums der n-ten Generation. Diese Zufallsvariablen sind unabhéngig und
identisch verteilt in der Form:

P(Y,r=1)=r; Vi e N
Die Anzahl neuer Individuen in der néchsten Generation berechnet sich also wie folgt:

n+1 Zk; 1 nk ) falls Xn Z 1
Xpi1=0 , falls X,, =0

Es handelt sich also um eine Summe von Zufallsvariablen mit der Besonderheit, dass die
Anzahl der Summanden ebenfalls zuféllig ist.

Fir s € [0, 1] definieren wir die erzeugende Funktion f(s) von Y, x, welche dquivalent
ist zur erzeugenden Funktion von X, fir den Fall, dass X, = 1.

f(s) = E[s¥n*] = E[sX1/(Xo=1)] ZP ok =1)s" = Zrz

f ist stetig und monoton wachsend.

Beispiel 1. Ein maogliches Reproduktionsgesetz kénnte r = %(1, 1,1) sein. Das wirde be-
deuten: jedes Individuum kann mit gleicher Wahrscheinlichkeit kein, ein oder zwei Nach-
fahren bekommen. So ein Prozess mit Anfangsbevilkerung Xo = 3 kénnte zum Beispiel so
aussehen:

*~——————
L «~
«——

.7

*———
% % % % n
0 1 2 3

Die erzeugende Funktion von Y, j wdre hier:

Zr f+1s+ls
i 3 3



Diese Prozesse erfiillen die Verzweigungseigenschaft, auch additive Figenschaft ge-
nannt: Das bedeutet, dass ein Prozess, der mit ¢ Individuen beginnt, dquivalent ist zu der
Summe von ¢ Prozessen, die mit einem Individuum beginnen. Also fir alle i, k € N gilt:

P((Xnik)nz0 € | Xp = i) = P((i XMuso € 1),

J=1

wobei P(XV) € -) = P(X,, € | X, = 1)

Die Verzweigungseigenschaft liefert uns eine interessante Eigenschaft der erzeugenden
Funktion:

Theorem 1. Bezeichnen wir mit f, die erzeugende Funktion von X,,, startend in Xq =1,
so gilt:

fa=fofo..of und E[s*|Xy=1i=(fu(s))
—_—

n mal

Der zweite Fakt ergibt sich direkt aus der Verzweigungseigenschaft und daraus, dass die
erzeugende Funktion der Summe von Zufallsvariablen sich aus dem Produkt der einzelnen
erzeugenden Funktionen ergibt.

Sowohl die Verzweigungseigenschaft, als auch dieses Theorem finden sich in [13], in
Kapitel 1 von [3], [6] und [15] . Wir geben den ausfiihrlichen Beweis aus [13] wieder,
welcher induktiv erfolgt:

Beweis.

Faa(s) = E[s™ 1 Xo = 1] = 3 E[Lx,—is™ [ Xo = 1]

= SB[, mis2it 4 X = 1] = 37 B[l —i] Xo = 1)(E[s™]| X, = 1))
=D P(X, =i|Xo = 1)(f(5))" = fuo f(5)

>0



2.2 Multitype Verzweigungsprozesse

Beim vorher beschriebenen Verzweigungsprozess waren alle Individuen der Bevélkerung
gleichartig. Bei multitypen Verzweigungsprozessen kann die Bevolkerung in d verschiedene
Typen eingeteilt werden. Da wir nun oft mit Vektoren und ihren Eintrdgen hantieren,
wollen wir Vektoren hervorheben:

X, = (XM, X2), s=(s1,s) firs e R?, f=(fO, f?) usw.

n n

Dies erlaubt uns gelegentlich auch eine verkiirzte Schreibweise.

2.2.1 Einfiihrung des Modells und der Notation

Die hier vorgestellte Konstruktion ist eine vereinfachte Version von der in Kapitel 5 des
Buches Branching Processes ([3]). Die Gesamtzahl der Bevolkerung ist eine Zusammen-
stellung der Individuen der d verschiedenen Typen: X,, = (X, X2 . X)),

Hierbei ist XV die Zahl der Individuen vom Typ [ in der n-ten Generation.
Jeder Typ kann eigene Reproduktionsgesetze haben. Sei Yn(lllj die Zahl der Kinder
vom Typ [, die das k-te Individuum vom Typ j in der n-ten Generation hat. Diese Zu-

fallsvariablen sind unabhéngig voneinander. Das Wahrscheinlichkeitsmaf p; auf N ist das
Reproduktionsgesetz fiir den j-ten Typ.

P(Y,pj = (i1,09, .o 0a)) = pj(in, iz, ... 34) , fir (i1, 49, ..., iq) € N&

Im Folgenden wollen wir uns auf zwei Typen beschranken. Dann berechnet sich die
Zahl neuer Individuen vom Typ 1 wie folgt:

xm x@
X,§1+)1 = Z Yn(,lk),l + Z Yn(,lk),Q
k=1 k=1

Und die Zahl der neuen Individuen vom zweiten Typ entsprechend:

Xy(ll> X7(12)
X = D Vaka+ Vil
k=1 k=1

Die Reproduktionsgesetze sind zwei Mafle auf NZ:

]P)(Yn,k,l = (ib 22)) =D (ila i?)a
P(Y, k2 = (i1,12)) = pa(i1, ia), fir iy,is € Ny

Fir feste [ und j sind Yn(l,ij fiir verschiedene n und £ identisch verteilt. Daher werden in
spateren Betrachtungen n und k nicht spezifiziert, um die Notation nicht zu tiberladen.
Die Verzweigungseigenschaft gilt auch im multitypen Fall:
i io o
P((Xnsk)nz0 € Xy = (in,d2)) = P((D (XD7,0) + 37 (0, X29) ), € -),
Jj1=1 Jo=1

wobei P(X(D91 ¢ .) = P(XV) € -|X, = (1,0))

n

und P(X272 € ) = P(X® € |X, = (0,1))

n

Des Weiteren fithren wir Relationen auf R? ein:



Definition 1. - Fir s, t cR? ist s> t< 51 >t und sy > to.

- Firs,tcR? ists<te s<tunds, <t oder sy < to.

Definition 2. Fir 0 < s <1 definieren wir die erze ende Funktion
fls) = (f( )(51,32)7f( )<31,52)) von Xy = (X1 7X1

(1) IS s e
P (s1,82) = Elsy"" sy ] = D7 > pildn,in)sy' sy’
il 0i2 0
v, v
f<2)(81782>:E[81nk2 Z ZPQ i1, i9)s™ s
11=012=0

f ist die Erzeugendenfunktion von Xy und f, ist die Erzeugendenfunktion fir X,.

f@ ist monoton wachsend und stetig. Mit dhnlichen Argumenten wie in Theorem 1
(siche zum Beispiel [7] Seite 411) kann auch gezeigt werden, dass:

f,=fofo..of (1)
—_————

n mal

Beispiel 2. Ein bityper Verzweigungsprozess konnte zum Beispiel die Reproduktionsge-
setze haben:

pl(()?o) :pl(()’ 1) =p1(1,0) = Zl’)
p2(0,0) =0, pa(0,1) = pa(1,0) = po(1,1) = zla

Nur Individuen vom ersten Typ konnen aussterben, wihrend der zweite Typ immer min-

destens einen Nachfahren hat. Fine Realisation dieses Prozesses mit Anfangsbedingung
Xo = (1,1) konnte so aussehen:

Typ 2 e e
- |
~—
Typ 1

Die erzeugenden Funktionen wdren hier:
1

f(l)(Sl, 82) = 5(1 + S1 + 52)
F@ (s1,8) = 5(31 + 53 + 5152)

Beispiel 3. Ist die Anzahl méglicher Nachfahren fiir jeden Typ endlich, so ergibt sich fiir
die erzeugende Funktion stets ein Polynom. Sei m die maximale Anzahl an Nachkommen,

die ein Individuum von irgendeinem Typ haben kann. Und seien p; und py Wahrschein-
lichkeitsmape auf {0,1,...,m}2. Dann ist:

hE
1

FO(s1,80) =

D1 (11, Z2)3115122

Il
=)
S

0

~.

1 2

NE
s

FP(s1,58,) = paiy, i) sit s

0

s
=
Il
o
S

2



2.2.2 Asymptotisches Verhalten in Abhingigkeit zum Parameter A

Das asymptotische Verhalten solcher Prozesse lasst sich nicht intuitiv ablesen. Um die
Dynamik besser betrachten zu kénnen, definieren wir die Durchschnittsmatrix, auch Mu-
tationsmatrix genannt:

Definition 3. Fir einen bitypen Verzweigungsprozess sei M = (m; ;)i =12 € R2%? dje
Durchschnittsmatriz mit:
m;; = E[Yé,]k?,i] =Y piliy, ia)i;
11,12
my; j ist also die durchschnittliche Zahl der Nachkommen vom Typ j, die ein Individuum

vom Typ ¢ hat. Wir gehen im Folgenden stets davon aus, dass alle Eintrage von M endlich
sind, also fiir alle i, j € {1,2} gilt: B[V, || = E[Y( 1] < .

n, k ) n,k,i
Betrachten wir den Zusammenhang mit der erzeugenden Funktion:
Da 51,52 < 1 und da sich die Koeffizienten p; zu 1 aufsummieren und positiv sind,

konvergiert die Reihe:
. vy y@. Sl o S o
f(l)(51,82) = E[s;""" s, ] = Z Z piliy, o) 51113122 < Z Z pi(iy,i9) =1
i1=0 i2=0 i1=0i3=0
Somit ist die Potenzreihe f fiir 0 < s < 1 unendlich oft differenzierbar.
Wir bezeichnen den Grenzwert der Ableitung von links: lim, s,)1(1,1) 85 - (s1,82) ab-
kiirzend mit af—@(l, 1). Der Grenzwert existiert, da f(*) monoton wachsend und stetig ist.

Es gilt: af( 2 (1 1) = oo genau dann, wenn E[Y(J)

nkz] 0.

af(i) 0o 00

95 = Z Z pi<i1,i2 lelll 13122
1 i1=1142=0
0 S N
af (1 1) = Z Z pi(Zl, 22)21
51 i1=1i2—0
o Ff@ of@)
= m;; = 8‘];1 (1,1) und analog: m; s = 8];2(1, 1)
f(l
In unserem Beispiel 2 ergibe sich:
(1) 1 1 1
mi1 = E[Yn,k,l Z Z h 11722)21 = p1<1 0)
11=012=0 3
af(l) 1 1 o
m2 =5 (1,1) = Z Z p1(i1,42)ie = p1(0,1) = =
52 i1=0da—1
" 11
may = E[Y, o] = D Y palin,in)in = p2(1,0) + pa(1,1) = =
i1=0i3=0
af(?) 1 1 o
map = (L1 = 30 3 il )iz = pa(0.1) + (1) =
2 i1=0io=1

1/1 1
M_3<2 2)



Jeder Prozess hat genau eine solche Matrix, aber mit der Matrix allein kann man den
Prozess nicht rekonstruieren, da bei ihr Informationen verloren gehen. Folgende Repro-
duktionswahrscheinlichkeiten wiirden beispielsweise die gleichen Durchschnittswerte lie-
fern:

—_

p1(0,0) = = pr(1,0) = py(0,1) = py(1,1) = 1/6

27

p2(07 0) - p2(27 0) - p2(07 2) -
Definition 4. Eine Matriz M heifit strikt positiv, falls es ein n € N ¢ibt, sodass in M"
jeder Eintrag positiv ist. Das heifit mEj}) > 0 fir alle i,j € {1,2}, wenn mz(?;-) den (i,j)-

ten Eintrag in M™ bezeichnet. Fin Verzweigungsprozess, dessen Durchschnittsmatrix diese
Figenschaft hat, heifit positiv regular.

Wl =

Bei positiv reguldren Prozessen kann bei jeder Anfangsbedingung jeder Zustand in
endlicher Zeit mit positiver Wahrscheinlichkeit erreicht werden. Um den Verlauf solcher
Prozesse zu beobachten, hilft uns das Theorem aus [3] aus Kapitel 2.

Theorem 2. Jede strikt positive Matriz M mit nichtnegativen Eintrdgen hat einen ma-
zimalen Eigenwert X € RY. Das heifst: fiir alle Eigenwerte X' € C, N # X gilt: |N| < A.
Dieser Figenwert ist einfach, hat also die algebraische Vielfachheit eins. Seien w der
dazugehdrige Rechtseigenvektor und v der assoziierte Linkseigenvektor. Seien uw und v
normiert, sodass w-v=1 und w-(1,1) = 1. Dann ist die Matriz C mit C; ; = wv; strikt
positiv und es gilt:

wobei CR = RC = 0 und fir alle i,j = 1,2 gilt: (R");; = O(X\}) fiir ein \g < A bzw.
(R")ij = o(A") .

Fiir zwei Vektoren u und v bezeichnet u - v das Skalarprodukt.

Die Dynamik des Prozesses fiir grofle n kann also durch den maximalen Eigenwert
A von der Durchschnittsmatrix M kontrolliert werden. Daher kann A als Wert fiir die
durchschnittliche Zahl der Nachfahren eines Individuums interpretiert werden. Bei A < 1
nennt man den Prozess subkritisch, bei A = 1 kritisch und bei A\ > 1 superkritisch.

Dass der maximale Eigenwert selbst bei zweidimensionalen Matrizen schon nicht in-
tuitiv zu raten ist, soll folgendes Beispiel illustrieren:

Beispiel 4. Betrachten wir einen Verzweigungsprozess mit folgender Durchschnittsma-

trix:
1 9p
_ 2 1
M (1 = ;)

Mit b € [0,1]. Dann ist der mazimale Eigenwert die Losung von det(M — A1) = 0:

A= ; +3/2,/b(1 — b).

Der Prozess wird kritisch bei A = 1. Das passiert, wenn b(1 —b) = 1/9. Somit sind die
kritischen Werte fiir b:

~ 0.127

~ (0.873.

oo



A A=143/2,/b(1-0)

1.3 T
1.2 +
1.1+

T . N
0.9 +
0.8 +
0.7+
0.6 1

] ] ] ]

by 0.2 0.4 0.6 0.8 by

1
Der Prozess ist also subkritisch (A < 1) fir b € [0,b1) U (be, 1],
kritisch fiir A =1, also b = by oder b = by
und superkritisch (A > 1) dazwischen, also fir b € (b, bs).

0.5 b

2.2.3 Aussterbewahrscheinlichkeit

Wir wollen triviale Prozesse ausschlieflen.

Definition 5. Ein Prozess X,, heifit singular oder einfach, wenn es eine Matriz A mit
nichtnegativen Eintragen gibt, sodass fir die erzeugende Funktion gilt: f(s) = As.

Ein Prozess ist singulér, wenn jedes Individuum immer genau einen Nachfahren hat
und nur noch zufallig ist, von welchem Typ der Nachfahre ist. Die Gesamtzahl der Popu-
lation bleibt dann konstant und der Prozess ist fiir unsere Zwecke uninteressant.

Beispiel 5. Mit den Reproduktionsgesetzen:

ist der Prozess singular. Betrachte die erzeugende Funktion:

fi(s1,82) = ;(31 + 89)
f2(81,82) =51

Dann finden wir eine nichtnegative Matriz A, fir die gilt: f(s) = As.

s
I
A/
=N =N
O~ ON=
N——

s

V)

I
/



Definition 6. Mit a = (a1, as) bezeichnen wir den Vektor mit Aussterbewahrscheinlichkei-
ten: a; € [0, 1] ist die Aussterbewahrscheinlichkeit eines Prozesses, der mit genau einem
Individuum des Types i beginnt.

a; = P(X,, = (0,0) fir ein n € N[ Xy = (1,0)).
as = P(X,, = (0,0) fiir ein n € N| X, = (0,1)).

Des Weiteren fithren wir das positive Einheitsquadrat auf R? ein:
Definition 7. C = {(s1,s2) € R?(0,0) < s < (1,1)}

59

l s1
0 1

Mit folgendem Theorem aus [3] Abschnitt 3 stellen wir die Aussterbewahrscheinlichkeit
in Abhéngigkeit zum grofiten Eigenwert der Durchschnittsmatrix dar:

Theorem 3. Sei X, positiv requldr und nicht singuldr. Sei A der maximale Eigenwert
der Durchschnittsmatrizc M. Dann:

i) Falls A <1, soist a= (1,1). Falls A > 1, so ist a < (1,1).
i) lim, o f,(8) = a fiir alle s € C.
itt) a ist die einzige Losung von f(s) = s fir s € C.

Bei kritischen und subkritischen Prozessen stirbt die Population also fast sicher aus.
Aulerdem liefert das Theorem eine Moglichkeit, die Aussterbewahrscheinlichkeiten fiir
superkritische Prozesse zu berechnen.

Wenden wir dieses Theorem auf ein Beispiel an. Interessant ist nur der superkritische
Fall. Also berechnen wir A in Abhéngigkeit vom Parameter b und setzen A > 1 voraus.
Wir miissen uns mogliche Reproduktionsgesetze ausdenken, welche die entsprechenden
Durchschnitte produzieren:

10



Beispiel 6.

1 1 1
1 1
1,0) == 1,1) = =
p2< ) ) 27 p2( ) ) 9
1 1
f(l)(31,$2)=§—b+531+b32
1 1
f(2)(817 S9) = 581 + 58182
1 b
—[2
u=(i 1),
1
0=(=—-N?=b
ERY
1
1
:>b>1, damit A > 1.

Da f® ein Polynom vom Grad gréfer eins ist, ist der Prozess nicht singuldr und M hat
offenbar nur positive Fintrige, da b > 0. Also ist der Prozess auch positiv requldr. Finden
wir nun den Fizpunkt a von f(s) in C.

f(l)(ShSQ) :%—b—f—%sl—f—bSQ:Sl
fO(s1,8) = %S1 + %8182 = S2

o S1 :1—2b+2b82
Sy =35 % 35V 1 —8b+ 1652

Da ay eine Wahrscheinlichkeit sein soll, muss s, € [0,1] sein und da fir b € (3, 3] gilt:

ﬁ € [%, 1), ist klar, dass wir ss = ﬁ — ﬁ\/l — 8b + 16b% wdhlen missen. Insgesamt gilt

fir die Aussterbewahrscheinlichkeit also:

11 11
(al,ag):<1—26+26< VI —8b+ 1657, — \/1—8b+1662>

4b  4b

4b  4b

1 4
0.8 1
0.6 1
0.4 1
0.2 1

0 % % % | — ]
0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Fiir b < i wissen wir nach Theorem 3, dass die Aussterbewahrscheinlichkeit eins ist.
Das stimmt mit unserem Randwert tiberein. Fiir b = % ist p1(0,0) = % —b =0, somit ist
es unmdaglich, dass ein Individuum keinen Nachfahren hat und es ist logisch, dass dann

die Aussterbewahrscheinlichkeit Null ist.

11



2.2.4 Grenzwertbetrachtung im subkritischen Fall

Das folgende Theorem aus Abschnitt 4 in [3] nutzt die in Theorem 2 definierten Rechts-
und Links-Eigenvektoren u und v.

Theorem 4. Fur einen Verzweigungsprozess mit A < 1 existiert eine Funktion
~v:R? = R, sodass gilt:

v-[(1L1) = fu(s)]
/\n

17(s) >0, firn— oo und s€C. (2)

Hierbei ist v(-) monoton fallend und > 0, genau dann, wenn E[HXlH logHXlH] < 00.

tim TR BE g ®)
und:
T B(X., # (0,0)|X = K) = 5(0,0)(k- ). (@)

Im subkritischen Fall wissen wir bereits, dass der Prozess fast sicher aussterben wird.
Dieses Theorem liefert eine exponentielle Konvergenzrate der erzeugenden Funktion mit
f.(s) ~ (1,1) + A"y(s)u. Da die Verteilung von X,, durch f, eindeutig bestimmt ist,
erlaubt uns dies folgende Interpretation: X,, konvergiert in Verteilung exponentiell gegen
eine entartete Variable mit der erzeugenden Funktion (1,1). Eine Variable mit dieser
erzeugenden Funktion ist fast sicher Null, denn sie ist konstant und somit ist jeder Moment

der Variable Null.
2.2.5 Grenzwertbetrachtung im kritischen Fall

Fiir unsere weitere Betrachtung missen wir zunéchst den Vektor aus Matrizen Q =
(Q1,Q2) einfithren, wobei @, die zweiten Momente des Typs [ beinhaltet:

Definition 8. Q = (Q1,Q>), hierbei sind Q; € R*»? Matrizen mit Eintrigen:
(Q1)ij =i, 5) = BV, Y35 = 61V,

. a2f(l)
x (1,1).
882‘88]'

Auferdem definieren wir die quadratische Form:
S1 1 2
Qi(s) = (s1,52)Qu <52> =5 > siqu(iy j)s;
ij=1

Somit ist Q(s) = (Q1(8), Qa(s)) eine Funktion von R? nach R2.

Rechnen wir die mit * markierte Gleichung nach:

a(i,5) =B V9, =6, = 3 kikypi(kr, ka) — 6 kapi(Ka, ko).

k1,k2=0
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Um f® abzuleiten, miissen wir die Félle unterscheiden: Fiir i # j konnen wir aufgrund
der Symmetrie ¢ = 1 j = 2 voraussetzen und:

82f(l

(ky, ky)shtshe = ovkapy (K, ) st~ ske 1,
051057 881882 ZOkQZOPZ 1 ha)sits klkZQ ) 1hopi (K1, k2)s)
it 1,1 kikopy (K1, k
831832( 1) = Z 1kapi(ky, k2).

k1,ka=0

Hier ist die Gleichheit sofort zu sehen. Nehmen wir ¢ = j und ¢ = 1 an. Der Fall ¢ = 2
lauft dann analog:

#ro o2 k k-2 k
FrE 22 Zpl ki, ko) st 822_2 Zk‘l kv — Dk, ko)syt™"s52.
51 IST 120 kp=0 k1=2 ko=0
62]0([ 00
8 a9 (]_ 1 Z Z k’l k‘l —1)]?1(]{31,]{72)
k1=2 ka—0

Durch Ausklammern erkennen wir auch hier die Gleichheit.

Beispiel 7. Nehmen wir die Reproduktionsgesetze aus Beispiel 6 und berechnen Q:

1 1 1
pi(1,0) = 2’ p1(0,1) = b, P1(0,0)25—b (Oﬁbﬁi)
1 1
1,0 — 1,1) ==
pZ( ) ) 2ap2( 9 ) D)
1 1
f(l)(Sl, $2> 2 b + 581 + b82
1 1
f(2)(317 Sp) = 531 + 53182
1 b
_[2
u=(i 1)
1

Da wir hier den subkritischen Fall betrachten, setzen wir b < + voraus. Die Matrizen
Q1 und Qs sind nichts weiter als die Hessematrizen fiir fV) respektive )

0 0 0 1
Hf1:<0 0>:Q17Hf2:<1 6>:Q2

2
Somit ist Q1(8) = 0 und Qa(s1, s2) = 35152. Insgesamt also Q(s) = (0, 35152).

Folgendes Theorem aus [3] Abschnitt 5 nutzt die zuvor definierten Eigenvektoren und
das gerade eingefithrte Q, um das asymptotische Verhalten des Prozesses zu beschreiben:

Theorem 5. Sei ein multipler Verzweigungsprozess mit A = 1 und E[ || X1]|*] < oo gege-
ben. Seien w und v die Rechts-und Links-FEigenvektoren der Durchschnittsmatriz M. Fir
w € R? mit w- v > 0 konvergiert + (X w) bedingt auf das Nichtaussterben X, # 0 inn
zu einer Zufallsvariable mit Vertezlungsfunktwn.

% b, firz >0
0 firx <0
v-w

v Q) ©)

fz) = (5)

wobei p =

13



Auch im kritischen Fall stirbt die Bevolkerung fast sicher aus, jedoch liefert das Theo-
rem interessante Ergebnisse, wenn man den Prozess darauf bedingt, nicht auszusterben.
Hier konvergiert %(Xn -w) in Verteilung gegen eine Zufallsvariable Z, wobei Z die Ver-
teilungsfunktion f hat. Z ist exponentialverteilt mit Parameter % und Erwartungswert

p.

2.2.6 Exponentielles Wachstum im superkritischen Fall

Im superkritischen Fall wissen wir bisher nur, dass der Prozess nicht fast sicher ausstirbt.
In den meisten Féllen bleibt die Wahrscheinlichkeit, dass der Prozess ausstirbt auch fiir
grofle A nicht Null. Wir kénnen aber zumindest eine Grenzwertbetrachtung der Variable
X,, durchfithren und feststellen, dass sie mit exponentieller Geschwindigkeit explodiert.
Genauer: die Variable % konvergiert gegen eine Zufallsvariable, die unter gewissen Be-
dingungen nicht entartet ist. Das Theorem aus [3] Abschnitt 6 beschreibt den Sachverhalt
genau:

Theorem 6. Sei X, ein superkritischer nicht singuldrer und positiv requldrer Verzwei-
gungsprozess mit Durchschnittsmatriz M. Sei A > 1 der gréfste Figenwert von M und v
der Linkseigenvektor. Dann existiert eine nicht negative Zufallsvariable W, sodass:

X,
nh_)xgov = oW a.s. . (7)
Weiterhin gilt:
P(W>0)>0 (8)
genau dann, wenn:
E[Yl(ll)j log Yl(,ll)yj] < oo fir alle j,l € {1,2} (9)

Wenden wir dieses Theorem auf den Prozess aus Beispiel 6 an. Hierbei ist b € (i, %],
sodass der Prozess superkritisch ist

Beispiel 8.

1 1

p(1,0) =5, pi(0,1) =b, pi(0,0) =5 —b
1 1

1,0) == 1.1) = =

pa2(1,0) 57 p2(1,1) 5

1
)\:§+\/l_7

Schreibe verkiirzend Yj(l) fiir Yl(ll)J und prife (9):

IE[Yl(j)long(j)]: Z kjlog(ky)p;(kq, k2).

k1,ka=0
1
B[V, log V"] = - 1log(1) +b - ,0log(0) “ = 0
E[Y? logV{?] = b- 1log(1) = 0
1
E[Y,"log V"] = = - 1log(1) + 5 Llog(1) =0

IE[YQ(Z) log YQ(Z)] = —-1log(1) =0.

N =D =

=(9) ist erfillt und somit gilt Theorem 6 mit P(W > 0) > 0.
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Somit divergiert X,, in exponentieller Geschwindigkeit: X,, ~ X"vW , wobei W mit posi-
tiver Wahrscheinlichkeit grofier als 0 ist.

Nur die Teilmenge des Ereignisraums (2 ist interessant, auf der {W > 0} gilt. Fur
diese Teilmenge liefert das Theorem eine exakte Explosionsrate A\". Im anderen Fall kann
die Bevolkerung X,, durchaus auch explodieren, nur nicht so schnell wie \".

Beispiel 9. Folgendes ist ein Beispiel fir einen Verzweigungsprozess, der (9) nicht erfillt.
Damit es moglichst unkompliziert bleibt, konstruieren wir einen Multitypen Verzweigungs-
prozess, der sich wie ein Monotyper Verzweigungsprozess lesen ldisst. Das schaffen wir,
indem wir festlegen, dass Individuen vom Typ 1 nur Kinder vom Typ 1 zeugen kénnen:

p2(Z7j) = 07 fUT’ alle Za] € NO

1 .
pl(()?o) =D, p1(170) =q, pl(kao) = 29 fur k Z 2

k2 log(k)

p+aq+ pi(k0)=1
k=2

Dass die Reihe Y32, p1(k,0) konvergiert, folgt mithilfe des Vergleichskriteriums daraus,
dass E[\Yl(l)ﬂ < 00, was wir gleich zeigen werden. p und ¢ missen dann so gewdhlt werden,
dass p1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Da wir fir jeden unserer Verzweigungsprozesse
voraussetzen, dass die durchschnittliche Anzahl von Kindern m; ; fir jeden Typ existieren,
zeigen wir IE[|Y1(1)|] < 00.

Dafiir nutzen wir das Cauchy- Verdichtunskriterium (siehe [8]), welches besagt:

Fiir eine monoton fallende Folge nichtnegativer Zahlen (ay) gilt:

dYap<ooe D 2Pan < oo (10)
k k

Wir zeigen E[|Y1(1)|] < 00, aber E[D/l(l) log(Yl(l))H = 00:

> 1

E[V\V) =g+ s < 0
Y] k; Flog(k)?
ey 2 v L s
= 2klog(26)2 ~ &= k@ log(2)2 o
1
E[ Y log(v{")[] = =0
! ! ,;2 klog(k)
Syt A
—_— = =0 W.A.
= log(2%) = klog(2)

Somit ist (9) fir j =1 =1 nicht erfillt, was bedeutet, dass es keine Teilmenge vom Ereig-
nisraum 2 mit Maf gréffer Null gibt, auf der unser gerade konstruierter Verzweigungspro-
zess so schnell wie A" explodiert. Numerisch angendhert entspricht A = E[|Y;"|] ~ 2 +q.

Die Aquivalenz von (8) und (9) erscheint unintuitiv: um (9) nicht zu erfiillen, miissen,
wie in Beispiel 9, viele Kinder mit positiver Wahrscheinlichkeit gezeugt werden konnen.
Intuitiv wiirde das auch bedeuten, dass der Prozess dann auch schneller explodiert. Das
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Gegenteil ist jedoch der Fall. Das liegt daran, dass zumindest immer E[|Yl(j )|] < oo gefor-
dert wird. Dadurch miissen die Wahrscheinlichkeiten fiir viele Kinder rapide abfallen. In
Beispiel 9 ist dies auch der Fall: IP’(Yl(l) < 2) ~ 0.3 und:

T T T T T T T

1 T 1 I
0.5 -
04 i
=
| 0.3r -
= |
EO'Q
0.1 i
0 =0 0 0000000020
|

k

Ein ausfiihrlicher Beweis fiir die monotype Version dieses Theorems findet sich in [1]
auf den Seiten 18 bis 26. Dort wird auch ein weiteres Argument vorgebracht, welches
die Zusammenhéange erklart: Betrachte man zwei Prozesse mit gleichen Parameter A und
fordere man fiir den zweiten Prozess, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir viele Kinder grofer
sind als beim ersten. Dann ist klar, dass auch die Wahrscheinlichkeiten fiir ein oder keine
Kinder grofler sein miissen, als beim ersten Prozess, damit der gleiche Durchschnitt A
zustande kommt. .

Wenn beide Prozesse ]EHY}(] )H < oo erfiillen und der zweite (9) nicht erfiillt, so muss
beim zweiten Prozess auch die Wahrscheinlichkeit fiir wenig Kinder oder das Aussterben
hoher sein. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Prozess so schnell wéchst wie \"
fiir n — oo Null.
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3 Ein multityper Verzweigungsprozess als Modell zur
Untersuchung der Ausbreitung von Covid-19

Nachdem wir in der ersten Hélfte der Arbeit die theoretischen Grundlagen geschaffen
haben, wenden wir diese nun auf das Beispiel der Corona Pandemie an. Hier soll anhand
der Fallzahlen die Reproduktionsrate der Krankheit geschéatzt werden. Wir erkléren zuerst
das Modell, stellen noch einmal die Bedeutung der Reproduktionsrate heraus und stellen
Schéatzer fir diese auf. Auflerdem schiatzen wir andere interessante Parameter. Schliellich
wenden wir die Schatzer auf die Daten von Deutschland an und diskutieren die Ergebnisse.

3.1 Einfithrung des Modells

In seinem Artikel [17] stellt Yanev ein Modell fiur die Verbreitung des Coronavirus’ vor.
Mit dessen Hilfe mochte er die Reproduktionsrate und das Verhéltnis zwischen behordlich
gemeldeten Fallen und unbekannten Krankheitsféillen schitzen.

Ein Verzweigungsprozess soll die Zahl der infizierten Menschen X,, in einem Land mo-
dellieren. Hierbei unterscheiden wir zwei Typen: X,, = (X, X(?). Individuen vom Typ
2 sind Menschen, die am Tag n als krank diagnostiziert und gemeldet wurden. Die Zahl
dieser Menschen lésst sich erfassen. Genauer: X2 ist die Zahl der am Tag n gemeldeten
neuen Covid-19 Falle in einem Land - nicht zu verwechseln mit der monoton wachsenden
Gesamtzahl der Félle in einem Land.

Menschen vom Typ 1 sind nicht diagnostizierte Infizierte. Also Menschen, die die
Krankheit in sich tragen (damit also auch andere anstecken konnen), von denen aber nicht
bekannt ist, dass sie das Virus haben. Sie konnen einen asymptomatischen Krankheits-
verlauf haben, oder ihr Test Wurde noch ausgewertet, etc. Thre Zahl kann nicht gemessen,
sondern nur vermutet werden. X ) bezeichnet also die Zahl der Menschen, die am Tag n
das Vlrus 1n sich tragen, ohne dass sie diagnostiziert wurden.

Sei Y j die Zahl der , Nachfahren® vom Typ [, die das k-te Individuum vom Typ j in
der n-ten Generation hat. ,Nachfahren“ sind hier Personen, die von diesem Individuum
angesteckt wurden. Bleibt die Person selbst krank, so wird sie im néchsten Schritt als ihr
eigener ,Nachfahre“ gewertet. Es errechnet sich die Menge der kranken Individuen am
nachsten Tag durch:

n+1 Z Y Z n(lk)Q
(1>

n+1 Z k1+z n(2k)2

Fir feste [ und j sind Y, n k ; identisch unabhéngig voneinander verteilt. Daher lassen
wir, wenn wir tiber ihre Vertellung sprechen, die unrelevanten Indizes n und k aus.

Sprechen wir tiber die Reproduktionsgesetze: Wir gehen davon aus, dass Individuen
vom Typ 2 aus dem Prozess der Ausbreitung des Virus’ entfernt werden, weil sie sich in
Quaranténe begeben oder sterben. Daher ist Yo = (0,0).
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X

1 1
Xﬁwzl = Z Yn(,k;),l

k=1
(2) X (2)
Xn+1 = Z Yn,k,l
k=1

Interessant sind also nur die Reproduktionsgesetze der Individuen vom Typ 1:

Ein infizierter Mensch von Typ 1 kann an jedem Tag 0 bis B — 1 andere Menschen
infizieren. Diese sind zunéchst vom Typ 1, da sie selbst noch nicht wissen, dass sie infiziert
wurden. Dann ist Yl(l) € {1,...,, B}, da das Individuum selbst auch noch krank bleiben
kann. Wir legen hierbei B € N nicht fest, wissen aber, dass B durch die Zahl der Menschen,
die in dem betrachteten Land leben, begrenzt ist.

Auflerdem kann der infizierte Mensch mit der Wahrscheinlichkeit py selbst gesund wer-
den (Y; = (0,0)), oder erfahren, dass er krank ist, wodurch er zu Typ 2 wird (Y; = (0, 1)).
Die Wahrscheinlichkeit dafiir bezeichnen wir mit ¢. Somit ergibt sich fiir die Reprodukti-
onsgesetze:

]P)(Yl = (il,ig)) = pl(h,ig) fUI' i17i2 - NO

B
p1(070>:p07 pl(]70):p]7 furj:Lan pl(()?l):q:l_zpj
7=0

Anmerkung 1. Wir stellen fest: IP(Yl(Q) =0)=1—q und IP(Yl(Z) = 1) = q. Ob ein nicht
diagnostiziertes infiziertes Individuum im ndchsten Schritt gemeldet wird, ist Bernoulli-
verteilt zum Parameter q. Somit ist die Zahl der gesamt als krank gemeldeten Menschen
am n + 1-ten Tag Binominial-verteilt zu den Parametern XV und q:

P(X), =i x(V =1) = (i) ¢(1-q)" i=01,...[; =012,

q kann also als Quote zwischen den am Tag n gemeldeten Fallzahlen und der Zahl der
nicht diagnostizierten Infizierten am Vortag gesehen werden.

Der Prozess startet am Tag 0 mit Xél) > 0 nicht diagnostizierten Erkrankten und

ohne Individuen vom Typ 2. In unseren Betrachtungen werden wir von X(()l) =my €N
ausgehen.
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3.2 Die Reproduktionsrate R

Offentlich wurde schon viel dariiber diskutiert, welche Bedeutung die Reproduktionsrate
R hat und dass es wichtig ist, dass sie kleiner als Eins ist. In [9] ist ein Ausschnitt
einer Rede von Angela Merkel verlinkt, in dem sie tiber die Implikationen des Wertes
spricht. In diesem Abschnitt liefern wir die Implikationen des Wertes von R fiir den gerade
konstruierten Verzweigungsprozess. Wir stellen fest, dass dieser Wert dem im Abschnitt
Grundlagen hervorgehobenen Parameter A entspricht und wiederholen die Konsequenzen,
die wir in diesem Abschnitt herausgestellt haben fiir A bezichungsweise R grofier, kleiner
und gleich eins.

Definition 9. Sei R die durchschnittliche Anzahl von Typ 1 Infizierten, die von einem
Typ 1 Individuum an einem Tag erzeugt werden:

B
R=EY" =Y jp,
j=1

Stellen wir die Durchschnittsmatrix auf:

M- ({j g) (11)

Betrachten wir die offensichtlichen Eigenwerte 0 und R, so stellen wir fest, dass der grofite
Eigenwert der Durchschnittsmatrix A = R entspricht. Dies erlaubt uns die Einteilung des
Prozesses in subkritisch fiir R < 1, bei R = 1 kritisch und bei R > 1 superkritisch. Die Im-
plikationen der verschiedenen Klassifikationen wurden im Grundlagenbereich diskutiert:

- Fur R <1 stirbt der Prozess fast sicher aus

- Fir R < 1 strebt der Prozess in exponentieller Geschwindigkeit in Verteilung gegen
Null.

- Im superkritischen Fall explodiert die Zahl der Infizierten in Geschwindigkeit R"
auf einem nicht trivialen Teil des Wahrscheinlichkeitsraums, falls:
B[V log(v{")]] < o0 (9).
Bedingung (9) ist erfiillt, da |Y;"| nach oben durch B beschrénkt ist.

AuBerdem koénnen wir die Bedeutung von R fiir den durchschnittlichen Verlauf des
Prozesses sehr einfach herausstellen:

- R" q‘Rnfl
=y )

Definieren wir mit M@ (n) die erwartete Anzahl an Typ ¢ Infizierten am n-ten Tag.
Es gilt:

E[(XY, X)) = (MW (n), MP(n)) = (MM (0), M (0)) M"
Da wir von Xy = (mg,0) ausgehen, ergibt sich:

R q- Rn—l

B X)) = 10 A0 = (e 0) (47

) — (mo- R, mo - q- R"™)
Mit MM (n) = mg - R™ kénnen wir einfach nachzuvollziehende Aussagen iiber den durch-
schnittlichen Verlauf des Prozesses treffen: Fiir R < 1 féllt der Durchschnitt der Infizierten
exponentiell auf Null, wahrend er fiir R > 1 in exponentieller Geschwindigkeit explodiert.
Im kritischen Fall bleibt der Erwartungswert konstant.
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3.3 Ermittlung der Schitzer fiir R und weiterer interessanter
Grofien

In diesem Abschnitt werden wir verschiedene Moglichkeiten diskutieren, die Reproduktions-
rate zu schitzen. AuBerdem tberlegen wir, wie wir mithilfe von R die Zahl der nicht
gemeldeten Falle ermitteln konnen.

3.3.1 Harris Schatzer fiir R

Nach unseren Berechnungen im vorherigen Abschnitt ist:

p_mo RN MO (1) E[X?)]
o mo - R" o M(z)(n) o IE[X(Q)]

n

Harris entwickelte in [6] fiir monotype Verzweigungsprozesse einen Schétzer fiir den
Parameter A: Sind in einem monotypen Verzweigungsprozess die Werte Xy, .., X,,11 be-
kannt, so ist der Maximum-Likelyhood-Schétzer (MLE) fiir A:

N>=3
. =
i=1 Xi
Dieser Schétzer ergibt intuitiv sehr viel Sinn: Als Schétzer fiir den Erwartungswert fiir

Xﬁl wird das Mittel iiber die Werte XQ(Q), cey Xﬁ)l genommen und als Schatzer fiir den

Erwartungswert fiir X(? das Mittel iiber X?) bis X (2.

Fiir unser Modell ergibt sich als Schétzer:

_ n+l y(2)

anzlizm firn=1,2 .. N (12)
noxl

=1

7

Wir schatzen also R fiir jeden Tag, wobei jeweils die Tage 1 bis n + 1 einbezogen werden.
Hierbei soll N (die Zahl der betrachteten Tage) grofl genug sein und es ist zu beachten,
dass die Schatzer fiir kleine n unprézise sind.

Harris stellte aulerdem fest, dass dieser Schatzer im superkritischen Fall und bedingt
auf das Nicht-Aussterben konsistent ist. Also: unabhéngig vom tatséchlichen Wahrschein-
lichkeitsmafl des Modells ist der geschitzte Wert fast sicher sehr nah am zu schatzenden
Wert, solange man eine beliebig grofie Stichprobe zulésst.

Diese Eigenschaft ist fiir unseren Fall leider nicht sehr niitzlich. Die Reproduktions-
rate ist nicht konstant, sondern dndert sich im Verlauf der Zeit: zum Beispiel, weil im
betrachteten Land Quarantdnemafinahmen erlassen bzw. aufgehoben werden. Auch die
Urlaubssaison oder grofie Events konnen die Reproduktionsrate verdndern. Welche Maf3-
nahmen R wie genau beeinflussen, soll jedoch nicht Teil dieser Arbeit sein.

Da der Harris Schitzer ein Maximum-Likelyhood-Schétzer ist, ist R, fir groBe n
naherungsweise normalverteilt um den wahren Wert R. Die obere und untere Grenze
des 95%-Konfidenzintervalls um R,, ist somit:

pE _ P 7
Rn —an:zk%\/ﬁ (13)
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Hierbei ist z;_o.0s = 29975 = 1,96 das 0.975-Quantil der Standardnormalverteilung und o
die Wurzel der Varianz des Schitzers. Da wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Daten
nicht kennen, muss auch o geschatzt werden mit:

1 n—1

Einen tieferen Einblick in das Erstellen von Konfidenzintervallen fiir unbekannte Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen findet man in [4].

Da R zeitabhéngig ist, konnen R,, mit groBen n nicht immer néaher an einen tatséchli-
chen konstanten R Wert kommen. Stattdessen wollen wir dynamischere Schétzer erstellen.
Daher betrachten wir auflerdem den Harris Type Schétzer, der nur die letzten L Daten
benutzt:

Zzﬂ:—i_nlfLJrl Xz'(2)
n Y ®

i=n—L <1

Rn,L -

firm=L,L+1,..,N (14)

Diesen werden wir fir L = 7,14 und 28 verwenden.
In Deutschland wurden zwischen dem 13.02.2019 und 25.02.2019 keine neuen Félle ge-
meldet. Daher miissen wir fiir den Schéatzer Rm 1—7 Sonderfille einfiigen: In den Féllen, in
denen der Schéatzer erfordert, durch Null zu teilen, erganzen wir die Werte mit Rn L =1
Auflerdem koénnen wir auch RmL = 0 nicht zulassen. An dieser Stelle ersetzen wir den
Schétzer ebenfalls mit 1.

Da diese Schéatzer aus dem Harris Schétzer hervorgehen, leiten wir auch die Grenzen
der Konfidenzintervalle analog ab:

~ ~ S,

Ry, =R+ 20.9757’2 (15)
mit:

82 L= L zn: (R L — é L)2
" L—-1 i=n—L+1
und:
= 1 n ~
Ru 1 = Z Z Rir
i=n—L+1
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3.3.2 Wie das RKI die Reproduktionsrate berechnet

Das Robert Koch-Institut beruft sich in seiner Methodik auf den von Matthias an der
Heiden und Osamah Hamouda am 22.04.2020 verdffentlichten Artikel. (Siehe: [2]).
Die Methodik wird in [10] folgendermafen zusammengefasst:

,Das Verfahren besteht aus drei Schritten:

1. Multiple Imputation fehlender Information zum Erkrankungsbeginn von
COVID-19- Féllen unter einer Missing-at-Random Annahme

2. Korrektur der Anzahl von Neuerkrankungen fiir den Diagnose-, Melde-
und Ubermittlungsverzug mittels des Nowcasting-Verfahren

3. Berechnung der zeitlich variierenden Reproduktionszahl unter der An-
nahme einer Generationszeit von 4 Tagen*

Gehen wir genauer auf Schritt 3 ein und betrachten, wie die Reproduktionsrate vom
RKI berechnet wird. Den Schétzer des RKI fiir die Reproduktionsrate am Tag n nennen
wir Rrkrn. Aus den ersten beiden Schritten ergeben sich E,,, die geschitzten Zahlen der
Neuerkrankten am Tag n. Es wird davon ausgegangen, dass ein krankes Individuum am
Tag n — 4 im Durchschnitt Rrgr, Mitmenschen infiziert, welche alle genau am Tag n
als krank gemeldet werden. Diese Annahme beruht auf dem sogenannten seriellen Inter-
vall, welches in [12] anschaulich erkldrt wird: Die Inkubationszeit gibt den Zeitintervall
zwischen Ansteckung und Beginn der Erkrankung an. Das serielle Intervall beschreibt
hingegen die Zeit zwischen der Erkrankung eines Individuums und der Erkrankung eines
von diesem Individuum angesteckten Falles. Im Median schéatzt das Robert Koch-Institut
diesen Wert auf 4 Tage.

Daraus ergibt sich zunachst die Formel:

Ey
En—4

RRK[,n =

Diese Reproduktionsrate wird als zu instabil bewertet und daher nicht weiter verwendet.
Statt dessen wird ein gleitendes Mittel iiber vier oder sieben Tage betrachtet:

E4 n Ez

R g = — n__ i=n—3 16

AT R, ien—s Bia (16)
EZL Z?—n— El

Rrxin7 = = =n-b (17)

7 yn .
En—4 Zi:nfG EZ*4

Obwohl das RKI in seinen Artikeln stets beide Werte veroffentlicht, wird von den meisten
Nachrichtenagenturen primér der 4-Tage-R-Wert diskutiert.

Die Reproduktionsrate bezieht sich stets auf ein Intervall, der Tage in der Vergan-
genheit liegt. Rrxrna bezieht sich auf die Tage n — 7 bis n — 4. Wenn man dazu die
Inkubationszeit von 4 bis 6 Tagen in Betracht zieht, so beschreibt die Reproduktionszahl
Rrik1na am Tag n das Verhalten der Pandemie in den Tagen n — 13 bis n — 8 und die
stabilere Variante Rrgrn 7 bezieht sich auf die Tage n — 16 bis n — 8.

Die Reproduktionsrate des RKI ist also mit starker Verzogerung zu betrachten. Im
Gegensatz dazu versucht unsere Methode, die Reproduktionszahl fiir den direkten Vortag
zu messen. Dank der vorhergehenden Glattung der Zahlen fiir die Neuinfektionen ist die
geschétzte Reproduktionsrate weniger anféllig fiir Schwankungen. Diese Glattung nehmen
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wir nicht vor, dafiir verwendet unser Schatzer mehr Datenséatze, was ihn stabiler macht -
teilweise auch zu stabil. Denn der Harris Schétzer, der alle bisherigen Daten verwendet,
geht nicht darauf ein, dass die Reproduktionsrate der Krankheit nicht gleich bleibt, son-
dern sich den Gegebenheiten entsprechend stetig und standig verandert. Daher betrachten
wir auch Versionen des Schétzers, die nur die letzten L Tage beriicksichtigen.

3.3.3 Schatzung der Dunkelziffer

Wie zuvor erklart, ergibt sich unter der Annahme einer konstanten Reproduktionsrate
und Xy = (my, 0) fiir die durchschnittliche Zahl nicht diagnostizierter Infizierter:

MW (n) = moR" (18)

Unter der Annahme mgy = 1 ergibt sich der aus dem Harris Schétzer fiir R resultierende
Schitzer fiir MW:

MY (n) = RY, (19)

wobei N die Zahl der Tage ist, deren Daten in die Schatzung eingehen. Dieser Schétzer
beruht auf der Annahme, dass das Virus sich frei exponentiell geméfl einer konstanten
Reproduktionsrate ausbreiten kann. Da dies weit von der Realitat entfernt ist, wollen wir
diesen Schétzer nicht weiter verwenden.

Sinnvoller ist ein Schétzer fir M), der die Zeitinhomogenitit des Prozesses beriick-
sichtigt. Daflir nutzen wir die zuvor erstellen Schéatzer Rn 1, die nur die letzten L Tage
berticksichtigen und in (13) definiert wurden.

Fiir die zeitabhéngigen Schatzer ergibt sich:

Ml(,l)(n) = Rff H Ri,L firn> 1L, L=7,14,28 (20)

=L

AuBerdem wollen wir mithilfe dieser Schatzer das Verhéltnis a(n) von diagnostizierten
Kranken zu der Gesamtzahl Infizierter ermitteln. Wir stellen also die Schitzer auf:
X (2

a(n) = < Tzl\%l)(n) firn > L, L=7,14,28 (21)

23



3.4 Schatzungen und Evaluation der Schitzer am Beispiel der
Daten aus Deutschland

Mit den zuvor erklarten Formeln erstellen wir Graphen, die unsere Schétzer in einer
Anwendung auf die Fallzahlen in Deutschland veranschaulichen sollen.

Der erste gemeldete Corona-Fall in Deutschland war am 28.01.2020. Es ist unmoglich,
zu wissen, wie viele nicht diagnostizierte erkrankte Individuen zu der Zeit in Deutschland
waren. Wir miissen daher eine Annahme machen und berufen uns auf das serielle Intervall
des RKI. Wir gehen davon aus, dass genau vier Tage zuvor eine unbekannte Zahl nicht
diagnostizierter kranker Individuen im Land war. Diese Zahl legen wir in einer weiteren
Annahme auf ein Individuum fest. Somit ist Tag Null der 24.01.20 mit mg = 1.

Die Daten iiber tagliche Neuinfektionen werden vom European Centre of Disease Pre-
vention and Control bereitgestellt. Auf ihrer Website [5] findet man die Daten fiir alle
Lander bis zum 14.12.2020. Nach diesem Datum wurde zu einer wochentlichen Berichter-

stattung gewechselt. Fiir unsere Betrachtung gehen wir auf die Daten zwischen 24.01.2020
und 28.11.2020 ein.

Taglich neu infizierte Falle
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Hier kann man sehr eindeutig zwei Infektionswellen ausmachen: eine erste zwischen
dem 14.03.2020 und dem 03.05.2020 und eine zweite, beginnend im September 2020. Auch
kann man deutlich die starken Schwankungen innerhalb jeder Woche sehen. An den Wo-
chenenden werden weniger Zahlen erfasst, da die Labore und Gesundheitsamter nicht voll
besetzt sind. Die Félle werden verspéatet unter der Woche gemeldet, sodass selbst bei kla-
ren Aufwartstrends wie im September 2020 vom einen Tag auf den néchsten die Fallzahl
sinken kann. Dies lieffi Raum fiir Fehlinterpretationen und ist einer der Griinde, wieso auf
7-Tage-Summen gewechselt wurde.
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Falle insgesamt
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Hier wird dargestellt: der in Formel (12) erlauterte Schétzer fiir den R-Wert: R,,, mit dem
in Formel (13) erlauterten 95%-Konfidenzintervall. Fiir die ersten Monate schwanken un-
sere Schatzer sehr stark.
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Betrachten wir den Graphen zwischen April und November 2020:

Harris Schatzer
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Hier kann man sehen, wieso die Annahme der Zeitunabhéngigkeit dem Schétzer schadet:
Der R-Wert wird zu konstant und der Schétzer geht zu wenig auf neue Daten ein: Obwohl
die zweite Welle starker ist, als die erste, liefert der Harris Schatzer fir diese Zeit fast
keine echte Aussage. Der Punktschétzer ist knapp iiber 1, das Konfidenzintervall schlief3t
jedoch Werte tiber und unter 1 ein. Lediglich im Oktober und November gibt es kurze
Perioden, an denen der R-Wert laut Konfidenzintervall tiber 1 ist.
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Die Variationen des Harris Schétzers, die nur auf die letzten L Daten eingehen, werden

mit R, ;, bezeichnet und in Formel (14) erklirt. Die dazugehérigen 95%-Konfidenzintervalle
wurden gemafl Formel (15) berechnet.

=25
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Fiir L = 28 werden nur die letzten 28 Tage betrachtet und der Punktschétzer schwankt

stérker. Hier sieht man den Vorteil gegeniiber dem Harris Schétzer, der alle Daten nutzt:
Nach diesem Schétzer ist das 95%-Konfidenzintervall des R-Werts am Ende der ersten
Welle eindeutig unter 1 und im Oktober/ November 2020 eindeutig iiber 1.
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Harris Schatzer L=7

mit Konfidenzintervallen
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In den letzten beiden Graphen gibt es noch weitere eindeutige Bereiche, bei denen R
unter bzw. tiber 1 liegt. Das am besten zu lesende Resultat liefert hier der Harris Schéatzer
mit L = 14.

Mitte April bis Mai ist Rn, 1, < 1, was man erwarten wiirde, da in diesem Zeitraum die
erste Welle endete. Im Juni gibt es eine kurze Periode, in der der Schatzer mit 95% tiber
1 liegt, obwohl die Fallzahlen zu dem Zeitpunkt kaum ansteigen. Eindeutig zu erkennen
ist der Beginn der zweiten Welle im November. Auch auf das Abflachen der Welle am
Ende des Novembers 2020 reagieren die beiden Schétzer wie man erwarten wiirde. Mit
den Schétzern fiir L = 14 und L = 7 lassen sich also echte Aussagen treffen.

Nimmt man zu viele Daten, so geht der Harris Schatzer zu wenig auf neue Daten
ein. Betrachtet man zu wenig Tage, so schwankt der Schatzer zu sehr. Rn,147 der Harris
Schétzer, der auf die letzten 14 Tage eingeht, scheint hier einen guten Punkt zwischen

den beiden Extremen zu treffen.
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Betrachten wir die Daten des RKI, die ab dem 02.03.2020 zur Verfiigung stehen:
Punktschéatzer des RKI fir tagliche Fallzahlen
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Der Verlauf der Fallzahlen, die das RKI fiir seine Schétzer nutzt, sieht dem Graphen der
Daten vom European Centre of Disease Prevention and Control sehr dhnlich. Nur die
Schwankungen innerhalb einer Woche sind weniger pragnant. Die Daten fiir diesen Gra-
phen sind in [10] zu finden. Die Tabelle mit Nowcasting-Zahlen zur R-Schdtzung dort wird
téglich aktualisiert und liefert: die korrigierten Fallzahlen, mit denen das RKI rechnet und
die Schétzer fiir den 4- beziehungsweise 7-Tage-R-Wert. Alle Werte werden mit ihren 95%-
Konfidenzintervallen angegeben.
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RKI 4-Tage R-Wert
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Die Formeln zu Rggrn4 und Rggrn7 wurden in (16) und (17) beschrieben. Im Vergleich
sieht man, dass der 7-Tage-R-Wert weniger schwankt, aber trotzdem eindeutige Trends
darstellt.
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Im folgenden Graphen wird der RKI Schétzer fiir den 7-Tage-R-Wert (griin) dem Har-
ris Schétzer R, 14 (blau) mit jeweiligen Konfidenzintervallen gegeniibergestellt.
RKI 7-Tage-R-Wert Vergleich mit Harris L=14

mit Korfidenzintervallen
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Die Graphen haben auf den ersten Blick vielleicht wenig gemeinsam. Betrachtet man
sie jedoch unter der Fragestellung, wann die Schatzer einen R-Wert tiber bzw. unter dem
kritischen Wert Eins liefern, so dhneln sich Rn,14 und Rggrpn,7 durchaus. Der Harris Schat-
zer liefert die gleichen Anderungen allerdings um etwa eine Woche verzogert. Das sieht
man zum Beispiel in der zweiten Welle: Hier zeigt der RKI-Schétzer schon am 23.09.2020
einen Wert eindeutig iiber 1, wihrend das Konfidenzintervall des Harris Schétzer erst zum
Anfang Oktober komplett iiber 1 ist.
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Die Schitzer fiir den Verlauf der Dunkelziffer y g)(n) sind wie in (20) beschrieben auf
Grundlage der R, ; berechnet worden. Sie sehen sich fiir unterschiedliche L sehr &hnlich,
unterscheiden sich aber massiv in ihrer Skala:
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Fir L = 7 wird die Dunkelziffer auf bis zu 120.000 geschétzt - eine dulerst pessimisti-
sche Aussicht. Fiir L = 14 erreicht die Dunkelziffer nur die Hélfte dieses Wertes. Und fiir
L = 28 ist der hochste Wert bei 33.000, also in dhnlicher Gréflenordnung wie die téglich
gemeldeten Falle.

Diese groflen Unterschiede entstehen durch die stark schwankenden Daten zum Beginn
der Pandemie. Auflerdem ist unser Schétzer fiir die Dunkelziffer sehr anféllig fiir Fehler:
Verschétzen wir uns beispielsweise bei einem Anfangswert um die Hélfte, so setzt sich
dieser Fehler linear fort. Wir sind am Anfang von my = 1 ausgegangen. Ist in Wirklichkeit
mgy = 2, so missten alle folgenden Werte doppelt so grof3 sein.

Leider sind diese Schétzer wenig aussagekriftig. Um das 95% Konfidenzintervall fiir
M g)(n) zu berechnen, miissten wir in (20) die obere bzw. untere Grenze der Konfidenz-
intervalle der jeweiligen Harris Schéatzer einsetzen. Dann ergeben sich fiir die Grenzen der
Intervalle jedoch 0 und quasi unendlich.
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Verhalinis diagnostizierter Falle zur Gesamizahl kranker Individuen
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Diese Verhéltnisse @ (n) wurden wie in (21) berechnet.

o Fiir L = 7 liefert die Schatzung, dass nur etwa 12% der Infizierten auch diagnostiziert
sind.

o Fiir L = 14 liefert die Schitzung, dass etwa 25% der Infizierten diagnostiziert sind.

e Fur L = 28 liefert die Schatzung, dass etwa 40% der Infizierten diagnostiziert wur-
den.

Im Artikel [14] wurden Ergebnisse fiir Schitzungen dieses Verhéltnisses im Mérz bis
Juni 2020 fiir verschiedene Lander weltweit prasentiert. Sie lagen zwischen 71% (in Chile)
und 5% (in Frankreich). Das kann neben dem tatséchlichen Infektionsgeschehen auch an
unterschiedlicher Testpolitik liegen. Unsere Ergebnisse befinden sich in diesem Bereich,
schwanken aber fiir verschiedene L so stark, dass wir keine genaue Aussage fiir Deutschland
treffen konnen.
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Am Verlauf dieser Graphen sollte uns etwas storen, was anhand des Graphen fiir
L = 28 verdeutlicht werden soll:

Verhaltnis diagnostizierter Falle zur Gesamtzahl Infizierter

L=28
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Hier sollte uns erstaunen, wie sich das geschatzte Verhaltnis diagnostizierter Falle zur
Gesamtzahl der Falle verhélt: Es wére logisch, wenn zu Zeiten weniger gemeldeter Falle
verhaltnismaBig wenige nicht diagnostizierte Menschen in der Bevolkerung sind. Wahrend-
dessen sollte bei hohen Fallzahlen davon ausgegangen werden, dass im Verhéltnis mehr
kranke Menschen nicht diagnostiziert werden. Dafiir gibt es viele Griinde: Zum Beispiel
konnen Teststellen iiberlastet sein, sodass nur Leute mit Symptomen getestet werden, oder
Menschen lassen sich nicht testen, weil sie aufgrund der hohen Fallzahlen Angst haben,
sich bei den iiberfillten Teststellen anzustecken. Der Graph verhalt sich aber gegenteilig:
Wiéhrend der ersten Welle wird der Prozentsatz diagnostizierter Infizierter auf etwa 80
geschatzt. In der ruhigen Phase zwischen den Wellen sinkt dieser Wert auf bis zu 20%.
Dann wahrend der zweiten Welle steigt der Wert wieder an.

Ein Argument fiir diesen Verlauf des Graphen ist folgendes: zu Zeiten hoher Fallzah-
len konnte die Motivation innerhalb der Bevolkerung, sich testen zu lassen, besonders
hoch sein. Grund dafiir konnte die breite Medienaufmerksamkeit sein und das Gefiihl,
solidarisch eine Krise abwenden zu miissen. Wenn sich besonders viele Menschen testen
lassen, bleiben wahrscheinlich weniger nicht identifizierte Félle iibrig. Zu Zeiten weniger
Testfalle hingegen haben die Menschen moglicherweise wieder ein Gefithl von Normalitét
und weniger das Bediirfnis, sich auf Corona testen zu lassen. In diesem Szenario wéare eine
verhéltnismaBig hohere Dunkelziffer die Folge.
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Eine weitere Moglichkeit ist es, nicht die tatsdchlich gemeldeten taglichen Félle fiir
unsere Schétzer zu verwenden, sondern vorverarbeitete Daten, wie es das RKI tut:
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Wir konnen sehen, dass diese Herangehensweise den Verlauf des Graphen zwar glattet, er
aber prinzipiell gleich bleibt in dem Sinne, in welchen Bereichen er iiber oder unter 1 ist.
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Dieser Graph ist um einiges lesbarer geworden.
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R4fvert

Verhaltnis in Prozent

Hier vergleichen wir den Graphen fiir R, (rot) mit dem 7-Tage-R-Wert des RKI
(Rrr1n,7, grin):
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Im Gegensatz zum letzten Vergleich liegt hier zwischen den beiden Schétzern keine
sichtbare Verzogerung vor. Der Schatzer des RKI schlagt jedoch um einiges stéarker aus.

Der Graph, der den Prozentsatz diagnostizierter Personen im Verhéltnis zur Gesamt-
zahl Infizierter anzeigt, wird durch die Glattung der Fallzahlen auch viel lesbarer:
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4 Ausblick

In seinem Paper [17] geht Yanev auch auf die Méglichkeit ein, den Verzweigungsprozess
mit einem Term zu erganzen, der Immigration von Infizierten in den Prozess einbindet.
Dafir werden die identisch unabhéngig verteilten Zufallsvariablen {I,} eingefihrt. I,
gibt die Zahl von nicht diagnostizierten infizierten Individuen an, die am Tag n ins Land
immigriert sind. Der grofle Unterschied zum vorherigen Modell ist, dass der Prozess hier
nicht ausstirbt, selbst wenn im Land zu einem Zeitpunkt keine Krankheitsfalle vorhanden
sind. Die Zahl der Infizierten im néchsten Schritt ergibt sich dann aus:

(1) X (1)
Xn—l—l = Z Yn,k,l + [n
k=1

xSV
Xfle = Z Yn(,zk)J
k=1
Dieses Modell liefert tatséchlich die gleiche Formel fiir den Harris Schétzer des R-Werts,
wie das Modell ohne Immigration. Nur die Dunkelziffer wird hier anders berechnet.

Da diese Krankheit ein globales Phanomen ist, gibt es auch global unzahlige wissen-
schaftliche Artikel dariiber, die unmoglich alle hier aufzulisten sind. Wer weiterfithrende
Lektiire sucht, kann beispielsweise
https://www.biomedcentral.com/collections/GlobalOutbreaksandResponses
aufsuchen, wo unter anderem in [14] das Verhéltnis von diagnostizierten Kranken zu nicht
diagnostizierten Infizierten geschatzt wurde.
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5 Schlusswort

In dieser Arbeit haben wir Verzweigungsprozesse mit mehreren Typen eingefithrt und ei-
nige wichtige Ergebnisse aus diesem Themenbereich zusammengetragen. Vor allem haben
wir eine Moglichkeit eingefiihrt, trotz komplizierterer Ubergangsmatrizen herauszufinden,
wie sich der dazugehorige Prozess auf lange Zeit verhalt: Abhangig vom grofiten Eigen-
wert A. Die Bedeutung dieses Parameters konnten wir dann in unserer Anwendung auf
das Corona-Virus auf die Reproduktionsrate R tibertragen. Das Modell, das wir in dieser
Arbeit vorgestellt haben liefert simple Schétzer, die wir mithilfe von Graphen auswerte-
ten: Der Harris Schétzer ware besonders sinnvoll bei einer Epidemie, deren Bedingungen
sich mit der Zeit nicht 4&ndern. Das trifft auf die Covid-19 Pandemie nicht zu, da das Virus
sich offenbar nicht nur wie die Influenza zu kalten Jahreszeiten schneller ausbreitet, son-
dern seine Ausbreitung durch Lockdowns zeitweise massiv eingedammt wurde. Die Harris
Schétzer, die sich auf die letzten L Tage beschrankten, lieferten aussagekraftige Ergeb-
nisse. Auch die daraus resultierende geschéatzte Zahl der nicht diagnostizierten infizierten
Individuen war interessant, schwankte aber in L so sehr, dass wir uns in der Hinsicht auf
kein Ergebnis festlegen konnten.

In der massiven Zahl an wissenschaftlichen Artikeln, die zur Pandemie herausgebracht
wurden, gibt es viele detailliertere Modelle, die mehr auf all das Wissen eingehen, das
mittlerweile iiber das Virus existiert. Zum Beispiel flielen in unser Modell wenige Ergeb-
nisse von Studien ein, die die Inkubationszeit und Verzogerung zwischen Test und Mel-
dung untersuchen. Trotzdem ist die von Yanev entwickelte Herangehensweise interessant:
Sie veranschaulicht ein aktuelles Anwendungsbeispiel fiir multitype Verzweigungsprozesse
und erstaunt uns darin, dass sie trotz eines komplizierten Modells sehr simple Schéatzer
liefert.
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