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1 EinleitungAix, die historische Hauptstadt der Provence, glänzt seit dem 16. Jahrhundertdurch eine besondere konditorische Spezialität, den Calissons. Man sagt sie seienzur Hochzeit des Herzogs René von Anjou mit Isabella, der Erbtochter desHerzogs Karl II. von Lothringen, von dessen Koch erfunden worden, um ihrbesorgtes Gesicht etwas zu erhellen. Mandelmus von süÿen und bitteren Mandelnund kandierte Melonen auf einer Oblate mit Zuckerguss machen diese ovale, fastrautenförmige Süÿigkeit zu einer exklusiven Spezialität. Die besondere Form sollder Legende nach auf die Form der damals üblichen Schi�e zurückzuführen sein,vielleicht aber auch auf die Weberschi�chen der Fischer, die damit ihre Netze�ickten.
Abbildung 1: Die originalen Calissons aus Aix (Frankreich).Abstrahiert man die ovale Form der Calissons zu einer Raute, die aus zwei aneiner Seite zusammengeklebten, gleichseitigen Dreiecken mit Seitenlänge 1 zu-sammengesetzt sind, so stellt sich die interessante Frage, wie man eine endlicheMenge solcher Calissons in einer sechseckigen, nicht notwendigerweise regelmä-ÿigen, Box verpacken könnte, wieviele unterschiedliche Arrangements existierenund wie man solche zufällig erzeugt (Aufgetaucht sind diese Fragen z.B. in [9]).Diese Fragestellung führt zu den sogenannten Lozengeteilungen, die Gegenstanddieser Arbeit sind.1.1 De�nition einer LozengeteilungEs bezeichne Ha,b,c eine hexagonale Region des Dreieckgitters1 D, wobei das be-tre�ende Hexagon im Uhrzeigersinn links anfangend die Seitenlängen a, b, c, a, b, chabe. Die Menge aller solcher auf diese Weise darstellbarer Hexagons sei mit Hbezeichnet.Die zentrale Frage dieser Arbeit ist die Frage nach Möglichkeiten zur Herstellunggleichverteilter Stichproben aus der Menge aller Teilungen von Ha,b,c.Die Frage ist nun, warum es nicht genügt oder möglich ist die inverse Verteilungs-funktion zu berechnen und damit uniform verteilte Stichproben zu erzeugen.1Es sei das Dreieckgitter die Teilung der Ebene durch gleichseitige Dreiecke.1



Abbildung 2: Beispielteilung im Hexagon H3,4,6Die Gröÿe des Zustandsraumes wird dies im Allgemeinen verhindern, denn schonfür H10,10,10 ist die Anzahl Teilungen sehr groÿ, es gibt etwa 9.3 ·1033 Teilungen.Könnte man davon je eine Teilung auf einem einzelnen Proton speichern, ver-brauchte man ein Drittel aller Protonen im Universum.Da die meisten Computer wesentlich weniger Speicherplätze besitzen und in derPhysik und den Anwendungen grössere Teilungen von Interesse sind, ist dieskein gangbarer Weg. Es zeigt sich aber, daÿ man mit Hilfe von Kopplungenvon Markovketten und der De�nition einer partiellen Ordnung auf der Mengealler Teilungen mit Hilfe der Kopplung aus der Vergangenheit mit geringemAufwand das gewünschte erreichen kann. Die Methodik wird in den Abschnitten2-4 präzisiert.Im Folgenden bezeichne R eine Region des Dreieckgitters D. Eine solche Regionkann auch als Menge von gleichseitigen Dreiecken gesehen werden, deren Rand-polygon zunächst nicht zwingend konvex oder zusammenhängend sein muss.Ausserdem soll im weiteren unter einem Lozenge eine Raute verstanden wer-den, die genau zwei Dreiecke des Dreieckgitters überdeckt. Man spricht voneiner Teilung T der Region R, falls alle Dreiecke der Region überlappungsfreiund lückenlos durch Lozenges überdeckt werden. Eine solche Teilung heiÿt auchLozengeteilung, die Region dann entsprechend lozengeteilbar oder einfach nurteilbar.Es bezeichne LR die Menge aller Lozengeteilungen der Region R. Kapitel 2 wirdeine naive Charakterisierung dieser Regionen liefern, im Sinne der Überdeckbar-keit durch Lozenges, denn es ist nicht sofort klar, welche Regionen überhauptlozengeteilbar sind.Abbildung (2) zeigt exemplarisch eine Region mit einer Lozengeteilung. DieFarben indizieren dabei die drei möglichen Ausrichtungen der Rauten.2



1.2 Verbindung zu Modellen der statistischen PhysikDie Lozengeteilungen sind zu einer Reihe interessanter Probleme aus der Physikund Polymerchemie äquivalent, die folgenden Abschnitte orientieren sich starkan [26], die Abbildungen dieses wurden den Abbildungen aus den Referenzennachempfunden.Etwas allgemeiner kann man zunächst endliche, planare Graphen betrachten.In der Chemie kann ein solcher Graph unter bestimmten Regularitätsbedingun-gen als Grenz�äche eines Kristalls angesehen werden. Wichtige Beispiele solcherGraphen sind etwa der Dreieckgraph, das kubische Gitter und der Bienenwa-bengraph, wie sie in Abb. 3 angedeutet werden.
Abbildung 3: Dreieckgitter, Bienenwabengraph und kubischer Graph, jeweilsmit perfect matching (die Dimere werden durch die blauen Balken kodiert).Bringt man nun eine solche Grenz�äche in eine Umgebung mit Dimeren2 ein,so werden sich die einzelnen Dimere an je zwei Knoten der Kristallstrukturanheften. Man nennt diesen Vorgang Adsorption.Es ist ein klassisches Thema der Kombinatorik nach der Anzahl möglicher dich-ter Packungen von Dimeren zu fragen, d.h. Packungen ohne einzelne freie Kno-ten. Diese Frage wurde schon in den 1960er Jahren des letzten Jahrhunderts fürplanare Graphen unabhängig von Kasteleyn (siehe etwa [25] oder [24]) und Tem-perley/Fisher (siehe [19] und [20]) bewiesen. In der Literatur wird bei dichtenPackungen oft von perfect matchings gesprochen.Fixiert man nun eine endliche Teilregion eines solchen Gitters, kann man zuden selben Fragen nach Teilbarkeit und Anzahl der Teilungen kommen, sowiedem Ein�uÿ der Randbedingungen. Die Verbindung zu den zufälligen Teilungenwird klar, wenn man den Dimeren Polygone zuordnet, die entsprechend derGitterstruktur aneinandergelegt werden können, siehe dazu Abbildung 4.Es gibt verschiedene Typen solcher Teilungen. Die bekanntesten sind sicherlichdie Dominoteilungen (siehe z.B. [27]) und die Rhombusteilungen.Eine mögliche Interpretation solcher Teilungen ist, die Möglichkeit die Strukturvon Quasikristallen zu beschreiben.Diese Quasikristalle weisen einige merkwürdige Eigenschaften auf, wie etwa diespontane lokale Reorganisation der Molekularstruktur, und können anhand der2Ein Dimer ist eine Verbindung aus zwei gleichartigen Molekülen oder Atomen.3



Abbildung 4: Die Abbildung zeigt die den perfect matchings der vorigen Abbil-dung zugeordneten Teilungen.Generierung von Teilungen am Computer simuliert und analysiert werden. Füreine Einführung siehe [3],[43] und [44].Ein anderes interessantes Modell sind die perfect matchings auf dem sogenann-ten Fisher-Graphen, es ist äquivalent zum 2-Spin-Ising-Modell auf einer �xier-ten Region von Z
2. Die zugehörige Bijektion wird in [26] auf Seite 3 genauerbeschrieben. Ein Beispiel für die Interpretation des Isingmodells als zufälligeTeilung wird in Abbildung 5 gegeben.

Abbildung 5: Interpretation des Isingmodells (links) als perfect matching aufdem Fisher-Graphen (rechts). Rechts sind die Dimere rot markiert, die Spinsdes Isingmodells werden durch die beiden Farben grau und weiÿ dargestellt, diegestrichelten Kreise geben ein Beispiel für die Interpretation von Kanten zwi-schen gegensätzlich geladenen Spins und Teilen des Fisher-Graphen mit perfectmatching.Interessant ist es dann, gleichverteilte Stichproben3 solcher Teilungen zu generie-ren, um gewisse typische Eigenschaften wie etwa die Entropie oder die Strukturdes Stichprobenraums statistisch auswerten zu können.3Das Auftauchen jeder Stichproben sollte gleiche Wahrscheinlichkeit haben.4



Die wesentlichen Schwierigkeiten liegen dabei zumeist bei der oft enormen Gröÿedes Stichprobenraums.1.3 Gliederung der ArbeitAbschnitt 1 führte bereits nach der De�nition der Lozengeteilungen einige phy-sikalische Motivationen ein.Abschnitt 2 befasst sich mit elementaren Eigenschaften der Lozengeteilungen.Darunter zählen zunächst die Frage nach der Überdeckbarkeit beliebig geformterRegionen und die Darstellung von Lozengeteilungen durch Pfade im euklidischenGitter. Diese Darstellung erlaubt es, mit Hilfe des berühmtgewordenen Lemmasvon Gessel-Viennot, die Anzahl möglicher Teilungen einer hexagonalen Regionauf die Berechnung einer Determinante zu reduzieren. Abschliessend wird dasWachstum der Menge aller möglichen Teilungen exemplarisch für regelmäÿigeHexagons untersucht. Dies liefert eine Rechtfertigung für das Erzeugen zufälligerTeilungen mittels der noch vorzustellenden zufälligen Dynamik.Abschnitt 3 führt nach der Klärung einiger Notation und der Niederschrift wich-tiger, noch zu verwendender Resultate, zur Kopplung aus der Vergangenheit(CFTP).4 Mit Hilfe von zwei gekoppelten, ansonsten aber identischen, ergodi-schen Markovketten lassen sich mit diesem Algorithmus exakt nach der Equi-libriumsverteilung der Originaldynamik verteilte Stichproben erzeugen. Kannder Zustandsraum der Originalkette zusätzlich noch mit einer partiellen Ord-nung versehen werden, so lässt sich die Erzeugung der Stichproben wesentlichvereinfachen.Abschnitt 4 wendet die bis dahin dargestellten Ergebnisse auf die Lozengetei-lungen an. Nach Einführung der plane partitions, die sich als hilfreiche zweiteRepräsentation der Lozengeteilungen erweisen werden, wird die Markovkette
Mloz de�niert. Danach wird die Menge der plane partitions mit einer natür-lichen partiellen Ordnung versehen werden, die zusammen mit der Ergodizitätvon Mloz die Anwendung des verbesserten CFTP-Algorithmus erlaubt. Ab-schliessend wird noch mit Hilfe eines Submartingal-Argumentes und einer Ab-schätzung der Mischungszeit durch die Koaleszenzzeit gezeigt, daÿ Mloz schnellmischend ist. Als letzter Teil folgen Untersuchungen zur Verteilung der in denvorigen Argumenten verwendeten Koaleszenzzeit.Abschnitt 5 widmet sich der Vorstellung der Implementation der vorgestelltenDynamik und geht kurz auf die wesentlichen Aspekte der Programmierung undder verwendeten Software ein. Ein kurzes Programmlisting schliesst sich an.Abschnitt 6 gibt darüber hinaus Einblicke über mögliche Verallgemeinerungenauf Rhombus- und Rhomboederteilungen und die Schwierigkeiten bei der Er-zeugung selbiger. Darüberhinaus werden kurz Aspekte der aktuellen Forschungvorgestellt, wie etwa das �arctic circle� Phänomen und artverwandte Probleme.4CFTP=Coupling From The Past 5



1.4 EigenanteilWährend der Bearbeitung des Themas sind an einigen Stellen Fragen aufge-taucht, die zum Teil beantwortet werden konnten. So wurde etwa im Abschnitt2 Lemma 2.1.1 gezeigt, daÿ die einzigen überdeckbaren konvexen Regionen ge-rade Hexagons sind, deren parallele Seiten gleich lang sind. Dies lässt zu, fürbeliebig geformte Regionen ein Teilbarkeitskriterium im Sinne der völligen Über-deckung der Region durch Lozenges zu formulieren. Abschnitt 2.4 beinhaltetdann einige Betrachtungen zum Wachstum der Anzahl der Lozengeteilungen.Mit Hilfe der Formel von MacMahon konnte das exponentielle Wachstum derAnzahl Teilungen gezeigt werden, insbesondere Satz 2.4.1 ergibt eine obere unduntere Schranke. Abschnitt 4 weicht dann in den Betrachtungen von der üb-lichen Verwendung der deBruijn-Pfade ab und führt die so genannten planepartitions ein. Diese Sichtweise erlaubt die Eigenschaften der noch vorzustellen-den Dynamik Mloz aus [33] genauer zu untersuchen. Im Rahmen dessen konnteauch eine minimale Argumentationslücke in Lemma 11 der Referenz geschlos-sen werden. Abschnitt 5 beinhaltet dann die Beschreibung der Implementierungvon Mloz, die direkt auf der Idee der Kodierung der Lozengeteilungen durchplane partitions basiert. Jene Implementierung ist auch die Grundlage für die inAbschnitt 4.5 durchgeführte Untersuchung der Verteilung der Koaleszenzzeiten.Es stellt sich heraus, daÿ die gewonnen Daten für eine Gumbelverteilung derKoaleszenzzeiten sprechen.Auÿerdem wurden an vielen Stellen, insbesondere in Lemma 2.3.3, die Berech-nungen ausführlicher als in den Quellen dargestellt.Sämtliche Abbildungen (bis auf Abbildung 1) sind mit CorelDraw oder dem ent-wickelten Programm vom Autoren selbst erstellt worden. Viele der Abbildungensind in ähnlicher Form in den entsprechenden Referenzen zu �nden.
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2 Eigenschaften der LozengeteilungenIm Folgenden werden einige Eigenschaften der Lozengeteilungen näher betrach-tet, die insbesondere für die Simulation von gleichverteilten Stichproben wichtigsind. Zunächst werden Regionen des Dreieckgitters auf Überdeckbarkeit ohneLücken oder Überschneidungen durch Lozenges geprüft.Danach wird mittels der noch zu de�nierenden deBruijn-Pfade eine Repräsen-tation der Lozengeteilungen als Pfade im gerichteten euklidischen Gitter ein-geführt, um mit Hilfe des von Ira Gessel und Gérard Viennot in [22], und inähnlicher Form von Bernt Lindström in [31] für Matroide, gezeigten Lemmas,die Anzahl der möglichen Teilungen zu berechnen.Diese Anzahl lässt sich für beliebige hexagonale Regionen mit Seitenlängen
a, b, c, a, b, c durch die schöne Formel

a∏

i=1

b∏

j=1

c∏

k=1

i + j + k − 1

i + j + k − 2berechnen.Die Formel geht auf die Arbeiten von MacMahon (siehe [35], Abschnitt 492 und[34]) zurück, in denen er sich mit plane partitions (siehe Kapitel 4) beschäftigt,die wiederum bijektiv auf die Lozengeteilungen abgebildet werden können.MacMahon selbst gibt die Generatorfunktion5 dieser Anzahl und P. Stanley�ndet in [40] schliesslich die obige Form.2.1 vollständige Überdeckbarkeit eines GebietesScheinbar trivial ist die Frage nach der vollständigen Überdeckbarkeit einer nichtnotwendig konvexen, einfach zusammenhängenden Teilregion R ⊂ D durch Lo-zenges. Einige starke (algebraisch motivierte) Teilbarkeitskriterien wurden z.B.von Conway in [41] gegeben, Thurston gibt in [42] einen Algorithmus mit dementschieden werden kann, ob eine zusammenhängende Region des Dreieckgittersmit Lozenges auslegbar ist.Die von Thurston diskutierte Idee von Conway und Lagarias eine Gruppe zurBeschreibung von Regionen zu benutzen, basiert auf der Idee jedem Gebiet imDreieckgitter ein Wort über dem Alphabet {a, b, c, a−1, b−1, c−1} zuzuordnen.Dabei ordnet man zunächst den drei Kanten verschiedener Orientung Buchsta-ben zu, siehe Abb. 6.Jedes Wort über diesem Alphabet ist dann als �Wegbeschreibung� zu verstehen,ähnlich der Beschreibung für eine Turtlegraphik; so ist etwa das Wort bcb−1c−1als Lozenge zu verstehen, analog aca−1c−1 und aba−1b−1.Mit Hilfe dieser Kodierung kann nun die Gruppe
L =< a, b, c|bcb−1c−1 = aba−1b−1 = cac−1a−1 = ε >5Eine Generatorfunktion ist in der Kombinatorik eine formale Potenzreihe ∑

n≥0

antn, de-ren Koe�zienten an im allgemeinen die Lösung eines Abzählproblems in Abhängigkeit desParameters n darstellen. 7



Abbildung 6: Man kann auf dem Dreieckgitter eine Art Koordinatensystemdurch die drei Richtungen a, b und c de�nieren und damit beliebige Rand-polygone beschreiben.de�niert werden, wobei ε das triviale, d.h. das leere, Wort sei. Es ist das neutraleElement der Gruppe. Man bemerkt nun, daÿ die Teilbarkeit einer Region im-pliziert, daÿ das randbeschreibende Wort trivial ist, die Umkehrung gilt jedochnicht. In Abbildung 8 wird eine Region dargestellt, deren Randpolygon durchdas Wort
accb−1a−1c−1c−1b = εbeschrieben wird, aber keine Teilung besitzt.Dies gibt Anlass für eine Reihe von Beobachtungen, die z.B. in [12] diskutiertwerden.Im Folgenden wird eine Herangehensweise gewählt, die die Schwierigkeiten beider Überdeckbarkeit deutlich machen soll und nicht nur eine einfache Charak-terisierung der konvexen Gebiete in D erlaubt, sondern auch ein einfaches hin-reichendes Kriterium für die Teilbarkeit einer Region im einfachen Fall der Lo-zengeteilungen liefert. Bei der Argumentation kann auf algebraische Argumentevöllig verzichtet werden.Zunächst sei R ⊂ D ein einfach zusammenhängendes Gebiet. Man färbe dasDreieckgitter D derart schwarz und weiÿ, daÿ je zwei Dreiecke, die eine Kantegemeinsam haben, unterschiedlich gefärbt sind. Das ergibt eine Art Schach-brettmuster, wie es in Abbildung 7 beispielhaft für ein nichtkonvexes Gebietdargestellt ist.Es ist nützlich folgende Eigenschaften zu de�nieren:De�nition 2.1.1 (Färbungseigenschaft) Sei R ⊂ D und D wie oben ge-färbt. Dann hat R die Färbungseigenschaft, wenn die Anzahl weisser und schwar-zer Dreiecke in R gleich groÿ ist. Es bezeichne WR bzw. SR die Anzahl weiÿerbzw. schwarzer Dreiecke, die in R enthalten sind.8



(a) nichtkonvexes Teilgebiet
R ⊂ D

(b) R mit BeispielteilungAbbildung 7: Beispiel eines nichtkonvexen Gebietes mit exemplarischer TeilungDe�nition 2.1.2 (Teilbarkeit) Sei R ⊂ D. Dann heiÿt R teilbar, wennR voll-ständig ohne Lücken oder Überlappungen mit Lozenges6 ausgelegt werden kann.Eine solche Auslegung sei im Folgenden Teilung genannt. Die Menge aller Tei-lungen einer Region R sei mit LR bezeichnet.Es ist nun o�ensichtlich, daÿ jede teilbare Region R auch die Färbungseigen-schaft hat, denn ist R teilbar, so überdeckt jedes Lozenge je ein weiÿes und einschwarzes Dreieck, es gilt also WR = SR.Die Umkehrung gilt jedoch nicht, Abb. 8 liefert als Gegenbeispiel ein nichtteilbares Gebiet mit Färbungseigenschaft.
Abbildung 8: nichtteilbare Region mit FärbungseigenschaftNach eingehender Betrachtung möglicher Regionen ergab sich das folgendeLemma 2.1.1 Sei R ⊂ D konvex mit Färbungseigenschaft. Dann ist R ∈ H.7Insbesondere ist dann R teilbar.Beweis. Zunächst ist zu zeigen, dass jede Region Ha,b,c ∈ H teilbar ist. Dazubetrachte Abb. 9. Es ist klar, daÿ man jede RegionHa,b,c auf diese Art als isome-trische Projektion einer Box der Höhe a, der Breite b und Tiefe c interpretierenkann.6Ein Lozenge ist nach Kapitel 1, ein aus zwei Dreiecken mit gemeinsamer Kante zusam-mengesetzter Rhombus.7Es sei daran erinnert, daÿ mit H die Menge aller R ⊂ D bezeichnet war, die Hexagonsmit Seitenlängen a,b,c,a,b,c sind, siehe auch Abschnitt 1.1.9



a

b c

Abbildung 9: H2,3,4. Die spezielle Auslegung mit Lozenges suggeriert eine Boxder Gröÿe a × b × cInsbesondere für a = 0 degeneriert die hexagonale Region Ha,b,c zur isometri-schen Projektion einer Box der Höhe null. In dieser ist o�enbar die Boxinter-pretation auch die einzig mögliche Teilung (analog auch für b = 0 bzw. c = 0).Weiterhin bemerkt man, dass es nur fünf Typen konvexer Regionen in D gebenkann. Das sind gleichseitige Dreiecke, Parallelogramme bzw. Trapeze, unregel-mäÿige Fünfecke und Hexagons, spezieller die Regionen aus H, sowie unregel-mäÿige hexagonale Regionen mit Seitenlängen a,b,c,d,e,f und
a 6= d, b 6= e, c 6= f.Nun ist zunächst o�enbar keine dreieckige Region 4 ⊂ D teilbar, denn mittelsvollständiger Induktion lassen sich leicht die Anzahlen der weissen und schwar-zen Dreiecke in 4 angeben, wenn man voraussetzt, dass die Dreiecke in denEcken der Region schwarz gefärbt sind und n ∈ N, n ≥ 1 die Länge einer Drei-eckseite beschreibt.8 Dann gilt:

S4 =
n(n + 1)

2
6= n(n − 1)

2
= W4d.h. 4 ist nicht färbbar, also auch nicht teilbar.Die parallelogrammartigen Regionen dagegen sind o�ensichtlich aus H und da-mit nach obiger Bemerkung teilbar. Dahingegen sind die trapezförmigen Regio-nen in ein Dreieck und ein Parallelogramm zerlegbar und damit nicht färbbar,also erst recht nicht teilbar.Genauso kann man jede fünfeckige Region mit einem (nicht-teilbaren) Dreieckzu einem (teilbaren) Parallelogramm ergänzen. Daraus ergibt sich unmittelbar,daÿ fünfeckige Regionen nicht färbbar sind, also nicht teilbar.Es bleiben die unregelmäÿigen sechseckigen Regionen, sei eine solche durch

Ha,b,c,d,e,f gekennzeichnet, siehe auch Abb. 10a. Da Ha,b,c,d,e,f unregelmäÿig,gilt
a 6= d, b 6= e, c 6= f,8Eine duale Aussage gilt, wenn man die Farben vertauscht.10



da sonst die Region zu einer Region aus H degeneriert. Nun kann diese Regiondurch zwei Dreiecke 4a und 4d der Seitenlängen a und d zu einem teilbarenParallelogramm ergänzt werden (siehe Abb. 10b).
a

b c

d

e
f(a) H3,3,3,4,2,4 (b) Vervollständigung vonH3,3,3,4,2,4Abbildung 10: irreguläres Hexagon mit Vervollständigung zum ParallelogrammEs bleibt zu zeigen, dass die Anzahl der weiÿen resp. schwarzen Dreiecke in 4aund 4d zusammen ungleich ist. Man bemerkt zuerst, daÿ die zu betrachtendenDreiecke dual gefärbt sind, die Ecken beider Dreiecke also unterschiedlich gefärbtsein müssen, siehe Abb. 10b. Daraus ergeben sich die Anzahlen gleichgefärbterDreiecke:

W4a∪4d
=

a(a + 1)

2
+

d(d − 1)

2

S4a∪4d
=

a(a − 1)

2
+

d(d + 1)

2Es sei angenommen es gelte W4a∪4d
= S4a∪4d

, dann ergäbe sich:
W4a∪4d

= S4a∪4d
⇔ a(a + 1) + d(d − 1) = a(a − 1) + d(d − 1)

⇔ a(a + 1 − a + 1) = d(d + 1 − d + 1)

⇔ a = dim Widerspruch zu a 6= d. Eine analoge Schlussweise gilt auch für die anderenbeiden möglichen Ergänzungen durch Dreiecke. Damit ist auch Ha,b,c,d,e,f nichtfärbbar und somit ebenfalls nicht teilbar. �Das Lemma charakterisiert also die Regionen R ∈ H als einzige konvexe Regio-nen, die überhaupt teilbar sind. Aus dieser Charakterisierung folgt unmittelbarLemma 2.1.2 Sei R ∈ D endlich. Dann ist R teilbar, wenn R als Vereinigungvon endlich vielen Regionen Ri ∈ H,i ∈ I ⊂ N darstellbar ist, d.h.
R teilbar ⇔ ∃Ri ∈ H, i ∈ I :

⊔

i∈I

Ri = R.99Die Zerlegung ist o�enbar nicht eindeutig bestimmt.11



Insbesondere kann jede Teilung T ∈ LR als eine solche disjunkte Vereinigungaufgefasst werden, denn jedes Lozenge ist als H0,1,1,H1,0,1 oder H1,1,0 darstell-bar, daher existiert zu jeder teilbaren Region mindestens eine solche Zerlegung.
T ist in diesem Sinne die feinste Zerlegung, denn ein Lozenge ist die kleinsteteilbare Region des Dreieckgitters D. Insgesamt hat man mit diesem Lemmanun für beliebige und damit auch nichtkonvexe resp. nicht zusammenhängendeRegionen ein Teilbarkeitskriterium an der Hand.Der weiter oben erwähnte Algorithmus zur Entscheidung der Teilbarkeit einerRegion von Thurston basiert auf einer solchen �Dekomposition�, in jedem Schrittdes Algorithmus werden Lozenges entfernt. Lässt sich dieses Verfahren fortfüh-ren, bis nichts mehr übrig bleibt, so war die Ausgangsregion teilbar. Bleibt einnicht teilbarer Rest übrig, so war entsprechend die Ausgangsregion nicht teilbar.Abbildung 11 illustriert eine mögliche Zerlegung einer Region mit Löchern inteilbare Subregionen.

Abbildung 11: Mögliche Zerlegung der dunkelblau umrandeten Region in teil-bare Subregionen.2.2 Darstellung von Lozengeteilungen durch deBruijn-PfadeFür die Berechnung der Anzahl der möglichen Teilungen einer hexagonalen Re-gion R ∈ H wird sich das Lemma von Gessel-Viennot als hilfreich erweisen. Esstellt auf überraschendeWeise einen Zusammenhang zwischen der Anzahl ecken-disjunkter Pfade (sogenannte Pfadsysteme) in einem Graphen mit bestimmtenEigenschaften und der Berechnung einer Determinante her. Ziel wird es alsozunächst sein, die Lozenge-Teilungen mit einem Pfadsystem zu identi�zieren.Dies leisten die von Nicolaas Govert deBruijn in [10] eingeführten und nachihm benannten deBruijn-Pfade. Es ist möglich diese auch für allgemeinere undspeziell auch mehrdimensionale Teilungen zu spezi�zieren (siehe z.B. [14]).Für den Fall der Lozengeteilungen betrachte folgendeDe�nition 2.2.1 (deBruijn-Pfad, deBruijn-Familie) Sei Ha,b,c ∈ H und12



T eine Teilung aus LHa,b,c
. Weiter sei an das Koordinatensystem aus Abb. 6erinnert.Für ein �xiertes Lozenge der Teilung T und eine �xierte Richtung ~r wird dieMenge aller zu diesem Lozenge adjazenten Lozenges, mit Kanten parallel zu ~r,deBruijn-Pfad genannt.Die so entstehende Sequenz von Lozenges ist eindeutig bestimmt und verbindetdie zu ~r parallelen Seiten von Ha,b,c miteinander.Die Menge aller deBruijn-Pfade einer Teilung T zu ~r von Ha,b,c heiÿt deBruijn-Familie (siehe Abbildung 12), die Menge aller Familien zu ~r Faser.Bemerkung. Es gibt so viele Familien wie Teilungen, aber zu jeder Richtung

~r nur eine Faser.
Abbildung 12: deBruijn-Familie in H3,4,6 für die a-RichtungEine deBruijn-Faser10 lässt sich speziell für die Lozengeteilungen einfach mitgerichteten Pfaden im gerichteten euklidischen Gitter identi�zieren (die Gitter-punkte seien der Einfachheit halber Elemente von Z

2).11 Abbildung 13 zeigtdiese Bijektion für H3,4,6.Dabei bedeute gerichtet, dass für zwei Punkte (=Ecken des euklidischen Gra-phen) x = (x1, x2) und y = (y1, y2) mit x, y ∈ Z
2 eine Kante existiert, wenn dereuklidische Abstand gleich 1 ist.Eine Kante von x nach y sei in �Nordrichtung� orientiert, falls x1 = y1 und

y2−x2 = 1. Analog sei eine Kante von x nach y in �Ostrichtung� orientiert, falls
y1 − x1 = 1 und x2 = x2(siehe auch Abb. 13 rechts).Für die konvexen RegionenR ∈ Ha,b,c �xiere im gerichteten, euklidischen Gitterdie a Knoten A1, . . . , Aa und B1, . . . , Ba, wie in Abbildung 13 rechts.Nach Konstruktion sind die so im gerichteten euklidischen Gitter de�niertenPfade von Ai nach Bj eckendisjunkt, d.h. kein Pfad hat eine Ecke mit einemanderen Pfad gemein. Denn angenommen es gäbe zwei deBruijn-Pfade mit ge-meinsamer Ecke, so gäbe es in der zugehörigen Lozengeteilung T zwei Lozenges,die sich überlagern. Damit wäre aber T keine zulässige Teilung mehr.10Es gibt zu jeder hexagonalen Region genau drei Fasern.11Es genügt bereits eine der drei möglichen Fasern, um die Menge der Lozengeteilungen
LHa,b,c

vollständig zu charakterisieren, im folgenden sei daher immer die Faser oder Familiein ~a-Richtung gemeint. 13



Abbildung 13: Übersetzung von T ∈ LH3,4,6 mittels deBruijn-Familie in eineDarstellung im gerichteten euklidischen Gitter.2.3 Anzahl Teilungen konvexer hexagonaler Regionen2.3.1 Lemma von Gessel-ViennotBevor das Lemma von Gessel-Viennot formuliert werden kann, ist es notwendigeinige Begri�e einzuführen. Im wesentlichen wird dabei und bei der Formulie-rung resp. dem Beweis des Lemmas von Gessel-Viennot auf die Ausführungenin [1] ab Seite 3 von Martin Aigner zurückgegri�en, hier in der Verallgemeine-rung für beliebige sechseckige Regionen Ha,b,c mit a, b, c ∈ N0.12 Im folgendenwird ein endlicher, gerichteter, reell-gewichteter und azyklischer Graph kurzegga-Graph -Graph genannt. Sei nun G = (E, K) ein egga-Graph -Graph und
A = {A1, . . . , An} bzw. B = {B1, . . . , Bn} Teilmengen der Eckenmenge E desGraphen, die nicht notwendigerweise disjunkt sein müssen.O�enbar gibt es in G nur endlich viele oder gar keine gerichteten Pfade zwischeneinem Ai ∈ A und einem Bj ∈ B, wobei auch der triviale Pfad13 zugelassen sei,12In der gegebenen Referenz wird a = b = c = n vorausgesetzt.13Es sei der triviale Pfad der (gerichtete) Pfad e → e bzw. die Kante (e, e) ∈ K mit e ∈ E14



falls Ai = Bj . Die Pfade sind selbst von endlicher Länge.14Es bezeichne
P : Ai → Bjeinen gerichteten Pfad von Ai nach Bj . Analog schreibe man für eine beliebigePermutation σ ∈ Sn

P(σ,i) : Ai → Bσ(i).Nun kann auf kanonische Weise jedem Pfad ein Gewicht zugeordnet werden,dies geschieht mittelsDe�nition 2.3.1 (Pfadgewicht) Es sei P : Ai → Bj ein beliebiger Pfad von
Ai nach Bj .Dann ist das Gewicht von P de�niert durch

ω(P ) =

{∏

k∈P ω(k) falls P nicht trivial
1 falls P trivial ,wobei ω(k) ∈ R das Gewicht der Kante k ∈ P ⊂ K sei.Betrachte nun weiterDe�nition 2.3.2 (Pfadsystem) Es seien n Pfade P(σ,i) : Ai → Bσ(i) gegeben,wobei i ∈ {1, . . . , n}.Dann heiÿt die Menge

Pσ := {P(σ,i) : Ai → Bσ(i), i ∈ {1, . . . , n}}ein Pfadsystem zur Permutation σ.Mit Hilfe der folgenden De�nition kann nun auch einem Pfadsystem ein Gewichtzugeordnet werden.De�nition 2.3.3 (Pfadsystemgewicht) Es sei
ω(Pσ) :=

n∏

i=1

ω
(
P(σ,i) : Ai → Bσ(i)

)das Gewicht des Pfadsystems Pσ.Bemerkung. Zu einer beliebigen Permutation σ ∈ Sn ist das Pfadsystem zu
σ nicht eindeutig bestimmt. Es kann durchaus mehrere mögliche Pfadsystemegeben, insbesondere dann, wenn es mehr als einen gerichteten Pfad zwischenmindestens einem Ai und Bσ(i) gibt.Mithin ist auch die Existenz eines Pfadsystems zu einer beliebigen Permutationnicht gesichert, insbesondere dann, wenn es ein i gibt, so daÿ kein Pfad

P : Ai → Bσ(i)mit Länge 0 und Gewicht 114Die Pfadlänge ist gleich der Anzahl nichttrivialer Kanten.15



existiert.Man kann diese Lücke schlieÿen, indem man eine neue gerichtete Kante (Ai, Bσ(i)) ∈
K mit Gewicht 0 einführt und so einen Pfad P : Ai → Bσ(i) erhält. Das Pfad-gewicht und damit auch das Pfadsystemgewicht ist dann Null.De�nition 2.3.4 (Signum eines Pfadsystems) Es sei σ ∈ Sn, n ∈ N, einebeliebige Permutation und Pσ ein Pfadsystem zu σ. Dann sei

sign(Pσ) := sign(σ)Schlieÿlich benötigt man zur Formulierung des Lemmas nochDe�nition 2.3.5 (Pfadmatrix) Man de�niere die quadratische n× n Matrix
M := (mij)ij mit i, j ∈ {1, . . . , n} durch

mij :=
∑

P :Ai→Bj

ω(P )und setze
mij := 0,falls kein gerichteter Pfad P : Ai → Bj existiert.Weiterhin sei ein Pfadsystem eckendisjunkt, falls je zwei Pfade des Pfadsystemkeine gemeinsamen Ecken besitzen.Nun kann das Lemma von Gessel-Viennot (siehe [22]) folgendermaÿen formuliertwerden:Lemma 2.3.1 (Gessel-Viennot) Seien G = (E, K) ein egga-Graph undA,B ⊂

E n-elementige Teilmengen, n ∈ N, M die zugehörige Pfadmatrix. Dann gilt
detM =

∑

Pσ eckendisjunkt sign(Pσ)ω(Pσ).Beweis. Zunächst ist nach Gottfried Leibniz die Determinante von M gegebendurch
detM =

∑

σ∈Sn

sign(σ)m1σ(1)m2σ(2) . . . mnσ(n)Nach De�nition der Pfadmatrix ist aber:
sign(σ)m1σ(1)m2σ(2) . . . mnσ(n)

= sign(σ)




∑

P1:A1→Bσ(1)

ω(P1)



 ·




∑

P2:A2→Bσ(2)

ω(P2)



 · . . . ·




∑

Pn:An→Bσ(n)

ω(Pn)



und damit o�enbar
detM =

∑

Pσ

sign(Pσ)ω(Pσ).16



De�niert man nun
N := {Pσ|Pσ nicht eckendisjunkt},so ist nur noch ∑

Pσ∈N

sign(Pσ)ω(Pσ) = 0 (1)zu zeigen.Sei nun Pσ ∈ N . Dann existiert ein Pfad Pi0 : Ai0 → Bσ(i0) derart, daÿ i0der kleinste Index ist, so daÿ Pi0 eine Ecke mit einem anderen Pfad aus demPfadsystem gemein hat. Sei X ∈ Pi0 die erste Ecke für die ein Pfad P ′existiert,so daÿ Pi0 ∩P ′ 6= ∅ und Pj0 : Aj0 → Bσ(j0) der Pfad mit kleinstem Index j0 > i0mit X ⊂ Pi0 ∩ Pj0 .Dann de�niere die Abbildung π : N → N durch folgende Konstruktion für einPfadsystem Pσ:
• wähle

Pi0 = ((Ai0 , e1), (e1, e2), . . . , (ek, X), (X, ek+1), . . . , (em, Bσ(i0)))und
Pj0 = ((Aj0 , ê1), (ê1, ê2), . . . , (êk̂

, X), (X, ê
k̂+1), . . . , (êm̂, Bσ(j0)))wie oben.

• π(Pσ) = P ′
σ′ mit

P ′
i0

= ((Ai0 , e1), (e1, e2), . . . , (ek, X), (X, ê
k̂+1), . . . , (êm̂, Bσ(j0)))und

P ′
j0

= ((Aj0 , ê1), (ê1, ê2), . . . , (êk̂
, X), (X, ek+1), . . . , (em, Bσ(i0))).Dabei sei

σ′ = σ ◦ (i0 j0)das Produkt von σ mit der Transposition (i0 j0)Mit dieser Konstruktion gilt nun o�enbar
• ∀Pσ ∈ N : π(π(Pσ)) = Pσ

• sign(π(Pσ)) = −sign(Pσ)

• ω(π(Pσ)) = ω(P)Daher muss (1) verschwinden, denn zu jedem Pfadsystem aus N wird mittelsder Involution π ein Pfadsystem mit entgegengesetzten Signum assoziert. DieseVorgehensweise nennt man auch tailswapping, Abb. 14 konkretisiert das Vorge-hen.Damit ist die Behauptung gezeigt. � 17



Abbildung 14: Vertauschen der Enden zweier Pfade (tailswap)2.3.2 Formel von MacMahonIm Abschnitt über die deBruijn-Pfade wurde bereits ein Pfadsystem de�niert,das in Bijektion mit den Lozengeteilungen steht. Mittels des vorgestellten Lem-mas von Gessel-Viennot genügt es nun die zugehörige Pfadmatrix zu bestimmenund deren Determinante zu berechnen, um die Anzahl der möglichen Teilungeneiner Region Ha,b,c zu erhalten.Mit der Beschränkung auf die Teilungen von Ha,b,c betrachtet man ein Pfad-system, wie es bereits bei der De�nition der deBruijn-Pfade angegeben wurde(siehe Abb. 13, letztes Teilbild).Jeder der Pfade kann in dem Rechteck der Gröÿe b × c variieren, siehe dazuAbb. 15. Jeder Pfad von Ai nach Bi für ein festes i ∈ {1, . . . , a} hat dann dieLänge b + c.Sei nun jedes Kantensegment mit Ausrichtung nach Norden durch 1 kodiert,jedes Kantensegment mit Ausrichtung nach Osten durch 0. Dann ist jeder Pfadvon Ai nach Bi eine Sequenz von b Nullen und c Einsen. Die Menge aller solcherPfade hat demnach die Mächtigkeit (b+c
b

) und nach De�nition der Pfadmatrixsetzt man nun
mii =

(
b + c

b

)

.Es bleiben noch die Anzahlen möglicher Pfade zwischen Ai und Bj mit i 6= j.Dazu betrachte die Abb. 15. Es wird deutlich, daÿ die Pfade nur noch in demRechteck der Grösse (b+i−j)×(c−i+j) variieren können; die Pfadlänge bleibtunverändert. Nach der vorgeschlagenen Kodierung der Pfade und der De�nitionder Pfadmatrix ist nun analog zu vorher
mij =

(
b + c

b + i − j

)zu setzen.Insgesamt ergibt sich damit die Pfadmatrix
M := (mij)ij

=

((
b + c

b + i − j

))

ij

.Im Abschnitt über die deBruijn-Pfade wurde schon erwähnt, daÿ die betrachte-ten deBruijn-Pfade eckendisjunkt sein müssen, das bedeutet aber nichts anderesals das nun das Lemma von Gessel-Viennot angewendet werden kann und dieAnzahl Teilungen gerade die Determinante von M ist.18



Abbildung 15: Variationsbereiche möglicher Pfade von A2 → B2 resp. A1 → B3sind blau unterlegt.Die folgenden Berechnungen stellen eine Detaillierung der Vorschläge für dieBerechnung von detMa(b, c) aus [29] ab S. 11 dar.Bevor die Determinante berechnet werden kann, sei ein kleines Lemma erwähnt,das helfen wird einen Beweis mittels vollständiger Induktion für beliebige a ≥ 0zu führen. Dazu führe folgende Schreibweise ein:De�nition 2.3.6 Es sei A eine n × n Matrix. Dann bezeichne A
n1,...,nm′

n1,...,nm dieMatrix, die man durch Streichen der Zeilen n1, . . . , nm und durch Streichen derSpalten n1, . . . , nm′ erhält.Auf das erwähnte Lemma wird in [29], S. 11 verwiesen. Es liefert eine hilfrei-che Identität für die Berechnung von Determinanten, die unter anderem aufC. L. Dodgson15 zurückgeht, siehe dazu auch [16]. Man nennt diese Methodeauch Kondensation; diese liefert ein iteratives Verfahren zur Berechnung der De-terminante durch die Berechnung gewisser Minoren der Ausgangsmatrix. DiespräzisiertLemma 2.3.2 Sei A eine n × n Matrix, n ≥ 3. Dann gilt:
detA · detA

1,n
1,n = detA1

1 · detAn
n − detAn

1 · detA1
n.Die Frage nach der Anzahl von Teilungen einer beliebigen Region R ∈ H lässtsich also so formulieren:Lemma 2.3.3 Sei Ha,b,c ∈ H, dann ist

#LHa,b,c
= detMa(b, c) =

a∏

i=1

b∏

j=1

c∏

k=1

i + j + k − 1

i + j + k − 2
(2)15bekannter als Autor von �Alice in Wonderland� unter dem Pseudonym Lewis Carroll.19



für beliebiges a ∈ N0 und b, c ∈ N.Beweis. (per Induktion) Zunächst bemerkt man, daÿ im Fall a = 0 nur genaueine Teilung der nun rautenförmigen Region möglich ist. Dies wurde schon imBeweis von Lemma 2.1.1 bemerkt. Also
detM0(b, c) = 1 (3)Für a = 1 ergibt sich

detM1(b, c) = det
i,j=1

((
b + c

b

))

=

(
b + c

b

)

=

b∏

j=1

c∏

k=1

j + k

j + k − 1

=

1∏

i=1

b∏

j=1

c∏

k=1

i + j + k − 1

i + j + k − 2
(4)Weiter gilt für beliebiges a ≥ 2:

(Ma(b, c))11 = det
2≤i,j≤a

((
b + c

b + i − j

))

= det
2≤i,j≤a

((
b + c

b + (i − 1) − (j − 1)

))

= Ma−1(b, c)Analog gilt auch
(Ma(b, c))n

n = Ma−1(b, c)

(Ma(b, c))1n = Ma−1(b + 1, c − 1)

(Ma(b, c))n
1 = Ma−1(b − 1, c + 1)

(Ma(b, c))1,n
1,n = Ma−2(b, c)Nach diesen Überlegungen gilt nun nach Lemma 2.3.3 folgende Rekursionsglei-chung für die zu berechnende Determinante:

detMa(b, c) · detMa−2(b, c)

= (detMa−1(b, c))
2 − detMa−1(b + 1, c − 1) · detMa−1(b − 1, c + 1)Wenn diese Rekursion auch für die rechte Seite von (2) gezeigt werden kann istder Induktionsbeweis zusammen mit (3) und (4) abgeschlossen.Daher zeige zunächst für beliebige i, b, c ∈ N:

b∏

j=1

c∏

k=1

i + j + k − 1

i + j + k − 2
=

(
i+b+c−1

c

)

(
i+c−1

c

)20



es ergibt sich
b∏

j=1

c∏

k=1

i + j + k − 1

i + j + k − 2

=

(
1 + i

i
· 2 + i

1 + i
· . . . · c + i

c + i − 1

)

· . . . ·
(

b + i

b + i − 1
· b + i + 1

b + i
· . . . · b + c + i − 1

b + c + i − 2

)

=
c + i

i
· . . . · b + c + i − 1

b + i − 1

=
(i + b + c − 1)!

c!(i + b − 1)!
· c!(i − 1)!

(i + c − 1)!

=

(
i+b+c−1

c

)

(
i+c−1

c

)woraus nun sofort:
a∏

i=1

b∏

j=1

c∏

k=1

i + j + k − 1

i + j + k − 2
=

a∏

i=1

(
i+b+c−1

c

)

(
i+c−1

c

)folgt.Mit dieser handlicheren Formel gilt nun o�enbar
a−1∏

i=1

((
i+b+c−1

c

)

(
i+c−1

c

)

)2

−
a−1∏

i=1

(
i+b+c−1

c+1

)(
i+b+c−1

c−1

)

(
i+c
c+1

)(
i+c−2
c−2

)

=

(

1 − bc

(a + b − 1)(a + c − 1)

) a−1∏

i=1

((
i+b+c−1

c

)

(
i+c−1

c

)

)2

=

(

1 − bc

(a + b − 1)(a + c − 1)

) (a+b+c−2
c

)(
a+c−1

c

)

(
a+c−2

c

)(
a+b+c−1

c

)

a∏

i=1

(
i+b+c−1

c

)

(
i+c−1

c

)

a−2∏

i=1

(
i+b+c−1

c

)

(
i+c−1

c

)

=
(a + b − 1)(a + c − 1) − bc

(a + b − 1)(a + c − 1)
· (a + c − 1)(a + b − 1)

(a − 1)(a + b + c − 1)

a∏

i=1

(
i+b+c−1

c

)

(
i+c−1

c

)

a−2∏

i=1

(
i+b+c−1

c

)

(
i+c−1

c

)

=
a∏

i=1

(
i+b+c−1

c

)

(
i+c−1

c

)

a−2∏

i=1

(
i+b+c−1

c

)

(
i+c−1

c

)und damit die Behauptung. �Im oft betrachteten Fall des regelmäÿigen Hexagons Ha,a,a, a ≥ 1 vereinfachtsich die angegebene Formel zu
a∏

i=1

a∏

j=1

a∏

k=1

i + j + k − 1

i + j + k − 2
=

a∏

i=1

a∏

j=1

i + j + a − 1

i + j − 1
=

a∏

i=1

(
i+2a−1

a

)

(
i+a−1

a

) .21



In dieser Form ist die Formel beispielsweise in [1] als Lösung des Problems D zu�nden, welches die etwas einfachere Frage nach der Anzahl von Teilungen von
Hn,n,n, n ∈ N als eine Anwendung des Lemmas von Gessel-Viennot beantwortet.Im noch einfacheren Fall a = 1, b = c = n wird eine direkte Verbindung mit denCatalanzahlen

Cn :=
1

n + 1

(
2n

n

)deutlich. Es ist dann
#LH1,n,n

=
1∏

i=1

(
2n+i−1

n

)

(
n+i−1

n

) =

(
2n

n

)

= (n + 1)Cn.Tatsächlich korrespondieren die möglichen Pfade der de Bruijn-Darstellung einer
1 × n × n Lozengeteilung mit dem sogenannten �stair case walk�-Pfaden, siehez.B. [39] für eine De�nition.2.4 Wachstumsverhalten der Anzahl TeilungenEs soll noch eine Abschätzung des Wachstums der Anzahl Lozengeteilungen desHexagons Hn,n,n gegeben werden. Diese basiert direkt auf empirischen Versu-chen mit dem Computer-Algebra-System Maple. Es erlaubte die Anzahl Tei-lungen von für groÿe n in logarithmischer Skala zu betrachten. Au�ällig istdie Parabelform der Kurve, deren Aussehen schlieÿlich zu den nachfolgendenBetrachtungen führte.Mittels der im vorigen Kapitel vorgestellten und bewiesenen Formel erhält manzunächst die in Tabelle 1 aufgelisteten (teilweise gerundeten) Anzahlen von Tei-lungen von n = 1 bis n = 30. Es zeigt sich ganz deutlich, daÿ der Zustandsraumschnell an Gröÿe zunimmt.Ziel des nächsten Abschnittes ist es, das exponentielle Wachstum zu zeigen.

n #LHn,n,n

1 2
2 20
3 980
4 232848
5 2, 6 · 108

6 1, 5 · 1012

7 3, 9 · 1016

8 5, 1 · 1021

9 3, 1 · 1027

10 9, 3 · 1033

n #LHn,n,n

11 1, 3 · 1041

12 9, 1 · 1048

13 3 · 1057

14 4, 8 · 1066

15 3, 6 · 1076

16 1, 3 · 1087

17 2, 4 · 1098

18 2 · 10110

19 8, 1 · 10122

20 1, 6 · 10136

n #LHn,n,n

21 1, 5 · 10150

22 6, 8 · 10164

23 1, 5 · 10180

24 1, 5 · 10196

25 7, 7 · 10212

26 1, 9 · 10230

27 2, 2 · 10248

28 1, 2 · 10267

29 3, 2 · 10286

30 4, 2 · 10306Tabelle 1: Liste der Anzahlen Lozengeteilungen für regelmäÿige HexagonsEs ergab sich aus der Betrachtung des logarithmischen Plots und einigen nume-rischen Näherungen mit Maple 22



Satz 2.4.1 Es gilt
e

n2

2 ≤ #LHn,n,n
≤ en2für alle n ≥ 4.Um diese Aussage zu beweisen liefert das folgende Lemma zunächst eine Un-gleichung, die im Beweis des Satzes eine essentielle Rolle spielt.Lemma 2.4.1 Es gilt für alle n ≥ 4
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d.h.
lim

n→∞

1

n
ρ(n) = log

(
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)

≈ 1, 569744431 < 2.Daraus folgt unmittelbar
ρ(n) ∈ O(n).Weiterhin ist ρ(n) monoton steigend, denn
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≈ 3, 568064660 > 3Daraus folgt die Behauptung des Lemmas. �Nun kann der Satz bewiesen werden.Beweis. Der Satz wird mittels Induktion bewiesen.Die Behauptung ist nach logarithmieren äquivalent zu
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und
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.Dank Lemma gilt nun für n ≥ 4
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.Damit ist die Behauptung gezeigt. �Bemerkung. Mit Hilfe von Maple kann man berechnen, daÿ die Abschätzungaus dem Satz schon ab n = 1 gilt, denn die Berechnungen ergeben

e
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2 #LHn,n,n
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1, 648721271 2 2, 718281828
7, 389056099 20 54, 59815003
90, 01713130 980 8103, 08392825
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5040302010Abbildung 16: Logarithmischer Plot der Anzahl Lozenge-Teilungen von Hn,n,nfür n = 1...50 (Punkte) und überlagerter logarithmischer Plot der Funktion
e0,779538296·x2 (rot)Bemerkung. Die Argumentation des Satzes lässt sich vermutlich analog auchauf die verschärfte Behauptung

e0,7n2 ≤ #LHn,n,n
≤ e0,8n2anwenden.Betrachtet man nocheinmal die Ausgangsungleichung so ergibt sich für n > 6
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dx =: f(n)Ein Plot mittels Maple von f(n) legt die Vermutung nahe, daÿ f eine quadra-tische Funktion in n ist.Tatsächlich scheint
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n→∞

1
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1
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log

(
Γ(2n + x)
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dxgegen eine Konstante zu konvergieren. Nach einer numerischen Näherung ergabsich k ≈ 0, 7795382960.1616Kurz vor Abschluss dieser Arbeit ist dem Autoren noch der Artikel [6] in die Hände26



Betrachtet man nun die Approximation
ekn2

,so ist dies eine gute untere Schranke für #LHn,n,n
, siehe auch Abb. 16.Die vorangegangenen Ausführungen zeigen nocheinmal ganz deutlich, daÿ derVersuch alle möglichen Lozengeteilungen zu berechnen, um dann mittels derPseudo-Inversen der Verteilungsfunktion Stichproben zu nehmen, allein wegender Gröÿe der Menge aller Teilungen zwangsläu�g scheitern muss.Die folgenden Kapitel werden Auswege aus diesem Dilemma durch Konstruktioneiner Kopplung von Markovketten aufzeigen.

gefallen, in dem auf Seite 4 Korollar 3 das genaue Wachstumsverhalten mit Hilfe der Sum-menformel von Euler-MacLaurin berechnet wurde. Für a = b = c = 1 und m = 0 ergibt sichmit der auf Seite 5 der Referenz angegebenen Formel und der Notation des Korollars obiges
k zu 0, 5 · (9 log 3 − 12 log 2) ≈ 0, 784872216, was gut mit der durchgeführten numerischenApproximation übereinstimmt. 27



3 Coupling From The Past (CFTP)In den folgenden Abschnitten sollen neben der notwendigen Notation auch ei-nige wichtige Sätze und De�nitionen Erwähnung �nden. Daneben werden diewichtigsten Begri�e und Methoden entwickelt, um exakt nach der Gleichge-wichtsverteilung verteilte Stichproben von zufälligen Lozengeteilungen zu er-zeugen. Wichtigster Punkt ist dabei neben der Kopplung von Markovketten derAlgorithmus von Propp und Wilson, der oft unter dem englischen Schlagwort�Coupling From The Past� oder, übersetzt, �Kopplung aus der Vergangenheit�,auftaucht. Mit Hilfe eines Monotoniebegri�es und einer partiellen Ordnung aufdem Zustandsraum kann dieser Algorithmus noch wesentlich e�zienter gemachtwerden.3.1 Markovketten als M-Folgen und NotationDie Sichtweise, eine Markovkette nicht als durch die Übergangsmatrix determi-nierten stochastischen Prozess, sondern als iterierte, zufällige Funktion zu sehen,�ndet man z.B. in [15] und wird insbesondere bei der Simulation von Markov-ketten mit Hilfe eines Rechners benutzt. Es zeigt sich, daÿ beide De�nitionenäquivalent sind, in dem Sinne, daÿ zu jeder homogenen, diskreten Markovketteeine iterierte, zufällige Funktion konstruiert werden kann und umgekehrt, dieswird später präzisiert.Zuvor werden jedoch noch einige De�nitionen und wichtige Sätze gegeben.Für die folgenden De�nitionen ist eine Markovkette (Xn)n≥0 als Markovket-te mit einem endlichen Zustandsaum E und der Anfangsverteilung ν0 zu ver-stehen.17 Es wird weiterhin die Homogenität vorausgesetzt und mit Q sei diezugehörige Übergangs- oder Transitionsmatrix bezeichnet.De�nition 3.1.1 (Kommunikation) Seien x, y ∈ E, dann schreibe
x → y,falls ein k ∈ N existiert, so daÿ Qk(x, y) > 0. Man sagt x und y kommunizierenmiteinander, wenn x → y und y → x. Abkürzend schreibt man dafür
x ↔ y.Bemerkung: Falls x → y und y → x gilt zwar

∃k1 : Qk1(x, y) > 0und
∃k2 : Qk2(y, x) > 0,aber nicht zwangsläu�g

k1 = k2.Mit Hilfe der De�nition von Kommunikationsklassen kann man einfach die Ir-reduzibilität einer Transitionsmatrix zeigen.17Im folgenden sei daher E resp. die Markovkette endlich genannt.28



De�nition 3.1.2 (Kommunikationsklasse) Der Zustandsraum einer endli-chen Markovkette lässt sich eindeutig in disjunkte Teilmengen Ei zerlegen, sodaÿ
E =

⊔

i

Eigilt und für alle x, y gilt x → y, wenn x, y ∈ Ei und x 6→ y, wenn x ∈ Ei und
y ∈ Ej für i 6= j.Man nennt die Ei dieser Zerlegung Kommunikationsklassen.18De�nition 3.1.3 (Irreduzibilität) Die zu einer endlichen Markovkette gehö-rende Übergangsmatrix Q heiÿt irreduzibel, wenn für je zwei Zustände i, j ∈ Eein k existiert, so daÿ Qk(i, j) > 0.Damit kann man nun zeigenLemma 3.1.1 Q ist irreduzibel genau dann, wenn E nur aus einer Kommuni-kationsklasse besteht.Beweis. Der Beweis und weitere Ausführungen sind beispielsweise in [4] zu�nden. �De�nition 3.1.4 (stationäre Verteilungen) Die Linkseigenvektoren π mit

πQ = πmit der Eigenschaft
π(E) :=

∑

i∈E

π(i) = 1werden stationäre Maÿe oder stationäre Verteilungen genannt, manchmal auchEquilibriumsverteilung.Ist die Übergangsmatrix Q irreduzibel, so hat die Eigenwertgleichung genau eineLösung mit positiven Einträgen, so daÿ eine Renormierung zu einem Wahr-scheinlichkeitsmaÿ möglich wird.De�nition 3.1.5 (Konvergenz ins Equilibrium) Für eine diskrete Markov-kette (Xn)n≥0 und assoziierter irreduzibler Übergangsmatrix Q und Startbedin-gung ν0 spricht man von der Konvergenz ins Gleichgewicht oder Equilibrium,wenn (Xn)n≥0 in Verteilung gegen das einzige stationäre Maÿ konvergiert, wenn
n → ∞.Bemerkung Oft ist in der Literatur nicht explizit angegeben, ob die De�nitioneiner Markovkette bereits die Startbedingung beinhaltet. Fehlt diese Angabeso wird meistens nur die Übergangsmatrix betrachtet und die Startbedingung18Da �↔� eine Äquivalenzrelation ist, sind die Kommunikationsklassen gerade die Äquiva-lenzklassen von E bzgl. der Kommunikationsrelation.29



ist beliebig. Dann spricht man von Konvergenz ins Equilibrium, wenn die be-trachtete Markovkette für alle Startbedingungen in Verteilung gegen die statio-näre Verteilung konvergiert. Besonders im Falle periodischer Übergangsmatrizenkann die Konvergenz von der Startbedingung abhängen (für die De�nition derAperiodizität siehe 3.1.5).Weiterhin lässt sich leicht zeigenLemma 3.1.2 Ist die Transitionsmatrix Q einer Markovkette symmetrisch undirreduzibel, so ist die stationäre Verteilung π gerade die Gleichverteilung auf E,d.h.
πQ = π =

1

#E
1 =

1

#E
(1, 1, 1, . . . , 1).Beweis. Man berechnet zunächst das reversible Maÿ ν von Q, d.h. es ist dasGleichungssystem

ν(i)Q(i, j) = ν(j)Q(j, i)zu lösen. Es ergibt sich wegen der vorausgesetzten Symmetrie
ν(i)Q(i, j) = ν(i)Q(j, i) = ν(j)Q(j, i) ⇔ ν(i) = ν(j)für alle i, j ∈ E. Wegen der Normierungseigenschaft ∑

i∈E

ν(i) = 1 ist ν dieGleichverteilung auf E.Wegen der Endlichkeit sind reversible Maÿe stationär; wegen der Irreduzibilitätvon Q ist ν gerade das eindeutig bestimmte stationäre Maÿ und damit dieBehauptung gezeigt. �De�nition 3.1.6 (aperiodisch) Es sei (Xn)n≥0 eine Markovkette mit asso-ziierter irreduzibler Übergangsmatrix Q und Startbedingung ν0. Man de�niertzunächst die Menge der Rückkehrzeiten durch
Ti = {n ≥ 1 : Xn = i|X0 = i} = {n ≥ 1 : Q(i, i)n > 0}für einen Zustand i ∈ E.Dann heiÿt die Markovkette aperiodisch, wenn

ggt(Ti) = 1gilt.De�nition 3.1.7 (ergodisch) Man nennt eine endliche Markovkette ergodisch,wenn ihre Übergangsmatrix aperiodisch und irreduzibel ist.Nun kann folgender wichtiger Zusammenhang gezeigt werdenSatz 3.1.1 Zu jeder diskreten Markovkette (Xn)n≥0 existiert eine Funktion
f und eine Folge unabhängiger, gleichverteilter Zufallsvariablen (Θn)n≥1, sodaÿ für beliebige, deterministische Anfangsbedingung X0 ∈ E

Xn+1 = f(Xn, Θn), n ≥ 1gilt. Man nennt f dabei auch Updatefunktion.30



Beweis. Den Beweis �ndet man in [30], Kapitel 1; er wird hier nocheinmalwiedergegeben.Es sei Q die zu (Xn)n≥0 assoziierte Transitionsmatrix und die n Zustände desZustandsraumes seien mit x1, . . . , xn bezeichnet.Betrachtet man das Einheitsintervall I := [0, 1] und konstruiert (Θn)n≥1 mit
Θi ∼ UI , so setze zunächst

Fj,k :=

k∑

i=1

Q(xj , xi).Eine Funktion f : E → E mit
f(xj , Θi) = xk, falls Fj,k−1 < Θ ≤ Fj,kerfüllt die Eigenschaften einer Updatefunktion.Dafür genügt zu bemerken

P(f(xj , Θi) = xk) = P(Fj,k−1 < Θi ≤ Fj,k) = Q(xj , xk).

�Bemerkung. Die Darstellung einer Markovkette durch eine iterierte, zufälligeFunktion ist nicht eindeutig, so kann das im Beweis konstruierte f(xi, Θ) stetsdurch f(xi, 1 − Θ) ersetzt werden.Der Satz liefert also nur eine Existenzaussage, aber keine Eindeutigkeit.3.2 Kopplung von Markovketten mit diskretem Zustands-raumBevor die Kopplung von endlichen Markovketten besprochen werden kann, wer-den noch einige Begri�e und Konzepte benötigt.De�nition 3.2.1 (totale Variationsdistanz) Für zwei Wahrscheinlichkeits-maÿe α und β auf E de�niert man
dTV (α, β) :=

1

2

∑

i∈E

|α(i) − β(i)|.Man bemerkt, daÿ auÿerdem dTV eine Metrik auf dem Raum der Wahrschein-lichkeitsmaÿe auf E de�niert. Dies folgt direkt aus den Eigenschaften des Be-trages.Im folgenden wird oft etwas unkorrekt von der totalen Variationsdistanz zwei-er Zufallsvariablen auf E gesprochen, damit seien stets die zugehörigen Wahr-scheinlichkeitsmaÿe gemeint. Aufgrund dessen setze man abkürzend
dTV (X, Y ) := dTV (PX ,PY ).Man kann die totale Variationsdistanz noch anders ausdrücken, dies zeigt31



Lemma 3.2.1 Seien X und Y Zufallsvariablen auf E. Dann gilt
dTV (X, Y ) = sup

A∈E

|PX(A) − PY (A)| = sup
A∈E

(PX(A) − PY (A))Beweis. Der Beweis �ndet sich beispielsweise in [5], Seite 126, Lemma 1.1. �Es kann jetzt die Konvergenz in Variation de�niert werden. DazuDe�nition 3.2.2 (Konvergenz in Variation) Sei (αn)n≥0 eine Folge von Wahr-scheinlichkeitsmaÿen auf E. Man sagt die Folge konvergiert in Variation gegendas Wahrscheinlichkeitsmaÿ β, wenn
lim

n→∞
dTV (αn, β) = 0.Analog kann man nun für eine ergodische, homogene Markovkette (Xn)n≥0 dieKonvergenz in Variation gegen π festhalten, indem gefordert wird

lim
n→∞

∑

i∈E

|P(Xn = i) − π(i)| = lim
n→∞

dTV (ν0Q
n, π) = 0.Nun kann die Kopplung von (zwei) Markovketten de�niert werden.19De�nition 3.2.3 (Kopplung) Es seien (Xn)n≥0 und (Yn)n≥0 zwei endlicheMarkovketten mit Zustandsraum E und beliebigen Anfangsverteilungen ν0 und

µ0. Man nennt einen Prozess (Zn)n≥0 mit Zustandsraum E × E und Anfangs-bedingung (ν0, µ0) eine Kopplung von (Xn)n≥0 und (Yn)n≥0, wenn
π1(Zn) ∼ Xn, π2(Zn) ∼ Yn,wobei π1, π2 die kanonischen Projektionen sind, d.h. es gilt πi(t1, t2) = ti.Da die Randverteilungen von (Zn)n≥0 nur in Verteilung mit den originalen Pro-zessen übereinstimmen müssen, hat man bei der eigentlichen De�nition von

(Zn)n≥0 groÿen Spielraum, denn es muss nicht notwendig gelten, daÿ
PZn

= PXn
⊗ PYnist. Man kann also die Vektorkomponenten auch so wählen, daÿ sie abhängigvoneinander sind.Man bezeichnet eine Kopplung mit unabhängigen Marginalprozessen auch alsDoeblin-Kopplung.Im folgenden sei die Kopplung zweier Prozesse trotzdem mit

(Zn)n≥0 = ((Xn, Yn))n≥0bezeichnet, auch wenn die de�nierte Kopplung nur in den Randverteilungen mitden originalen Prozessen übereinstimmt. Ist der Kontext klar oder die genaue19Für eine wesentlich allgemeinere De�nition der Kopplung beliebiger Prozesse siehe [32].32



Gestalt der Kopplung unwichtig, so wird auf die genaue Angabe von (Zn)n≥0verzichtet und schlicht von einer Kopplung von (Xn)n≥0 und (Yn)n≥0 gespro-chen. Insbesondere wird im Folgenden oft Xn mit den kanonischen Projektionen
π1(Zn) und Yn mit π2(Zn) gleichgesetzt.Für die nachfolgenden Ausführungen ist noch eine weitere Eigenschaft wichtig,dieDe�nition 3.2.4 (Koaleszenzeigenschaft) Eine Kopplung zweier endlicherMarkovketten (Zn)n≥0 = ((Xn, Yn))n≥0 hat die Koaleszenzeigenschaft, wenn ein
n0 existiert, so daÿ für alle m ∈ N mit m ≥ n0

Xm = Ym ⇒ Xm+1 = Ym+1gilt.Die Trajektorien einer Kopplung mit Koaleszenzeigenschaft �verkleben� alsonach dem Zusammentre�en und entfernen sich nicht mehr voneinander.Mit Hilfe der Kopplung kann die Distanz zum Equilibrium abgeschätzt werden,dazu zunächstDe�nition 3.2.5 Es sei für eine irreduzible, endliche und homogene Markov-kette (Xn)n≥0 mit Übergangsmatrix Q

d(n) := max
i∈E

dTV (δiQ
n, π) = max

i∈E

∑

j∈E

|(δiQ
n)(j) − π(j)|.Analog de�niert man eine totale Variationsdistanz maximiert über alle Anfangs-bedingungen durchDe�nition 3.2.6 Es sei für eine irreduzible, endliche und homogene Markov-kette (Xn)n≥0 und Übergangsmatrix Q

d̄(n) := max
i,j∈E

dTV (δiQ
n, δjQ

n) = max
i,j∈E

∑

k∈E

|(δiQ
n)(k) − (δjQ

n)(k)|.Die beiden Metriken d(n) und d̄(n) sind äquivalent20 und es gilt
d(n) ≤ d̄(n) ≤ 2d(n).Auÿerdem ist d̄(n) submultlikativ, d.h. es gilt für n, m ∈ N

d̄(n + m) ≤ d̄(n)d̄(m).Es zeigt sich auÿerdem, daÿ d̄(n) nicht steigend ist. Dies garantiert im Fol-genden, daÿ eine ε-Umgebung nach Erreichen nicht mehr verlassen wird (sieheMischungszeit weiter unten) und [2], sowie [30].Man de�niert noch20E ist endlich, daher sind alle Metriken äquivalent.33



De�nition 3.2.7 (Koaleszenzzeit) Für eine Kopplung (Zn)n≥0 endlicher Mar-kovketten (Xn)n≥0 und (Yn)n≥0 mit den Startverteilungen ν0 = δi und µ0 = δjmit i, j ∈ E und Koaleszenzeigenschaft, nennt man
τ i,j = inf{n ≥ 0 : Xn = Yn|X0 = i, Y0 = j}

= inf{n ≥ 0 : dTV (δiQ
n, δjQ

n) = 0}Koaleszenzzeit.21Mit Hilfe der Koaleszenzzeit kann nun die Distanz vom Equilibrium in totalerVariation abgeschätzt werden, es giltLemma 3.2.2 (Kopplungsungleichung) Für eine Kopplung endlicher Mar-kovketten zweier identischer Kopien (Xn)n≥0 und (Yn)n≥0 mit den Startvertei-lungen ν0 = δi und µ0 = δj mit i, j ∈ E und Koaleszenzeigenschaft gilt
dTV (Xn, Yn) = dTV (δiQ

n, δjQ
n) ≤ P(τ i,j > n).Beweis. Der Beweis folgt sofort aus der Darstellung der Variationsdistanz aus3.2.1, denn für beliebiges A ⊂ E

PXn
(A) − PYn

(A) = PXn
(A, τ i,j > n) + PXn

(A, τ i,j ≤ n)

− PYn
(A, τ i,j > n) − PYn

(A, τ i,j ≤ n)

= PXn
(A, τ i,j > n) − PYn

(A, τ i,j > n)

≤ PXn
(A, τ i,j > n).Nimmt man auf beiden Seiten das Maximum, so erhält man die Aussage desLemmas. �Aus dem Lemma erhält man als Folgerung

d(n) ≤ max
i,j∈E

P(τ i,j > n)Eine naheliegende Fragestellung ist nun, wie lange eine Markovkette laufen muss,damit sie resp. ihre Verteilung in einer ε-Umgebung (bzgl. der Variationsdistanz)der Gleichgewichtsverteilung ist. Dies lässt sich mit der De�nition der sogenann-ten Mischungszeit beantworten.De�nition 3.2.8 (Mischungszeit) Es sei (Xn)n≥0 eine endliche, ergodischeMarkovkette mit stationärer Verteilung π. Man nennt
ρ(ε) := inf{n ≥ 0 : d(n) ≤ ε}Mischungszeit.21τ i,j ist natürlich eine Stopzeit bezüglich der von (Zn)n≥0 erzeugten Filtration und wirdin der Literatur oft auch als Kopplungszeit beschrieben. Um Bedeutungsdopplungen zu ver-meiden, wurde hier eine andere Bezeichnung gewählt.34



Insbesondere ist nun sicher, daÿ nach Erreichen des ε-Balls um die stationäreVerteilung π dieser nicht mehr verlassen wird, da d(n) nicht steigend ist.Die Kenntnis der Mischungszeit kann unter anderem dazu verwendet werden,eine Simulation nach einer gewissen (festen!) Anzahl von Schritten abzubre-chen und trotzdem mit hoher Wahrscheinlichkeit Stichproben zu bekommen,die höchstens um ε in totaler Variation von der stationären Verteilung abwei-chen.De�nition 3.2.9 (erwartete Schrittzahl bis zur Koaleszenz) Die erwar-tete maximale Schrittzahl für die �schlechteste Wahl� von Startbedingungen biszur Koaleszenz lässt sich formalisieren durch die De�nition
T := max

i,j∈E
E(τ i,j).Da die Mischungszeit oft nur sehr schwierig explizit zu berechnen ist, ist derfolgende Satz sehr hilfreich und stellt eine Verbindung zwischen Koaleszenz-und Mischungszeit her.Satz 3.2.1 Es gilt

ρ(ε) ≤ eT ln(ε−1).Ein Beweis und weitere Ausführungen zum Konzept des schnellen Mischens�nden sich in [2].3.3 Der Coupling-From-The-Past-AlgorithmusDer �Coupling From The Past�-Algorithmus22 geht auf die Arbeiten von JamesPropp und David B. Wilson zurück, siehe etwa [37].Für eine gegebene Markovkette (Xn)n≥0 gibt es eine messbare Funktion f undeine Folge von identisch verteilten, unabhängigen Zufallsvariablen (Θn)n≥0, sodaÿ für deterministisch gegebenes X0 die Xn+1 durch die Rekursion
Xn+1 = f(Xn, Θn) =: fΘn

(Xn)für n ≥ 1 dargestellt werden können.23Betrachtet man nun eine endliche, ergodische Markovkette, so möchte man mitHilfe dieser Darstellung zufällige Stichproben gewinnen, die genau nach der (hiereinzigen) stationären Verteilung π verteilt sind. Die Ergodizität der Kette legtnahe, daÿ es dafür genügt die Dynamik �lange genug� laufen zu lassen, manbildet also
XM = (fΘM

◦ fΘM−1 ◦ . . . ◦ fΘ1 ◦ fΘ0)(X0).Die Frage ist dann, wie groÿ M gewählt werden muss, damit XM tatsächlichnach π verteilt ist. M ist mithin selbst eine Zufallsvariable.22Die Übersetzung ins deutsche ist �Kopplung aus der Vergangenheit�; im folgenden wirdmeist die englisch motivierte Abkürzung �CFTP� verwendet23siehe auch Abschnitt 3.1. 35



Zwar lässt sich mit Hilfe der Mischungszeit ρ(ε) diese Frage bis auf einen Fehlerbeantworten, dieser ist jedoch in vielen Anwendungen störend und verfälscht dieErgebnisse. Eine hinreichende Mischung ist nach Propp und Wilson gegeben,wenn der Fehler ε < 10−6 ist (siehe [36] Seite 2 oben).Die Grundlegende Idee der Kopplung aus der Vergangenheit ist es nun meh-rere Kopien der Dynamik zu betrachten und schrittweise in die Vergangenheitbis zur Zeit −T zurückzugehen und die Dynamik vorwärts bis zur Zeit 0 lau-fen zu lassen. Man inkrementiert T und startet die Dynamik solange mit denAnfangsbedingungen neu, bis die Koaleszenz zur Zeit 0 gegeben ist.Mit Hilfe der oben erwähnten Darstellung einer Markovkette als zufällige, iterier-te Funktion lässt sich zunächst ein stochastischer Fluÿ de�nieren, der Auskunftdarüber geben kann, wann die Dynamik abgebrochen werden kann und eineexakt gleichverteilte Stichprobe vorliegt.De�nition 3.3.1 (stochastischer Fluÿ) Es sei eine Markovkette (Xn)n≥0 mitDarstellung durch die Funktion f und die unabhängig, identisch verteilte Fol-ge (Θn)n≥0 auf einem endlichen Zustandsraum E gegeben. Für �xes T ∈ Nbezeichnet man den durch die folgende Rekursion gegebenen |E|-dimensionalenzufälligen Vektor F−T mit
F−T (E) = (fΘ1 ◦ fΘ2 ◦ . . . ◦ fΘT−1 ◦ fΘT

)(E)als stochastischen Fluÿ zu T . F−T wird konstant genannt, wenn alle Kompo-nenten des Vektors identisch sind.Diesen stochastischen Fluÿ kann man einerseits als eine Art Aufzeichnung derTrajektorien einer Markovkette (sozusagen der Fluÿlinien) begreifen, die füralle möglichen Anfangsbedingungen die Entwicklung der Kette protokolliert;andererseits als Kopplung von |E| Kopien der Originalkette, die gemäÿ der Up-datefunktion f und (Θk)k≥0 gleichzeitig aktualisiert werden.Der Grundansatz ist also die Dynamik zur Zeit �−∞� zu starten, dann istwegen der Ergodizität der Kette die Verteilung der Dynamik zur Zeit 0 geradedie stationäre Verteilung. Es wird nun ein T gesucht, bei dem die Pfade beiStart in −T zur Zeit 0 bereits zusammengetro�en sind, dann muÿ der zur Zeit
0 erreichte Zustand nach der Equilibriumsverteilung verteilt sein. Durch dasschrittweise Zurückgehen in die Vergangenheit (vergröÿern von T ) kann dieserreicht werden.Diesen heuristischen Ansatz präzisiertLemma 3.3.1 Wenn der zu einer endlichen, ergodischen Markovkette (Xn)n≥0gehörende stochastische Fluÿ F−T für ein T ∈ N konstant ist, so sind die Ein-träge von F−T genau nach der Equilibriumsverteilung π verteilt.Beweis. siehe [37] Seite 5. �Das Lemma liefert das ausschlaggebende Argument für die Funktionalität desfolgenden Algorithmus. 36



Für eine Markovkette, die durch eine Updatefunktion f und eine Folge vonidentisch verteilten unabhängigen Zufallsvariablen Θi beschrieben wird, sei derCFTP-Algorithmus nach [37], Seite 5 oben
T = 0;

repeat

T = T − 1;

f−T = RandomMap();

F−T = F−T−1 ◦ f−T

until F−T (E) konstant

return π1(F−T (E))wobei RandomMap() eine Methode sei, die entsprechend der de�nierten Mar-kovkette die Einträge des stochastischen Flusses in Abhängigkeit der Folge
(Θn)n≥1 aktualisiert.Man beachte dabei, daÿ die Θi in jedem Durchgang wieder benutzt werden müs-sen. Insbesondere müssen diese während der Laufzeit des Programms gespeichertwerden.Eine scheinbare Verbesserung des Algorithmus wäre es einfach die Kopplungin Zeitpunkt 0 zu starten und solange zu warten, bis die Pfade koaleszieren.Zwar hat die Koaleszenzzeit für dieses �Vorwärtskoppeln� die selbe Verteilung,wie im Fall der Kopplung in die Vergangenheit, jedoch erhält man so Stich-proben, die nicht nach der Equilibriumsverteilung verteilt sind, siehe Fill siehe[18], Abschnitt 5.1. Dort wird auch ein Algorithmus vorgestellt, der während derLaufzeit abgebrochen werden kann und trotzdem nach der gewünschten Vertei-lung verteilte Stichproben liefern kann.Eine mögliche Verbesserung des Algorithmus, der das Speichern der Θi vermei-det, ist unter dem Namen �Read-Once-Algorithmus� bekannt und beispielsweisein [23] Kapitel 11 zu �nden.3.4 Monotonie und Coupling From The PastDer im vorigen Abschnitt de�nierte CFTP-Algorithmus ist sehr kostenintensiv(im Sinne von Speicher und Rechenzeit), wenn der Zustandsraum der betrach-teten Markovkette sehr groÿ ist.24Da also für jeden Zustand des Zustandsraumes eine separate Kopie der Markov-kette für den CFTP-Algorithmus gestartet werden müsste, ist die Frage nach ei-ner möglichen Vereinfachung für die Realisierung vieler Simulationen von groÿerBedeutung.24Im Fallbeispiel der in dieser Arbeit behandelten Lozengeteilungen ist der Zustandsraumschon für kleine Regionen geradezu gigantisch (siehe Tabelle 1, im Kapitel 2). Der Zustands-raum �wächst exponentiell �. 37



Wenn es gelingt eine partielle Ordnung ��� der Zustände auf dem Zustands-raum E zu �nden und eindeutig bestimmte minimale und maximale Elementeexistieren, d.h. Elemente ⊥ und >, so daÿ für alle x ∈ E gilt
⊥ � x � >,so ist es möglich die Anzahl der notwendigen Rechenoperationen wesentlich zureduzieren.25Wird für die Dynamik nun eine Kopplung von |E| Kopien de�niert und gilt fürje zwei Kopien (X(i)

n

)

n≥0
, (X(j)

n

)

n≥0
mit i 6= j

X(i)
n � X(j)

n ⇒ X
(i)
n+1 � X

(j)
n+1 f.s. für alle n,so sagt man, die Updatefunktion f erhalte die Ordnungsrelation �.Nun genügt es o�enbar, den CFTP-Algorithmus lediglich in den extremen Start-bedingungen ⊥ und > zu starten, da wegen der Monotonie alle anderen Tra-jektorien zwischen den Trajektorien der in den extremalen Punkten gestartetenDynamik liegen müssen. Die Koaleszenz und damit die Konstanz des stochasti-schen Flusses tritt nun ein, wenn die beiden extremalen Trajektorien koaleszie-ren, siehe zur Erläuterung auch Abbildung 17.

Abbildung 17: Hier dargestellt der stochastische Fluÿ einer Kopplung von 25Kopien einer Markovkette mit Ordnungserhaltung. Die roten Pfade indizierendie Entwicklung der extremen Trajektorien.25Im Fall der Lozengeteilungen ist E = (E,�) sogar ein Verband.38



Die so erhaltene Stichprobe ist dann ebenso exakt nach der Equilibriumsvertei-lung verteilt. Dieses Verfahren nennt man monotone Kopplung aus der Vergan-genheit und sei im Folgenden mit mCFTP abgekürzt.Bemerkung. Die Möglichkeit der Benutzung des mCFTP hängt stark davonab, ob die auf dem Zustandsraum de�nierte Ordnungsrelation durch die Dyna-mik resp. durch die Updatefunktion einer Darstellung der Kette als zufällige,iterierte Funktion erhalten wird und ist keinesfalls kanonisch gegeben.Weitere und genauere Ausführungen hierzu, dem CFTP-Algorithmus und ver-wandten Fragen sind in [36], [37] und [21] zu �nden.Dieser Abschnitt basiert auf den Argumentationen in [36].
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4 Simulation von uniform verteilten Lozengetei-lungenDie Idee zur Lösung des Problems des Samplings uniformverteilter Teilungen ist,eine ergodische Markovkette zu konstruieren, die als stationäre Verteilung dieGleichverteilung besitzt. Gelingt es weiter eine (partielle) Ordnung zu de�nierenund erhält die zu konstruierende Dynamik diese, so kann man den mCFTP-Algorithmus aus dem vorigen Kapitel verwenden, um so exakt gleichverteilteTeilungen zu erzeugen.Zunächst soll die Dynamik in einer abstrakteren Form dargestellt werden, da-nach wird mittels der Charakterisierung von Markovketten als zufällige, iterierteFunktion eine explizite Darstellung der Dynamik gegeben, um damit schlieÿlicheine Kopplung de�nieren zu können.Um das ganze mathematisch gut fassen zu können, wird zunächst noch eine wei-tere Darstellungsmöglichkeit der Lozengeteilungen besprochen, die plane parti-tions.4.1 De�nition der Dynamik als zufällige, iterierte Funkti-on und KopplungEs sei zunächst de�niert:De�nition 4.1.1 (plane partition) Es sei P = (p(i,j))ij ∈ R
b×c eine Matrixmit Einträgen aus N0. Gilt

• P , PT haben monoton fallende Spalteneinträge,
• ∀(i, j) ∈ {1, . . . , b} × {1, . . . , c} : 0 ≤ p(i,j) ≤ a,so heiÿe P eine b × c plane partition zur Magnitude a.Die Menge aller solcher plane partitions sei mit Pa

b,c bezeichnet.Zu jeder plane partition kann ein sogenanntes YOUNG-Diagramm assoziiertwerden. DaherDe�nition 4.1.2 (YOUNG-Diagramm) Sei P = (p(i,j))ij ∈ Pa
b,c, dann ord-net das YOUNG-Diagramm jedem (i, j) ∈ {1, . . . , b} × {1, . . . , c} einen Stapelvon p(i,j) Einheitskuben zu.Die Abb. 18 zeigt das YOUNG-Diagramm für die plane partition A ∈ P3

3,3 mit
A =

3 3 2
2 2 1
1 0 0Die Abbildung legt nahe, daÿ die isometrische Projektion entlang des Vektors

(1, 1, 1) gerade wieder eine Lozengeteilung ergibt; diese Abbildung ist bijektiv.Zeichnet man Höhenniveaulinien ein, so erhält man wieder die deBruijn-Pfadeaus den vorherigen Kapiteln (in der Abbildung rot eingezeichnet).40



Abbildung 18: isometrische Projektion des YOUNG-Diagramms aus dem Bei-spiel mit eingezeichneten de-Bruijn-Pfaden (rot).Im weiteren benötigt man einen Abstandsbegri�, daher de�niere zuerst
‖P‖L :=

b∑

i=1

c∑

j=1

|p(i,j)|für ein P ∈ Pa
b,c. Man nenne diese Abbildung Pa

b,c → {0, . . . , B} mit B := abcim folgenden Lozenge-Norm.26
‖.‖L kann als Abzählung der Anzahl Einheitskuben im YOUNG-Diagramm von
P interpretiert werden.Mit der Lozenge-Norm kann man einen Abstandsbegri� auf der Menge der planepartitions de�nieren, der damit zum metrischen Raum wird. Es sei

dL(P1, P2) := ‖A − B‖L =

b∑

i=1

c∑

j=1

|p(i,j)
1 − p

(i,j)
2 |,für P1 = (p(i,j))ij , P2 = (p

(i,j)
2 )ij ∈ Pa

b,c.Mit dL(.) miÿt man also, wieviele Einheitskuben zum YOUNG-Diagramm von
P1 hinzugefügt oder weggenommen werden müssen, um P2 zu erhalten.Dieses �Hinzufügen� und �Wegnehmen� wird die Grundlage der De�nition derMarkovkette Mloz sein.De�nition 4.1.3 (Basismatrizen) Die Basiselemente E(i,j) von R

b×c sindgerade die Matrizen E(i,j) = (e(k,l))kl mit e(i,j) = 1 und e(k,l) = 0 ∀k 6= i, l 6= j.26Der Begri� Norm überträgt sich hier aus der Normeigenschaft dieser Abbildung aufdem Ring der reellen b × c Matrizen; Pa
b,c

ist selbst kein Vektorraum. Allerdings ist P =

(P a
b,c

,min,max) ein distributiver Verband, wobei min und max komponentenweise zu verste-hen sind. Im folgenden soll wegen der analogen Eigenschaften diese Abbildung trotzdem alsNorm bezeichnet werden. 41



Es sei bemerkt, daÿ jede plane partition aus Pa
b,c durch diese Basismatrizen undnormale Matrixaddition auf kanonische Weise dargestellt werden kann, denn für

P = (p(i,j))ij ∈ Pa
b,c gilt

P =

b∑

k=1

c∑

l=1

p(k,l)E(k,l).De�nition 4.1.4 (κ-Nachbarschaft) Es sei P1 ∈ Pa
b,c. Die κ-Nachbarschaftvon P1 sei dann

VP1,κ := {P2 ∈ Pa
b,c : ∃(i, j) : P1 = P2 ± κE(i,j)},für κ ≥ 1.Aus der Forderung P1 = P2 ± κEi,j folgt im übrigen dL(P1, P2) = κ. Die Um-kehrung ist jedoch nicht richtig.Nun kann Mloz de�niert werden:De�nition 4.1.5 (Mloz) Sei (Zn)n≥1 eine Markovkette mit (Ω := Pot(Pa

b,c),F ,P)mit Transitionsmatrix Q, so daÿ
Q(P1, P2) =







1
2abcκ

falls P2 ∈ VP1,κ

1 −∑
κ

∑

P ′

2∈VP1,κ

Q(P1, P
′
2) falls P1 = P2

0 sonst

,dann heiÿe (Zn)n≥0 Mloz.27Diese De�nition scheint zunächst willkürlich. Die De�nition der Übergangswahr-scheinlichkeiten wird aber einsichtig, wenn man die Dynamik als iterierte, zu-fällige Funktion beschreibt.Satz 3.1.1 aus Kapitel 3 liefert die Existenz einer Darstellung von Mloz alsiterierte, zufällige Funktion; eine mögliche liefertDe�nition 4.1.6 (Mloz als iterierte, zufällige Funktion mit Werten in Pa
b,c)Es sei (θn)n≥0 eine Folge unabhängiger, identisch verteilter Zufallsvariable mit

θi := (Xi, Yi, Li, Ri) ∼ U{1,...,b} ⊗ U{1,...,c} ⊗ U{1,...,a} ⊗ U[0,1].De�niere zur Abkürzung
K(1)

n := min(Z(Xn−1,Yn)
n − Z(Xn,Yn)

n , Z(Xn,Yn−1)
n − Z(Xn,Yn)

n )

K(2)
n := min(Z(Xn,Yn)

n − Z(Xn+1,Yn)
n , Z(Xn,Yn)

n − Z(Xn,Yn+1)
n )27Die Bezeichnung Pot(A) bedeute die Potenzmenge von A.42



und
H(1)

n := max(Ln − Z(Xn,Yn)
n , 0)

H(2)
n := max(Z(Xn,Yn)

n − Ln + 1, 0)Wegen der De�nition der plane partitions (fallende Spalten- und Zeileneinträge)sind K
(i)
n und H

(i)
n nicht negativ, i = 1, 2.Dann sei (Zn)n≥0 de�niert durch

Z0 := P ∈ Pa
b,c

Zn+1 := f(Zn, θn)

:= Zn + H(1)
n E(Xn,Yn)

1
H

(1)
n >K

(1)
n

1Ri≤
1

2H(1)
− H(2)

n E(Xn,Yn)
1

H
(2)
n >K

(2)
n

1Ri≥1− 1

2H(2)Um die Darstellung konsistent zu machen, de�niere
Z(0,i)

n , Z(i,0)
n := aund

Z(a+1,i)
n , Z(i,a+1)

n := 0quasi als Randbedingungen.28Zur Veranschaulichung kann man sich vorstellen, daÿ zu jedem Zeitpunkt zu-fällig ein Eintrag der plane partition Darstellung von π1(Zn) und π2(Zn) aus-gewählt wird und zudem ein Höhenniveau. Nun wird eine Münze geworfen, oban der gewählten Stelle mit Kuben aufgefüllt werden soll oder ob Kuben weg-genommen werden (dies entspricht dem Ereignis Ri ≤ 0.5 resp. Ri > 0.5). DieAnzahl der hinzuzufügenden oder wegzunehmenden Kuben wird durch die K(i)und H
(i)
i determiniert resp. es wird versucht in jedem Schritt so viele Kubenhinzuzufügen oder wegzunehmen, wie es der Betrag der Di�erenz zwischen demHöhenniveau und dem ausgewählten Eintrag zulässt ohne die Menge der planepartitions zu verlassen. Die K

(i)
n determinieren dabei stets die maximale Anzahlder hinzufügbaren resp. wegnehmbaren Kuben an der ausgewählten Stelle. Umdie gewünschte Übergangswahrscheinlichkeit zu erreichen, wird noch mit derAnzahl zu ändernder Kuben gewichtet.Diese Dynamik präferiert o�enbar die Transition zwischen plane partitions derenDistanz 1 ist.Eine o�ensichtliche Vereinfachung ist die Beschränkung auf Sprünge zwischenden 1-Nachbarschaften, eine solche Modi�kation kann erreicht werden, indem28Es ist klar, daÿ diese De�nition nur dann Sinn macht, wenn man die oben betrachtetenplane partitions als (b + 2) × (c + 2)-Matrizen au�asst, die an den Rändern die Randbe-dingungen enthalten. Diese Einträge werden nicht geändert und werden als Grundlage zurImplementierung der Dynamik dienen, siehe Kapitel 5.43



geprüft wird, ob das Hinzufügen oder Wegnehmen an der zufällig ausgewähltenPosition (Xn, Yn) noch eine plane partition ergibt, man benötigt dazu die Rinicht mehr.Beschränkt man sich auf die Ein-Kuben-Dynamik, so kann die Eigenschaft desschnellen Mischens (rapid mixing) ebenfalls gezeigt werden mit sehr viel schärfe-ren, sogar optimalen Grenzen, dies verlangt aber nach feineren Methoden (siehe[45]).Eine Untersuchung der Eigenschaft des schnellen Mischens wird für die hiervorgestellte Markovkette Mloz im nächsten Abschnitt 4.4 durchgeführt.Es kann nun eine Kopplung zweier Kopien von Mloz hergestellt werden.Sei dazu wieder (Θn)n wie in der De�nition von Mloz eine Folge identischer,unabhängig verteilter Zufallsvariablen.Dann sei der Prozess (Zn)n≥0 de�niert durch die Kopplung zweier Kopien
(

Z
(1)
n

)

n≥0
,(Z(2)

n

)

n≥0
von Mloz mit

Z0 = (P1, P2), P1, P2 ∈ Pa
b,c

Zn+1 = (Z
(1)
n+1, Z

(2)
n+1) = (f(Z(1)

n , Θn), f(Z(2)
n , Θn))Es bezeichne im Folgenden M∗

loz diesen gekoppelten Prozess.Dies stellt im Sinne der De�nition von M∗
loz eine gültige Kopplung mit Koales-zenzeigenschaft dar.29Insbesondere ist in diesem Fall die Kopplung keine Doeblin-Kopplung, d.h. dieVektorkomponenten sind voneinander abhängig, wegen der Benutzung der selben

Θi für alle Vektorkomponenten.Es sei an dieser Stelle bemerkt, daÿ die Koaleszenzeigenschaft in dieser Dyma-nik keine lokale Eigenschaft ist. Die Gleichheit von Einträgen in Z
(1)
n und Z

(2)
nbedeutet nicht zwangsläu�g, daÿ dies in der weiteren Entwicklung so bleibt,sondern hängt sehr stark von der Nachbarschaft der Einträge ab. Erst wenn alleEinträge der beiden plane partitions übereinstimmen kommt es zur Koaleszenz.Die Dynamik wurde aus der (unvollständigen) De�nition in [33] sinngemäÿ aufplane partitions übertragen.4.2 Monotonie von MlozFür den mCFTP-Algorithmus (siehe Abschnitt 3.4) ist die De�nition einer par-tiellen Ordnungselation auf dem Zustandsraum wesentlich. Es sei daher für

P1 = (p
(i,j)
1 )i,j , P2 = (p

(i,j)
2 )i,j ∈ Pa

b,c

P1 � P2 :⇔ ∀(i, j) ∈ {1, . . . , b} × {1, . . . , c} : p
(i,j)
1 ≤ p

(i,j)
2Diese Relation ist lediglich eine partielle Ordnung, denn es sind zum Beispiel29Die Marginalprozesse sind jeweils wieder 1:1 Kopien von Mloz .44



P1 =
2 1
2 0und

P2 =
2 2
1 0nicht vergleichbar im Sinne der obigen De�nition.Es zeigt sich vielmehr, daÿ zwei plane partitions P1, P2 unvergleichbar sind,wenn

‖P1‖L = ‖P2‖Lgilt. Jedoch folgt aus der Unvergleichbarkeit nicht, daÿ die Lozengenorm gleichist.Diese partielle Ordnung ��� kann auf die deBruijn-Pfade 1:1 übertragen wer-den, Abbildung 19 zeigt die vollständige Anordnung der Elemente aus P2
2,2 ineinem Hasse-Diagramm, zusammen mit den entsprechenden Lozengeteilungenund assoziierten deBruijn-Pfaden.Die Existenz und Eindeutigkeit des maximalen und minimalen Elements liefertLemma 4.2.1 Die partielle Ordnung ��� auf Pa

b,c besitzt genau ein maximalesund ein minimales Element, d.h. mit
⊥a

b,c := 0 =

0 0 . . . 0
0 0 . . . 0... ... . . . ...
0 0 . . . 0

und >a
b,c := a · 1 =

a a . . . a

a a . . . a... ... . . . ...
a a . . . agilt

∀P ∈ Pa
b,c : ⊥a

b,c � P � >a
b,cBeweis. Die Eigenschaften folgen direkt aus der De�nition des minimalen undmaximalen Elementes und den de�nierenden Eigenschaften einer plane partiti-on. �Mit dieser partiellen Ordnung lässt sich nun zeigenSatz 4.2.1 M∗

loz = (Zn)n≥0 erhält ���, d.h.
π1(ZN ) � π2(ZN ) ⇒ ∀m ≥ N : π1(ZN+m) � π2(ZN+m)Beweis. Es genügt den Fall m = 1 zu betrachten. Dann folgt aber die Eigen-schaft direkt aus der De�nition der Updatefunktion der gekoppelten Dynamik.Insbesondere werden immer nur Kuben hinzugefügt oder nur Kuben weggenom-men, dies wird durch die Konstruktion der Dynamik sichergestellt. �45
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Abbildung 19: Vollständige Anordnung der Elemente aus P2
2,2 bezüglich ���4.3 Konnektivität des ZustandsraumsEs sei Q die zu Mloz assoziierte Übergangsmatrix. Um sicherzustellen, daÿ dieDynamik ins Gleichgewicht konvergiert, genügt die Kenntnis über die Ergodizi-tät der Übergangsmatrix.Diese Aussage bedeutet, daÿ Q sowohl aperiodisch als auch irreduzibel ist. DieAperiodizität folgt aber aus der De�nition, denn für jeden Zustand ist die Wahr-scheinlichkeit im selben Zustand zu bleiben ungleich Null (die Diagonale von Qist nirgends Null).Es genügt also die Irreduzibilität von Q nachzuweisen. Diese lässt sich durchdie Kommunikationsrelation zwischen Zuständen charakterisieren, d.h. alle Zu-stände der Markovkette sind durch einen Pfad mit positiver Wahrscheinlichkeitverbunden resp. es existiert genau eine Kommunikationsklasse.Die Behauptung lässt sich mittels der Kodierung der Lozengeteilungen als plane46



partitions zeigen und in folgendem Satz zusammenfassen:Satz 4.3.1 Mloz erreicht mit positiver Wahrscheinlichkeit jedes P ∈ Pa
b,c.Beweis. Zunächst werden die Elemente der plane partition umnummeriert, sodass i ∈ {1, . . . , bc} nacheinander die Diagonalen durchläuft (siehe Abb. 20).

Abbildung 20: Durchlaufrichtung der Einträge einer plane partition aus Pa
6,6,für a beliebig.Mit dieser Umnummerierung kann nun jedes P =

(
p(i,j)

)

ij
∈ Pa

b,c als Summedargestellt werden:
P =

bc∑

i=1

p(i)E(i).Bezeichnet man
P (l) =

l∑

i=1

p(i)E(i)für l ∈ {1, . . . , bc} und setzt
P (0) := ⊥a

b,c,so ist jedes P (k) ∈ Pa
b,c und es gilt nach der De�nition der partiellen Ordnungauf Pa

b,c:
P (0) � P (1) � P (1) � . . . � P (bc−1) � P (bc) = Pund für beliebige l ∈ {0, . . . , bc} ist

P (l) ∈ VP (l+1),p(l+1) ,sofern P (l) und P (l+1) nicht ohnehin identisch sind.Der kürzeste Pfad von ⊥a
b,c nach P kann als Abschätzung verwendet werden, esgilt

P(Znm = P |Z0 = ⊥a
b,c) ≥

bc∏

i=1

P(Zi = P (i)|Zi−1 = P (i−1)) > 0.47



Der gewählte Pfad kann auch in umgekehrter Richtung durchlaufen werden,daher gilt auch
P(Znm = ⊥a

b,c|Z0 = P ) > 0.Das heiÿt zunächst, daÿ
∀P ∈ Pk

n,m : P ↔ ⊥a
b,c. (6)Seien nun P1, P2 ∈ Pa

b,c, dann folgt aus (6)
P1 ↔ ⊥a

b,c, P2 ↔ ⊥a
b,c.Wegen der Transitivität und Symmetrie von �↔� folgt

P1 ↔ P2und damit die Behauptung. �4.4 Mloz ist schnell mischendEs wurde bereits bereits gezeigt, dass die Mischungszeit ρ(ε) durch die erwarteteKoaleszenzeit T abgeschätzt werden kann (siehe Satz 3.2.1 in Kapitel 3.). Dieswird nun für die Abschätzung der Mischungszeit von Mloz verwendet.Die bereits de�nierte Kopplung M∗
loz wird eine solche liefern. Dabei orientierensich die Argumente an den Ausführungen in [33], wurden aber jeweils an dieallgemeine Situation der Betrachtung von Ha,b,c und die Verwendung von planepartitions angepaÿt.Dort wird ein Submartingal ζ(n) konstruiert und eine verallgemeinerte Waldi-dentität benutzt, die jedoch die fast sichere Endlichkeit der Stopzeit (hier dieKoaleszenzzeit) und beschränkte Zuwächse voraussetzt, um zu zeigen, daÿ dieDynamik im Mittel die Distanz zwischen den beiden Kopien verringert.Es ist nicht leicht zu beweisen, daÿ der Erwartungswert der Koaleszenzzeit end-lich ist. Um daher diese technischen Schwierigkeiten zu umgehen, wurde imRahmen dieser Arbeit bemerkt, daÿ −ζ(n) ein nichtnegatives Supermartingalist. Man kann daher den mit weniger starken Voraussetzungen behafteten Satz7.6 aus [17] S. 274 benutzen, um die gleiche Aussage zu erhalten.Auÿerdem hat sich ein kleiner Fehler in der Argumentation von Lemma 11 in[33] eingeschlichen. Das Problem tritt hier durch die in dieser Arbeit entwickelteAdaption der Argumente an plane partitions deutlicher hervor und konnte soumschi�t werden.Satz 4.4.1 Es gilt für Mloz

ρ(ε) ≤ 2eB3 ln ε−1,wobei B = abc. 48



Der Beweis wird in mehreren Etappen geführt, die wichtigsten Zwischenresultatewerden zunächst in den folgenden Lemmas gegeben.Zuvor sei an
M∗

loz = (Zn)n≥0 = ((Xn, Yn))n≥0erinnert mit den deterministischen Anfangsbedingungen X0 = x und Y0 = ymit x � y.De�niere noch
Φ(n) := dL(Xn, Yn)und

4Φ(n) = Φ(n) − Φ(n − 1).Lemma 4.4.1 Es gilt
E(4Φ(n + 1)|Zn) ≤ 0,falls Φ(n) > 0.Beweis. Für Φ(n) = 0 ist nichts zu zeigen, denn dann gilt

∀m ∈ N0 : Xn+m = Yn+m ⇔ ∀m ∈ N0 : dL(Xn+m, Yn+m) = 0aufgrund der Koaleszenzeigenschaft von M∗
loz.Sei Φ(n) > 0. Man kann nun Φ(n) als Volumen zwischen den partitions Xn und

Yn zur Zeit n au�assen und zeigen, daÿ die Volumenänderung im Mittel negativist und damit schrumpft.Dazu benutzt man eine Art Prinzip von Cavalieri. Man zerlegt dazu Xn und
Yn in plane partitions auf P1

b,c und betrachtet zunächst die �Scheiben� kXn und
kYn, d.h.

∀A ∈ P1
b,c : A =

a∑

k=1

kA,wobei
kA := (1{ai,j≥k})i,j .Aus der De�nition folgt sofort

aA � a−1A � . . . � 1A.Betrachte nun im Folgenden für ein beliebiges, aber festes k ∈ {1, . . . , a} diebeiden Scheiben kXn und kYn.Für jeden der Einträge in den Scheiben bezeichne man die Einträge mit �B�, fallsdas Hinzufügen oder Wegnehmen eines Kubus an dieser Stelle dL( kXn, kYn)vergröÿert, mit �G�, falls die Distanz verringert wird.Da nach Konstruktion von Mloz jeder der Einträge in der palne partition mitgleicher Wahrscheinlichkeit 1
bc

ausgewählt und mit Wahrscheinlichkeit 1
2 verän-dert wird,30 ergibt sich

E(4Φ(n + 1)|Zn) =
1

2abc
(#B − #G).30Die einzigen erlaubten Transitionen sind nun zwischen Elementen der 1-Nachbarschaften,d.h. a = κ = 1, ebenso ist es noch erlaubt den aktuellen Zustand unverändert zu lassen.49



Es bleibt daher nur noch zu zeigen, daÿ #G ≥ #B gilt.Dazu betrachtet man die Di�erenz der Scheiben im Sinne der Matrixsubtrakti-on, so entstehen Polyominos31 aus 1-Einträgen. Trägt man nun in diese Di�e-renzmatrix die mit B und G bezeichneten Punkte ein, so wird deutlich, daÿ esfür jedes Polyomino genauso viele G-Einträge wie B-Einträge gibt, wobei die
G-Einträge stets im Inneren der Polyominos liegen.Ist das Polyomino ein Quadrat der Seitenlänge 1, so ist der innere Punkt mit
2G zu werten, da dann für beide möglichen Änderungen eine Di�erenzabnahmefolgt.Ein Beispiel für die Argumentation liefert Abbildung 21.
Abbildung 21: Beispiel für die Bezeichnung durch G- und B-Einträge für zweivergleichbare plane partitions (links, mitte) aus P1,6,6. Es wird deutlich, daÿ dieAnzahl G-Einträge nur deswegen gröÿer ist, da eines der beiden Polyominos denRand berührt (rechts).Liegt eines der Polyominos am Rand so gibt es weniger B Einträge (mögliche
B-Einträge lägen dann sozusagen auÿerhalb der plane partition). Daraus folgtinsgesamt

#G ≥ #B.Das heiÿt also 4Φ(n) ist im Mittel nicht positiv auf Scheiben.Setzt man die Scheiben wieder zur originalen plane partition zusammen, soerhält man das gleiche Ergebnis
E(4Φ(n + 1)|Zn) =

1

2abc
(#B − #G) ≤ 0,da die Dynamik so de�niert ist, daÿ für eine ausgewählte Position alle Scheibengeändert werden, in denen eine Transition möglich ist. So wird eine gegenseitigeBehinderung der Scheiben vermieden und es folgt daher die Behauptung. �Bemerkung.Die Argumentation in [33], daÿ es für sich berührende Polyominoseinen Nettoüberschuss von G-Einträgen pro Polyomino gäbe, ist nicht richtig.Es ist wie gesehen vielmehr so, daÿ der Überschuss an günstigen Punkten le-diglich an den Rändern auftreten kann. 4Φ(n) ist letztlich allein wegen derRandbedingungen nicht im Mittel Null, sondern im Mittel negativ.31In Analogie zu den Dominosteinen nennt man Polygone, die aus Quadraten zusammen-gesetzt sind Polyominos. 50



Lemma 4.4.2 Es gilt
E((4Φ(n + 1))2|Zn) ≥ 1

2B
> 0Beweis. Für jede Transition der Dynamik auf den im vorigen Lemma de�nier-ten Scheiben ist die Transitionswahrscheinlichkeit nach De�nition der Dynamikgerade 1

2bc
. Daher ist

E((4Φ(n + 1))2|Zn) ≥ 1

2bc
≥ 1

2B
> 0.Dies liefert wegen der De�nition der Dynamik in analoger Weise wie im vorigenLemma die Behauptung. �Satz 4.4.2 Für die Koaleszenzzeit von M∗

loz gilt nun
E(τx,y) ≤ Φ(0)(2B − Φ(0))

V
,bei beliebigen deterministischen Startbedingungen X0 = x und Y0 = y mit x � yund B := abc, wobei V := 1

2B
≥ 0.Beweis. De�niere zunächst den stochastischen Prozess

ζ(n) := Φ(n)2 − 2BΦ(n) − V n.Es wird zunächst gezeigt, daÿ (ζ(n))n≥1 ein (σ(Zn))n≥1 adaptiertes Submartin-gal ist.Es gilt:
ζ(n) = Φ(n)2 − 2BΦ(n) − V n = (Φ(n) − B)2

︸ ︷︷ ︸

≥0

−B2 − V nDaraus folgt nun weiter wegen B2 + V n ≥ 0

− (B2 + V n) ≤ ζ(n) ≤ Φ(n)2
︸ ︷︷ ︸

∈{0,...,B2}

≤ B2 ≤ B2 + V n

⇒ |ζ(n)| ≤ B2 + V n

⇒ E(|ζ(n)|) ≤ B2 + V n

ζ(n) ist also für alle n ∈ N integrierbar; die Adaptiertheit zu (Zn)n≥1 ist klar.Weiter gilt:
ζ(n + 1) − ζ(n)

= Φ2(n + 1) − 2BΦ(n + 1) − V (n + 1) − Φ2(n) + 2BΦ(n) + V n

= Φ2(n + 1) − Φ2(n) − 2B 4 Φ(n + 1) − V

= (4Φ(n + 1))2 − 2Φ2(n) + 2Φ(n)Φ(n + 1) − 2B 4 Φ(n + 1) − V

= (4Φ(n + 1))2 − V + 2 4 Φ(n + 1)(Φ(n) − B)51



Nimmt man auf beiden Seiten den auf Zn bedingten Erwartungswert, so erhältman
E(ζ(n + 1) − ζ(n)|Zn)

= E((4Φ(n + 1))2|Zn) − V
︸ ︷︷ ︸

≥0, nach Lemma 4.4.2 +2( Φ(n) − B
︸ ︷︷ ︸

≤0, da Φ(n)∈{0,...,B

) E(4Φ(n + 1)|Zn)
︸ ︷︷ ︸

≤0, nach Lemma 4.4.1 ≥ 0,und damit, daÿ
E(ζ(n + 1)|Zn) ≥ ζ(n).Insgesamt ist daher ζ(n) ein Submartingal bezüglich der von (Zn)n≥1 erzeugten

σ-Algebra.Eine nähere Analyse von ζ(n) ergibt noch wegen Φ(n) ∈ {0, . . . , B}

ζ(n) ≤ 0für alle n ∈ N.Das heiÿt nichts anderes, als daÿ −ζ(n) ein nichtnegatives Supermartingal ist.Da die Koaleszenzzeit τx,y eine Stopzeit ist, gilt nach [17] S. 274 Theorem 7.6,Kapitel 4
E(−ζ(0)) ≥ E(−ζ(τx,y)) ⇔ E(ζ(0)) ≤ E(ζ(τx,y)).Daraus folgt wegen

E(ζ(0)) = Φ(0)2 − 2BΦ(0) − V · 0 = Φ(0)(Φ(0) − 2B)und
E(ζ(τx,y)) = E(Φ(τx,y)2

︸ ︷︷ ︸

=0

−2B Φ(τx,y)
︸ ︷︷ ︸

=0

−V τx,y) = E(0 − 0 − V τx,y)

= −V E(τx,y)die Behauptung. �Wegen der partiellen Ordnung auf E ist
T = max

x,y
E(τx,y) = E(τ⊥a

b,c ,>a
b,c)und daher für X0 = ⊥ und Y0 = >

Φ(0) = dL(⊥a
b,c,>a

b,c) = abc = B.Lemma 4.4.2 liefert daher zusammen mit den vorangegangen Lemmas
T ≤ B(2B − B)

V
=

B2

V
= 2B3Damit liefert die Abschätzung der Mischungszeit in Satz 3.2.1 die Behauptungdes Satzes. 52



4.5 Verteilung der KoaleszenzzeitFür die Abschätzung der Mischungszeit wurde im vorigen Abschnitt die Ko-aleszenzzeit von M∗
loz herangezogen, eine natürliche Frage ist die nach ihrerVerteilung. Im Folgenden sollen kurz einige Ergebnisse der Simulation bzgl. derKoaleszenzzeiten gezeigt werden.Mit Hilfe eines kleinen C++-Programms, das für den freien MatLab-Klon Oc-tave geschrieben wurde (siehe Kapitel 5), wurden jeweils 1000 Stichproben derKoaleszenzzeit für Teilungen der Grösse n = 2, . . . , 5 erzeugt.Die mit dem Programm erzeugten Daten wurden zunächst zu einem Histogrammverarbeitet und skaliert, so dass die Summe über die Einträge auf 1 normiert ist.Dies liefert eine empirische Dichte. Derartige Plots (siehe Abbildung 22) legenhier nun die Gumbelverteilung für die Koaleszenzzeiten nahe.

(a) H2,2,2, T ≥ 1024 (b) H3,3,3, T ≥ 39366

(c) H4,4,4, T ≥ 524288 (d) H5,5,5, T ≥ 3906250Abbildung 22: Plot der empirischen Dichten der Koaleszenzzeiten und Fit andie Dichte einer Gumbelverteilung, sowie die Schätzung von T aus Abschnitt4.4.Die Abbildungen zeigen auch nocheinmal ganz deutlich, daÿ die in Abschnitt4.4 gegebene Abschätzung der Koaleszenzzeit nicht optimal ist.53



5 Programmlisting und Diskussion der Implemen-tierungDie in Kapitel 4 eingeführte Dynamik eignet sich in der plane partition Dar-stellung zur Simulation durch einen Computer. Um diese zu realisieren, wirdfolgender Weg eingeschlagen.Zunächst werden zwei (b + 2) × (c + 2)-Matrizen erzeugt und mit den entspre-chenden Randbedingungen initialisiert, siehe Abbildung 23.
Abbildung 23: Initiale Matrizen für die Erzeugung von Stichproben aus Pa

3,3. DieRandbedingungen sind blau unterlegt und �x während der ganzen Simulation.Links Initialisierung für den Start der Simulation in der minimalen Teilung ⊥,rechts in der maximalen >.Nun kann die Simulation mit Hilfe des mCFTP gestartet werden.Zur Simulation eines Schrittes der DynamikM∗
loz = (Xn, Yn) wird die De�nitionder Dynamik in Abschnitt 4 benutzt.Zur Feststellung der Koaleszenz wäre eine naive Herangehensweise der Vergleichaller Matrixeinträge pro Zeiteinheit. Dafür müssten in jedem Schritt b·c Einträgeverglichen werden.Aufgrund der De�nition von M∗

loz und dessen Monotonieeigenschaften genügtdie Protokollierung der Lozengenormen der beiden Teilungen Xn und Yn imZeitverlauf.Die Dynamik ist koalesziert, wenn
‖Xn‖L = ‖Yn‖L,es genügt also in jedem Schritt die Lozengenormen zu vergleichen (diese werdenim Verlauf der Dynamik laufend aktualisiert, entsprechend der Stapelhöhe derwegzunehmenden oder hinzuzufügenden Kuben).Das Programm kann nach Start von Octave durch> [T,lnorm,Teilung]=lozengesim(a,b,c);54



gestartet werden.32 T beinhaltet dann die Kopplungszeit, lnorm liefert die Lo-zengenorm zum Zeitpunkt der Koaleszenz und Teilung liefert eine gleichverteilteStichprobe aus Pa
b,c.Für die Erfassung der Verteilung der Kopplungszeiten kann> AnzahlStichproben=n;> for i=1:AnzahlStichproben[T]=lozengesim(a,b,c);Zeiten(i)=T;endbenutzt werden.Zeitgleich mit der Programmierung der C++-Routine ist noch eine Visualisie-rung der Dynamik vorgenommen worden. Dazu wurde das Open-Source-ProjektProcessing (siehe www.processing.org) verwendet, das es erlaubt mit einfachenBefehlen Visualisierungen unter Verwendung von einfachem JAVA-Code zu ver-wirklichen.Da die Implementierung allein zur Visualisierung dient, wurde hier (nicht jedochbeim C++-Programm) auf Implementation der monotonen Kopplung aus derVergangenheit verzichtet, die Dynamik läuft also vorwärts, startend in der mini-malen Verteilung. Ebenso wurde der Algorithmus etwas vereinfacht, es wird injedem Schritt nur maximal ein Einheitskubus hinzugefügt oder weggenommen.Es ist klar, daÿ ein Schritt in der in dieser Arbeit vorgestellten Dynamik durchentsprechend viele Schritte auch mit Ein-Kuben-Schritten verwirklicht werdenkann.Dieses Vorgehen erlaubt es, die Entwicklung der Dynamik direkt zu verfolgen.Zudem lässt sich der aktuelle Entwicklungsstand einfach als Bilddatei oder Vek-torgraphik exportieren.Das Programm kann nach Start verschiedene Darstellungsmöglichkeiten aufzei-gen, hier eine kurze Liste der Tastenkombinationen zur Steuerung der Darstel-lung:'a' arctic circle als gelbe Kurve anzeigen't' Einfärben der Teilung zur Visualisierung des YOUNG-Diagramms'i' Neustart'b' neue zufällige Teilung mit Lozengenorm nahe abc

2 erzeugen'd' Umschalten in die Darstellung als System von deBruijn-Pfaden'v' Einblenden einer farbkodierten Version der plane partition'o' Ausgabe des aktuellen Frames als PDF'p' Ausgabe des aktuellen Frames als PNGSowohl Quellcode als auch das Programm in verschiedenen Versionen für diegängigsten Betriebssysteme liegen der Arbeit auf CD bei. Der Quellcode kann32Das Programm muss vor der Benutzung mit
mkoctfile lozengesim.cckompiliert werden, evtl. sind entsprechende Bibliotheken nachzuladen.55



nach Belieben verändert werden, um Teilungen verschiedener Gröÿe zu erzeugen.Alle Abbildungen, im Speziellen die Abbildungen des nächsten Kapitels, wurdenmit diesem Programm erzeugt.Nachfolgend das Listing des Codes der C++-Routine zur dynamischen Verlin-kung in Octave#include <time . h>#include <oct . h>#include <octave / con f i g . h>#include <iostream>#include <octave /defun−dld . h>#include <octave /error . h>#include <octave /oct−rand . h>#include <octave /pager . h>#include <octave /symtab . h>#include <octave / v a r i a b l e s . h>#include <octave /Array2 . h>#include <vector>int min( int a , int b) {return ( a<b)? a : b ;}int max( int a , int b) {return ( a>b)? a : b ;}// Methode zur Erzeugung der minimalen Tei lung mit RandbedingungenNDArray getMin imalTi l ing ( int a , int b , int c ) {dim_vector dv (b+2,c+2);NDArray out = NDArray( dv ) ;for ( int i =0; i<b+2; i++) {for ( int j =0; j<c+2; j++) {i f ( ( i ==0)||( j ==0)){out ( i , j )=a ;}else {out ( i , j )=0.0 ;}} 56



}return out ;}// Methode zur Erzeugung der minimalen Tei lung mit RandbedingungenNDArray getMaximalTi l ing ( int a , int b , int c ) {dim_vector dv (b+2,c+2);NDArray out=NDArray(dv ) ;for ( int i =0; i<b+2; i++) {for ( int j =0; j<c+2; j++) {i f ( ( i==b+1) | | ( j==c+1)){out ( i , j )=0;}else {out ( i , j )=a ;}}}return out ;}// Hauptprogramm// De f i n i e r t e ine dynamisch l i n k b a r e Funktion , d i e in// Octave benu t z t werden kann//// Rueckgabewerte s ind d i e Kopp lungsze i t und d i e e r z eu g t e// g l e i c h v e r t e i l t e S t i chprobe//DEFUN_DLD (lozenges im ,args , ," s imu la t e s  the coupl ing  o f  two random l o z e n g e t i l i n g s  o f  s i z e  a x b x c ( hexagon )  and re turns  the coupl ing  time    T\n\n usage :  T=lozenges im (a , b , c ) ; \ n") {// Ruec k ga b e l i s t e fue r Octave d e f i n i e r enoctave_value_l i s t l ;// Pruefen , ob genuegend Parameter angegebeni f ( args . l ength () !=3) {print_usage ( " lozenges im " ) ;return l ;} 57



int a = args ( 0 ) . int_value ( ) ;int b = args ( 1 ) . int_value ( ) ;int c = args ( 2 ) . int_value ( ) ;// B e r e i t s t e l l e n der b enoe t i g t en Matrizen , xn und yn s ind d i e// zu koppelnden Kopien von M_loz//// xn s t a r t e t in der minimalen Teilung , yn in der maximalendim_vector dv (b+2,c+2);NDArray xn = NDArray( dv ) ;NDArray yn = NDArray( dv ) ;yn=getMaximalTi l ing ( a , b , c ) ;xn=getMin imalTi l ing ( a , b , c ) ;// Es g i l t h i e r |X_0|_L=0, |Y_0|=abcint lnormyn = a∗b∗c ;int lnormxn = 0 ;// Vorbere i ten e ine s Vektors z u f a e l l i g e r Zahlendim_vector dv1 ( 4 , 1 ) ;NDArray Theta = NDArray(dv ) ;Theta = octave_rand : : matrix ( 4 , 1 ) ;// Spe i c h e r p l a e t z e fue r d i e Komponenten von Theta_nint thetax = 0 ;int thetay = 0 ;int l e v e l = 0 ;f loat co in = 0 ;// Var iab le fue r d i e Stape lhoehenint h=0;int h1=0;// e r s t e r Kopplungsversuch b e i T=−1int T=1;// I n i t i a l i s i e r e n der Theta , vec tor−Container a l s dynamisches// Speichermediums td : : vector<int> posx ;s td : : vector<int> posy ;s td : : vector<int> he ight s ;s td : : vector<f loat> r ; 58



posx . push_back ( ( int ) ( Theta (0 , 0 )∗b+1)) ;posy . push_back ( ( int ) ( Theta (1 , 0 )∗ c +1)) ;he i gh t s . push_back ( ( int ) ( Theta (2 , 0 )∗ a+1)) ;r . push_back (Theta ( 3 , 0 ) ) ;// so l ange T erhoehen b i s xn=yn resp . | xn |_L=|yn |_Lwhile ( lnormyn!=lnormxn ) {// s t a r t an −Tfor ( int i =0; i<T; i++) {// aus l e s en der schon vorhandenen Zu f a l l s z a h l e nco in=r [T−i −1] ;l e v e l=he ight s [T−i −1] ;thetax=posx [T−i −1] ;thetay=posy [T−i −1] ;// Implementat ion der Dynamiki f ( co in <= 0 . 5 ) {h1=max( l e v e l−xn ( thetax , thetay ) , 0 ) ;h=min( xn ( thetax −1, thetay )−xn ( thetax , thetay ) ,xn ( thetax , thetay−1)−xn ( thetax , thetay )) ;i f (h−h1>=0) {i f ( coin <=1.0/(2.0∗h1 ) ) {xn ( thetax , thetay)+=h1 ;lnormxn+=h1 ;}}h1=max( l e v e l−yn ( thetax , thetay ) , 0 ) ;h=min( yn ( thetax −1, thetay )−yn ( thetax , thetay ) ,yn ( thetax , thetay−1)−yn ( thetax , thetay )) ;i f (h−h1>=0) {i f ( coin <=1.0/(2.0∗h1 ) ) {yn ( thetax , thetay)+=h1 ;lnormyn+=h1 ;} 59



}}else {h1=max(xn ( thetax , thetay )− l e v e l +1 ,0) ;h=min( xn ( thetax , thetay )−xn ( thetax +1, thetay ) ,xn ( thetax , thetay )−xn ( thetax , thetay+1)) ;i f (h−h1>=0) {i f ( coin >=1.0−1.0/(2.0∗h1 ) ) {xn ( thetax , thetay)−=h1 ;lnormxn−=h1 ;}}h1=max(yn ( thetax , thetay )− l e v e l +1 ,0) ;h=min( yn ( thetax , thetay )−yn ( thetax +1, thetay ) ,yn ( thetax , thetay )−yn ( thetax , thetay+1)) ;i f (h−h1>=0) {i f ( coin >=1.0−1.0/(2.0∗h1 ) ) {yn ( thetax , thetay)−=h1 ;lnormyn−=h1 ;}}}}// einen S c h r i t t we i t e r zurueck in d i e VergangenheitT=T+1;// neues Theta an d i e bes tehende L i s t e anhaengenTheta = octave_rand : : matrix ( 4 , 1 ) ;posx . push_back ( ( int ) ( Theta (0 , 0 )∗b+1)) ;posy . push_back ( ( int ) ( Theta (1 , 0 )∗ c +1)) ;he i gh t s . push_back ( ( int ) ( Theta (2 , 0 )∗ a+1)) ;r . push_back (Theta ( 3 , 0 ) ) ;// nur Re i n i t i a l i s i e r n , f a l l s noch n i ch t k oa l e s z en t60



i f ( lnormxn!=lnormyn ) {lnormxn=0;lnormyn=a∗b∗c ;xn=getMin imalTi l ing (a , b , c ) ;yn=getMaximalTi l ing (a , b , c ) ;}}// Koa l e s z en z z e i t ausgebenoctave_value t=T−1;l . append ( t ) ;// Lozengenorm des Samples ausgebent=lnormxn ;l . append ( t ) ;// Sample ausgebenl . append ( xn ) ;return l ;}
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6 Ausblick6.1 Arctic-Circle-PhänomenBetrachtet man die Dynamik mit dem beigelegten Processing-Programm in sei-ner Entwicklung, so stellt man nach einer gewissen Wartezeit fest, daÿ sich imZentrum eine fast kreisförmige Region entwickelt, in der die Lozenges relativwahllos angeordnet sind, während sich am Rand gröÿere Regionen bilden, dienur aus einer Art von Teilen besteht resp. in denen die Teile alle gleiche Orientie-rung haben. Zeichnet man eine Kurve entlang dieser �eingefrorenen� Regionen,so ist die eingezeichnete Kurve einem Kreis sehr ähnlich.33 Die so enstandeneKurve nennt man arctic circle, siehe auch Abbildung 24.

Abbildung 24: Teilung von H100,100,100 mit eingezeichnetem arktischen Kreis(gelbe Linie)33Eine solche Kurve kann mittels des beiliegenden Programmes durch das Drücken der Taste'a' ein- und ausgeblendet werden. 62



Dieses Phänomen ist zuerst bei Aztech-Domino-Teilungen34 beobachtet worden.James Propp und David B. Wilson haben zahlreiche Untersuchungen dazu an-gestellt und die Behauptung aufgestellt, daÿ der arctic circle tatsächlich gegeneinen die Seitenränder der Region berührenden Kreis konvergieren müsse, wennman die Anzahl der Teile erhöht und gegen unendlich streben lässt, dabei aberden äuÿeren Rand der Region �xiert. Man nennt diese Art der Grenzbildung imEnglischen häu�g scaling limit oder im Deutschen Skalierungslimit. Man �ndetweitere Ausführungen dazu und einen Beweis in [8].Indem die Lozengeteilungen in Analogie zu den Treppenfunktionen als Treppen-�ächen angesehen werden, kann eine Lozengeteilung als diskrete Näherung aneine glatte Fläche, die durch die Randbedingungen bestimmt wird, interpretiertwerden. Dies geschieht natürlich unter der Vorstellung, daÿ jeder Lozengetei-lung ein dreidimensionales YOUNG-Diagramm zugeordnet werden kann, sieheAbschnitt 4.1, De�nition 4.1.2.Diese sind als eine mögliche Erweiterung der Irrfahrt als zweidimensionale Flä-che zu sehen, ähnlich der Erweiterung der Brownschen Bewegung auf BrownscheBlätter.Betrachtet man nun eine Folge Cn von Randkurven (Jordan C1 Kurven), dieeine teilbare Region umspannen und konvergiert Cn

n
gegen eine Kurve C ⊂ R

3,dann spannt die Grenzrandkurve C eine eindeutig bestimmte Lipschitz�ächeauf.Nimmt man die zu Cn gehörenden Gleichverteilungen µn auf der Menge derTeilungen von Cn und betrachtet
lim

n→∞

µn

n
,im Sinne der schwachen Konvergenz, so kann eine Art Gesetz der Grossen Zahlenformuliert werden (siehe etwa [7]). So erhält man die Aussage, daÿ der Grenz-wert nur von der Randkurve abhängt und ein Dirac-Maÿ auf der einzigen Lip-schitz�äche ist, die von C aufspannt wird. Diese Grenz�äche wird limit shapeoder Grenzform genannt und kann als makroskopische Form einer Grenz�äche,wie beispielsweise einer Kristall�äche, angesehen werden. Die vorangegangenenAusführungen basieren auf [28] Abschnitt 2, Einleitung.Die Frage nach der quantitativen und qualitativen Beschreibung der �arktischenKurven� wird in der selben Referenz beantwortet.Es sind auch andere Randbedingungen denkbar, siehe etwa Abbildung 25.Insbesondere kann man auch Teilungen mit Löchern untersuchen oder analogmit �xierten Einträgen, siehe als Beispiel Abbildung 26. Die dabei entstehendenGrenzkurven in der Interpretation wie oben nennen Kenyon und Okuonkov cloudcurves oder übersetzt Wölkchenkurven (siehe wieder [28]).Weiter bemerkt man, daÿ die hexagonale Begrenzung der Teilung starken Ein-�uÿ auf die Gestalt nimmt. Man kann sich nun fragen, ob es auch Randbedin-gungen gibt, die keinen Ein�uÿ auf die innere Struktur nehmen. Diese Frage34Es handelt sich dabei um Dominoteilungen einer Region, die wie ein auf die Spitze ge-stelltes Quadrat aussieht. Die Dominos sind in Analogie zu den Lozenges aus zwei Quadratenzusammengesetzt und parkettieren das euklidische Gitter resp. die Ebene.63



Abbildung 25: Eine Art arktische Tulpenkurve entsteht, wenn eine Dreiecks-blockmatrix �xiert wird. Die Teilung ist aus H80,80,80.kann bejaht werden. Die in Abbildung 27 gezeigten Randbedingungen habenkeinen Ein�uÿ auf die innere Strukturierung der Teilung.Diese spezielle Eigenschaft kann man zum Beispiel nutzen, um die statistischeEigenschaften einer die ganze Ebene ausfüllenden zufälligen Teilung abzuschät-zen.6.2 Oktagonale TeilungenDie in dieser Arbeit vorgestellten Lozengeteilungen gehören zu einer weitausgröÿeren Klasse von Teilungen, den Rhombusteilungen.Man verallgemeinert zunächst die Situation, indem man m paarweise linearunabhängige Vektoren v1, . . . , vm aus R2 auswählt.3535Im allgemeineren Fall können auch Vektoren aus Rn ausgewählt werden, dies führt zuden Rhomboederteilungen. 64



Abbildung 26: Die Kurve die bei �xierten mittleren Einträgen entsteht ist nichtmehr zusammenhängend. Simuliert wurde eine Teilung von H90,90,90 mit aufden Wert 45 �xierten Einträgen in der Mitte.Es sei nun für n ∈ N die Menge
Zn

m := {
m∑

i=1

λivi : 0 ≤ λi ≤ n}.Die konvexe Hülle von Zn
m liefert die zu teilende Region. Weiterhin sei ein P�a-sterstein der aus der Kombination zweier verschiedener Vektoren entstehendeRhombus. Es gibt o�enbar insgesamt (m2 ) verschiedene P�astersteine.Wählt man speziell m = 3 und die Vektoren

vk = eι kπ
6 , k = 0, 1, 2wird die konvexe Hülle von Zn

3 zum bekannten Hexagon der Seitenlängen n undals P�astersteine ergeben sich die drei verschieden orientierten Lozenges.3636Es ist Zufall, daÿ hier die P�astersteine durch Rotation auseinander hervorgehen. ImAllgemeinen sind die entstehenden Rhomben nicht kongruent.65



Abbildung 27: Hexagonale Region mit �spannungsfreien Rändern� und Beispiel-teilungFür den Fall m = 4 und die Wahl vi = e
ιkπ
4 , k = 0, 1, 2, 3 ist Z ein regelmäÿigesOktagon mit Seitenlängen n und es gibt insgesamt 6 P�astersteine (wovon nurzwei nicht kongruent sind). Diese werden zusammen mit einer exemplarischenTeilung in Abbildung 28 dargestellt. Abbildung 29 zeigt eine Prozession vonexemplarischen Teilungen für verschiedene n für die die Vektoren so gewähltwurden, daÿ regelmäÿige Polygone entstehen.

Abbildung 28: Oktagonteilung und die beiden einzigen nicht-kongruenten P�a-stersteine der Teilung.Im weiteren werden nur die sogenannten oktagonalen Teilungen betrachtet,schon hier wird deutlich werden, mit welchen Schwierigkeiten man beim Über-gang zu allgemeineren Teilungen konfrontiert ist.Es wurde schon in Abschnitt 2 bemerkt, daÿ für die Lozengeteilungen einedeBruijn-Faser ausreicht um die Menge der Teilungen eineindeutig zu beschrei-ben. Daher konnte man sich auf die Simulation der deBruijn-Pfade bzw. dieSimulation von n sich gegenseitig meidenden Pfaden im euklidischen Gitter be-schränken.Im allgemeinen ist dies nicht mehr der Fall, für die oktagonalen Teilungen be-nötigt man nunmehr mindestens zwei nichtidentische Fasern um die Menge derTeilungen eineindeutig zu beschreiben. Von diesen gibt es nun insgesamt vierverschiedene (siehe Abbildung 30).Im Fall der Lozengeteilungen waren die deBruijn-Pfade mit Pfaden im euklidi-66



Abbildung 29: Verschiedene Rhombusteilungen für 2n-Ecke, n = 2..5.schen Gitter zu identi�zieren; die hier auftretenden Pfade sind unter dem NamenMotzkin-Pfade bekannt. Sie bestehen hier aus jeweils gleich vielen Schritten in
(1, 1), (1,−1) und (1, 0)-Richtung.
Abbildung 30: Die vier de Bruijn-Familien für eine oktagonale Rhombusteilung.Ähnlich wie bei den Lozengeteilungen möchte man nun eine Dynamik de�nieren,die nur lokale Änderungen durchführt. Die Idee dabei ist, drei züfallig ausge-wählte P�astersteine, die zusammen in einem (irregulären) Hexagon liegen um180 Grad zu drehen; dieses Drehen nennt man auch phason-�ip. Im Fall derLozengeteilungen wird dies (nach isometrischer Projektion) durch das Hinzufü-gen oder Wegnehmen eines Einheitskubus in der plane-partition-Interpretationrealisiert.Diese Vorgehensweise funktioniert im oktagonalen Fall nicht mehr, da manzwar die oktagonalen Teilungen als Projektion einer dreidimensionalen parti-tion, einer sogenannten hyperplane partition, au�assen könnte, es aber durchdie Projektion vom R

4 auf den R
2 zu unerwünschten Überlappungen kommtoder genauer die Identi�kation der oktagonalen Teilungen mit der isometrischenProjektion von hyper plane partitions nicht mehr eindeutig ist.Aus diesem Grunde muss ein anderer Weg eingeschlagen werden. Destainvilleschlägt in [13] ein einfaches Verfahren vor. Es wird zunächst eine hexagonaleTeilung erzeugt. Auf dieser können dann n Random Walks de�niert werden, diesich zwar berühren, jedoch nicht überkreuzen dürfen und die jeweils gemeinsamin einer Ecke der zu teilenden Region beginnen und enden und die Kanten derLozenges als Pfade wählen können.Entlang dieser erzeugten Random Walks, resp. ihrer Trajektorien, kann man67



die Hexagonteilung sozusagen aufbrechen und eine weitere deBruijn-Familie inAbhängigkeit der erzeugten Trajektorien einfügen. Nach einer passenden Ska-lierung erhält man dann die gewünschten P�astersteine und die entsprechendeoktagonale Teilung (zur Verdeutlichung siehe Abbildung 31).
Abbildung 31: Das Verfahren zur Erzeugung einer oktagonalen Teilung aus einerLozengeteilung, verdeutlicht für den Fall n = 3. Die verschiedenfarbigen Pfadesind die erwähnten Random Walks auf einer zuvor erzeugten Teilung von H3,3,3.Orange hier die eingefügte vierte deBruijn-Familie (links).Dieses Verfahren kann man auf beliebige Teilungen von 2n-gonen erweitern,indem es iterativ angewandt wird, wobei in jedem Schritt eine neue deBruijn-Familie wie oben beschrieben eingefügt wird. Es entsteht in Abhängigkeit vonder gewählten Ausgangsteilung eines n-Ecks ein (n + 2)-Eck.Ebenso wie im einfachsten Fall der einer Lozengeteilung sind die oktagonalenTeilungen mit der vorgeschlagenen Dynamik schnell mischend. Jedoch benötigtman zum Beweis dieser Eigenschaft feinere Methoden, Destainville benutzt z.B.in [13] ein Dekompositionsverfahren. Dieses erlaubt es die Originaldynamik inTeildynamiken zu zerlegen, deren Zustandsräume sich auf gewisse Weise über-lappen. Man kann dann von den Teildynamiken die Eigenschaft des schnellenMischens zeigen und daraus Rückschlüsse auf das Verhalten des Originals zie-hen.Für die Erweiterung auf drei- und mehrdimensionale Teilungen durch analog de-�nierte Rhomboeder gibt es bis dato sehr wenige Ergebnisse und Vermutungen.Insbesondere für die dreidimensionalen Dominoteilungen, siehe z.B. [38], gibt esähnliche Vermutungen bzgl. arktischer Grenzkörper wie im zweidimensionalenFall.Bei den Rhomboederteilungen scheinen darüberhinaus Schleifene�ekte aufzutre-ten, die im mehrdimensionalen die Eigenschaft der schnellen Mischung vereitelnkönnen, Gedanken dazu �ndet man in [11].
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A AnhangAbbildungsverzeichnis1 Die originalen Calissons aus Aix (Frankreich). . . . . . . . . . . . 12 Beispielteilung im Hexagon H3,4,6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 Dreieckgitter, Bienenwabengraph und kubischer Graph, jeweilsmit perfect matching (die Dimere werden durch die blauen Balkenkodiert). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 Die Abbildung zeigt die den perfect matchings der vorigen Ab-bildung zugeordneten Teilungen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 Interpretation des Isingmodells (links) als perfect matching aufdem Fisher-Graphen (rechts). Rechts sind die Dimere rot mar-kiert, die Spins des Isingmodells werden durch die beiden Farbengrau und weiÿ dargestellt, die gestrichelten Kreise geben ein Bei-spiel für die Interpretation von Kanten zwischen gegensätzlichgeladenen Spins und Teilen des Fisher-Graphen mit perfect mat-ching. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 Man kann auf dem Dreieckgitter eine Art Koordinatensystemdurch die drei Richtungen a, b und c de�nieren und damit be-liebige Randpolygone beschreiben. . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 Beispiel eines nichtkonvexen Gebietes mit exemplarischer Teilung 98 nichtteilbare Region mit Färbungseigenschaft . . . . . . . . . . . 99 H2,3,4. Die spezielle Auslegung mit Lozenges suggeriert eine Boxder Gröÿe a × b × c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1010 irreguläres Hexagon mit Vervollständigung zum Parallelogramm . 1111 Mögliche Zerlegung der dunkelblau umrandeten Region in teilba-re Subregionen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1212 deBruijn-Familie in H3,4,6 für die a-Richtung . . . . . . . . . . . 1313 Übersetzung von T ∈ LH3,4,6 mittels deBruijn-Familie in eineDarstellung im gerichteten euklidischen Gitter. . . . . . . . . . . 1414 Vertauschen der Enden zweier Pfade (tailswap) . . . . . . . . . . 1815 Variationsbereiche möglicher Pfade von A2 → B2 resp. A1 → B3sind blau unterlegt. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1916 Logarithmischer Plot der Anzahl Lozenge-Teilungen von Hn,n,nfür n = 1...50 (Punkte) und überlagerter logarithmischer Plot derFunktion e0,779538296·x2 (rot) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2617 Hier dargestellt der stochastische Fluÿ einer Kopplung von 25 Ko-pien einer Markovkette mit Ordnungserhaltung. Die roten Pfadeindizieren die Entwicklung der extremen Trajektorien. . . . . . . 3818 isometrische Projektion des YOUNG-Diagramms aus dem Bei-spiel mit eingezeichneten de-Bruijn-Pfaden (rot). . . . . . . . . . 4119 Vollständige Anordnung der Elemente aus P2
2,2 bezüglich ��� . . 4620 Durchlaufrichtung der Einträge einer plane partition aus Pa

6,6, für
a beliebig. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4769



21 Beispiel für die Bezeichnung durch G- und B-Einträge für zweivergleichbare plane partitions (links, mitte) aus P1,6,6. Es wirddeutlich, daÿ die Anzahl G-Einträge nur deswegen gröÿer ist, daeines der beiden Polyominos den Rand berührt (rechts). . . . . . 5022 Plot der empirischen Dichten der Koaleszenzzeiten und Fit andie Dichte einer Gumbelverteilung, sowie die Schätzung von Taus Abschnitt 4.4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5323 Initiale Matrizen für die Erzeugung von Stichproben aus Pa
3,3. DieRandbedingungen sind blau unterlegt und �x während der ganzenSimulation. Links Initialisierung für den Start der Simulation inder minimalen Teilung ⊥, rechts in der maximalen >. . . . . . . 5424 Teilung von H100,100,100 mit eingezeichnetem arktischen Kreis(gelbe Linie) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6225 Eine Art arktische Tulpenkurve entsteht, wenn eine Dreiecks-blockmatrix �xiert wird. Die Teilung ist aus H80,80,80. . . . . . . 6426 Die Kurve die bei �xierten mittleren Einträgen entsteht ist nichtmehr zusammenhängend. Simuliert wurde eine Teilung vonH90,90,90mit auf den Wert 45 �xierten Einträgen in der Mitte. . . . . . . . 6527 Hexagonale Region mit �spannungsfreien Rändern� und Beispiel-teilung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6628 Oktagonteilung und die beiden einzigen nicht-kongruenten P�a-stersteine der Teilung. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6629 Verschiedene Rhombusteilungen für 2n-Ecke, n = 2..5. . . . . . . 6730 Die vier de Bruijn-Familien für eine oktagonale Rhombusteilung. 6731 Das Verfahren zur Erzeugung einer oktagonalen Teilung aus einerLozengeteilung, verdeutlicht für den Fall n = 3. Die verschieden-farbigen Pfade sind die erwähnten RandomWalks auf einer zuvorerzeugten Teilung von H3,3,3. Orange hier die eingefügte viertedeBruijn-Familie (links). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68Tabellenverzeichnis1 Liste der Anzahlen Lozengeteilungen für regelmäÿige Hexagons . 22
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