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1 Einleitung

Aix, die historische Hauptstadt der Provence, glinzt seit dem 16. Jahrhundert
durch eine besondere konditorische Spezialitit, den Calissons. Man sagt sie seien
zur Hochzeit des Herzogs René von Anjou mit Isabella, der Erbtochter des
Herzogs Karl II. von Lothringen, von dessen Koch erfunden worden, um ihr
besorgtes Gesicht etwas zu erhellen. Mandelmus von siifsen und bitteren Mandeln
und kandierte Melonen auf einer Oblate mit Zuckerguss machen diese ovale, fast
rautenformige Siifsigkeit zu einer exklusiven Spezialitit. Die besondere Form soll
der Legende nach auf die Form der damals iiblichen Schiffe zuriickzufiihren sein,
vielleicht aber auch auf die Weberschiffchen der Fischer, die damit ihre Netze
flickten.

Abbildung 1: Die originalen Calissons aus Aix (Frankreich).

Abstrahiert man die ovale Form der Calissons zu einer Raute, die aus zwei an
einer Seite zusammengeklebten, gleichseitigen Dreiecken mit Seitenlinge 1 zu-
sammengesetzt sind, so stellt sich die interessante Frage, wie man eine endliche
Menge solcher Calissons in einer sechseckigen, nicht notwendigerweise regelmé-
Kigen, Box verpacken kénnte, wieviele unterschiedliche Arrangements existieren
und wie man solche zufillig erzeugt (Aufgetaucht sind diese Fragen z.B. in [9]).
Diese Fragestellung fiihrt zu den sogenannten Lozengeteilungen, die Gegenstand
dieser Arbeit sind.

1.1 Definition einer Lozengeteilung

Es bezeichne H, p,. eine hexagonale Region des Dreieckgitters' D, wobei das be-
treffende Hexagon im Uhrzeigersinn links anfangend die Seitenlédngen a, b, c, a, b, ¢
habe. Die Menge aller solcher auf diese Weise darstellbarer Hexagons sei mit H
bezeichnet,.

Die zentrale Frage dieser Arbeit ist die Frage nach M6glichkeiten zur Herstellung
gleichverteilter Stichproben aus der Menge aller Teilungen von Hg p.c.

Die Frage ist nun, warum es nicht geniigt oder mdglich ist die inverse Verteilungs-
funktion zu berechnen und damit uniform verteilte Stichproben zu erzeugen.

I Es sei das Dreieckgitter die Teilung der Ebene durch gleichseitige Dreiecke.



Abbildung 2: Beispielteilung im Hexagon Hs3 4,6

Die Grofe des Zustandsraumes wird dies im Allgemeinen verhindern, denn schon
fiir H10,10,10 ist die Anzahl Teilungen sehr grof, es gibt etwa 9.3-1033 Teilungen.

Ko6nnte man davon je eine Teilung auf einem einzelnen Proton speichern, ver-
brauchte man ein Drittel aller Protonen im Universum.

Da die meisten Computer wesentlich weniger Speicherplétze besitzen und in der
Physik und den Anwendungen grossere Teilungen von Interesse sind, ist dies
kein gangbarer Weg. Es zeigt sich aber, daf man mit Hilfe von Kopplungen
von Markovketten und der Definition einer partiellen Ordnung auf der Menge
aller Teilungen mit Hilfe der Kopplung aus der Vergangenheit mit geringem
Aufwand das gewiinschte erreichen kann. Die Methodik wird in den Abschnitten
2-4 prazisiert.

Im Folgenden bezeichne R eine Region des Dreieckgitters D. Eine solche Region
kann auch als Menge von gleichseitigen Dreiecken gesehen werden, deren Rand-
polygon zunéchst nicht zwingend konvex oder zusammenhingend sein muss.
Ausserdem soll im weiteren unter einem Lozenge eine Raute verstanden wer-
den, die genau zwei Dreiecke des Dreieckgitters iiberdeckt. Man spricht von
einer Teilung T der Region R, falls alle Dreiecke der Region {iberlappungsfrei
und liickenlos durch Lozenges iiberdeckt werden. Eine solche Teilung heifit auch
Lozengeteilung, die Region dann entsprechend lozengeteilbar oder einfach nur
teilbar.

Es bezeichne L die Menge aller Lozengeteilungen der Region R. Kapitel 2 wird
eine naive Charakterisierung dieser Regionen liefern, im Sinne der Uberdeckbar-
keit durch Lozenges, denn es ist nicht sofort klar, welche Regionen {iberhaupt
lozengeteilbar sind.

Abbildung (2) zeigt exemplarisch eine Region mit einer Lozengeteilung. Die
Farben indizieren dabei die drei moglichen Ausrichtungen der Rauten.



1.2 Verbindung zu Modellen der statistischen Physik

Die Lozengeteilungen sind zu einer Reihe interessanter Probleme aus der Physik
und Polymerchemie dquivalent, die folgenden Abschnitte orientieren sich stark
an [26], die Abbildungen dieses wurden den Abbildungen aus den Referenzen
nachempfunden.

Etwas allgemeiner kann man zunichst endliche, planare Graphen betrachten.
In der Chemie kann ein solcher Graph unter bestimmten Regularitdtsbedingun-
gen als Grenzfliache eines Kristalls angesehen werden. Wichtige Beispiele solcher
Graphen sind etwa der Dreieckgraph, das kubische Gitter und der Bienenwa-
bengraph, wie sie in Abb. 3 angedeutet werden.
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Abbildung 3: Dreieckgitter, Bienenwabengraph und kubischer Graph, jeweils
mit perfect matching (die Dimere werden durch die blauen Balken kodiert).

Bringt man nun eine solche Grenzfléiche in eine Umgebung mit Dimeren? ein,

so werden sich die einzelnen Dimere an je zwei Knoten der Kristallstruktur
anheften. Man nennt diesen Vorgang Adsorption.

Es ist ein klassisches Thema der Kombinatorik nach der Anzahl méglicher dich-
ter Packungen von Dimeren zu fragen, d.h. Packungen ohne einzelne freie Kno-
ten. Diese Frage wurde schon in den 1960er Jahren des letzten Jahrhunderts fiir
planare Graphen unabhingig von Kasteleyn (siehe etwa [25] oder [24]) und Tem-
perley/Fisher (siehe [19] und [20]) bewiesen. In der Literatur wird bei dichten
Packungen oft von perfect matchings gesprochen.

Fixiert man nun eine endliche Teilregion eines solchen Gitters, kann man zu
den selben Fragen nach Teilbarkeit und Anzahl der Teilungen kommen, sowie
dem Einflufs der Randbedingungen. Die Verbindung zu den zufélligen Teilungen
wird klar, wenn man den Dimeren Polygone zuordnet, die entsprechend der
Gitterstruktur aneinandergelegt werden konnen, sieche dazu Abbildung 4.

Es gibt verschiedene Typen solcher Teilungen. Die bekanntesten sind sicherlich
die Dominoteilungen (siehe z.B. [27]) und die Rhombusteilungen.

Eine mogliche Interpretation solcher Teilungen ist, die Moglichkeit die Struktur
von Quasikristallen zu beschreiben.

Diese Quasikristalle weisen einige merkwiirdige Eigenschaften auf, wie etwa die
spontane lokale Reorganisation der Molekularstruktur, und kénnen anhand der

2Ein Dimer ist eine Verbindung aus zwei gleichartigen Molekiilen oder Atomen.



Abbildung 4: Die Abbildung zeigt die den perfect matchings der vorigen Abbil-
dung zugeordneten Teilungen.

Generierung von Teilungen am Computer simuliert und analysiert werden. Fiir
eine Einfithrung siehe [3],[43] und [44].

Ein anderes interessantes Modell sind die perfect matchings auf dem sogenann-
ten Fisher-Graphen, es ist dquivalent zum 2-Spin-Ising-Modell auf einer fixier-
ten Region von Z2. Die zugehorige Bijektion wird in [26] auf Seite 3 genauer
beschrieben. Ein Beispiel fiir die Interpretation des Isingmodells als zuféllige
Teilung wird in Abbildung 5 gegeben.
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Abbildung 5: Interpretation des Isingmodells (links) als perfect matching auf
dem Fisher-Graphen (rechts). Rechts sind die Dimere rot markiert, die Spins
des Isingmodells werden durch die beiden Farben grau und weifs dargestellt, die
gestrichelten Kreise geben ein Beispiel fiir die Interpretation von Kanten zwi-
schen gegensitzlich geladenen Spins und Teilen des Fisher-Graphen mit perfect
matching.

Interessant ist es dann, gleichverteilte Stichproben? solcher Teilungen zu generie-
ren, um gewisse typische Eigenschaften wie etwa die Entropie oder die Struktur
des Stichprobenraums statistisch auswerten zu konnen.

3Das Auftauchen jeder Stichproben sollte gleiche Wahrscheinlichkeit haben.



Die wesentlichen Schwierigkeiten liegen dabei zumeist bei der oft enormen Grofe
des Stichprobenraums.

1.3 Gliederung der Arbeit

Abschnitt 1 fiihrte bereits nach der Definition der Lozengeteilungen einige phy-
sikalische Motivationen ein.

Abschnitt 2 befasst sich mit elementaren Eigenschaften der Lozengeteilungen.
Darunter zihlen zunichst die Frage nach der Uberdeckbarkeit beliebig geformter
Regionen und die Darstellung von Lozengeteilungen durch Pfade im euklidischen
Gitter. Diese Darstellung erlaubt es, mit Hilfe des beriihmtgewordenen Lemmas
von Gessel-Viennot, die Anzahl moglicher Teilungen einer hexagonalen Region
auf die Berechnung einer Determinante zu reduzieren. Abschliessend wird das
Wachstum der Menge aller moglichen Teilungen exemplarisch fiir regelméfige
Hexagons untersucht. Dies liefert eine Rechtfertigung fiir das Erzeugen zufélliger
Teilungen mittels der noch vorzustellenden zufélligen Dynamik.

Abschnitt 3 fiihrt nach der Klérung einiger Notation und der Niederschrift wich-
tiger, noch zu verwendender Resultate, zur Kopplung aus der Vergangenheit
(CFTP).* Mit Hilfe von zwei gekoppelten, ansonsten aber identischen, ergodi-
schen Markovketten lassen sich mit diesem Algorithmus exakt nach der Equi-
libriumsverteilung der Originaldynamik verteilte Stichproben erzeugen. Kann
der Zustandsraum der Originalkette zusétzlich noch mit einer partiellen Ord-
nung versehen werden, so ldsst sich die Erzeugung der Stichproben wesentlich
vereinfachen.

Abschnitt 4 wendet die bis dahin dargestellten Ergebnisse auf die Lozengetei-
lungen an. Nach Einfiihrung der plane partitions, die sich als hilfreiche zweite
Représentation der Lozengeteilungen erweisen werden, wird die Markovkette
M, definiert. Danach wird die Menge der plane partitions mit einer natiir-
lichen partiellen Ordnung versehen werden, die zusammen mit der Ergodizitét
von Mj,, die Anwendung des verbesserten CFTP-Algorithmus erlaubt. Ab-
schliessend wird noch mit Hilfe eines Submartingal-Argumentes und einer Ab-
schatzung der Mischungszeit durch die Koaleszenzzeit gezeigt, dakk M;,. schnell
mischend ist. Als letzter Teil folgen Untersuchungen zur Verteilung der in den
vorigen Argumenten verwendeten Koaleszenzzeit.

Abschnitt 5 widmet sich der Vorstellung der Implementation der vorgestellten
Dynamik und geht kurz auf die wesentlichen Aspekte der Programmierung und
der verwendeten Software ein. Ein kurzes Programmlisting schliesst sich an.

Abschnitt 6 gibt dariiber hinaus Einblicke tiber mogliche Verallgemeinerungen
auf Rhombus- und Rhomboederteilungen und die Schwierigkeiten bei der Er-
zeugung selbiger. Dariiberhinaus werden kurz Aspekte der aktuellen Forschung
vorgestellt, wie etwa das ,arctic circle“ Phinomen und artverwandte Probleme.

4CFTP=Coupling From The Past



1.4 Eigenanteil

Wihrend der Bearbeitung des Themas sind an einigen Stellen Fragen aufge-
taucht, die zum Teil beantwortet werden konnten. So wurde etwa im Abschnitt
2 Lemma 2.1.1 gezeigt, dafs die einzigen {iberdeckbaren konvexen Regionen ge-
rade Hexagons sind, deren parallele Seiten gleich lang sind. Dies ldsst zu, fiir
beliebig geformte Regionen ein Teilbarkeitskriterium im Sinne der volligen Uber-
deckung der Region durch Lozenges zu formulieren. Abschnitt 2.4 beinhaltet
dann einige Betrachtungen zum Wachstum der Anzahl der Lozengeteilungen.
Mit Hilfe der Formel von MacMahon konnte das exponentielle Wachstum der
Anzahl Teilungen gezeigt werden, insbesondere Satz 2.4.1 ergibt eine obere und
untere Schranke. Abschnitt 4 weicht dann in den Betrachtungen von der iib-
lichen Verwendung der deBruijn-Pfade ab und fiihrt die so genannten plane
partitions ein. Diese Sichtweise erlaubt die Eigenschaften der noch vorzustellen-
den Dynamik M,,. aus [33] genauer zu untersuchen. Im Rahmen dessen konnte
auch eine minimale Argumentationsliicke in Lemma 11 der Referenz geschlos-
sen werden. Abschnitt 5 beinhaltet dann die Beschreibung der Implementierung
von M., die direkt auf der Idee der Kodierung der Lozengeteilungen durch
plane partitions basiert. Jene Implementierung ist auch die Grundlage fiir die in
Abschnitt 4.5 durchgefiihrte Untersuchung der Verteilung der Koaleszenzzeiten.
Es stellt sich heraus, daf die gewonnen Daten fiir eine Gumbelverteilung der
Koaleszenzzeiten sprechen.

Aufserdem wurden an vielen Stellen, insbesondere in Lemma 2.3.3, die Berech-
nungen ausfiihrlicher als in den Quellen dargestellt.

Samtliche Abbildungen (bis auf Abbildung 1) sind mit CorelDraw oder dem ent-
wickelten Programm vom Autoren selbst erstellt worden. Viele der Abbildungen
sind in dhnlicher Form in den entsprechenden Referenzen zu finden.



2 Eigenschaften der Lozengeteilungen

Im Folgenden werden einige Eigenschaften der Lozengeteilungen néher betrach-
tet, die insbesondere fiir die Simulation von gleichverteilten Stichproben wichtig
sind. Zunichst werden Regionen des Dreieckgitters auf Uberdeckbarkeit ohne
Liicken oder Uberschneidungen durch Lozenges gepriift.

Danach wird mittels der noch zu definierenden deBruijn-Pfade eine Reprasen-
tation der Lozengeteilungen als Pfade im gerichteten euklidischen Gitter ein-
gefithrt, um mit Hilfe des von Ira Gessel und Gérard Viennot in [22], und in
dhnlicher Form von Bernt Lindstrom in [31] fiir Matroide, gezeigten Lemmas,
die Anzahl der méglichen Teilungen zu berechnen.

Diese Anzahl ldsst sich fiir beliebige hexagonale Regionen mit Seitenldangen
a,b,c,a,b,c durch die schone Formel

i=1j=1 k=1 it j + k
berechnen.
Die Formel geht auf die Arbeiten von MacMahon (siehe [35], Abschnitt 492 und
[34]) zuriick, in denen er sich mit plane partitions (siehe Kapitel 4) beschiftigt,
die wiederum bijektiv auf die Lozengeteilungen abgebildet werden kénnen.
MacMahon selbst gibt die Generatorfunktion® dieser Anzahl und P. Stanley
findet in [40] schliesslich die obige Form.

2.1 vollstindige Uberdeckbarkeit eines Gebietes

Scheinbar trivial ist die Frage nach der vollstéindigen Uberdeckbarkeit einer nicht
notwendig konvexen, einfach zusammenhéngenden Teilregion R C D durch Lo-
zenges. Einige starke (algebraisch motivierte) Teilbarkeitskriterien wurden z.B.
von Conway in [41] gegeben, Thurston gibt in [42] einen Algorithmus mit dem
entschieden werden kann, ob eine zusammenhingende Region des Dreieckgitters
mit Lozenges auslegbar ist.

Die von Thurston diskutierte Idee von Conway und Lagarias eine Gruppe zur
Beschreibung von Regionen zu benutzen, basiert auf der Idee jedem Gebiet im
Dreieckgitter ein Wort {iber dem Alphabet {a,b,c,a™t,b71, c7!} zuzuordnen.
Dabei ordnet man zunéchst den drei Kanten verschiedener Orientung Buchsta-
ben zu, sieche Abb. 6.

Jedes Wort iiber diesem Alphabet ist dann als ,,Wegbeschreibung“ zu verstehen,
dhnlich der Beschreibung fiir eine Turtlegraphik; so ist etwa das Wort beb ™! *1
als Lozenge zu verstehen, analog aca ‘¢! und aba='b~1!.

Mit Hilfe dieser Kodierung kann nun die Gruppe

L=<a,bclbcb ¢! =aba b =cacla = >

5Eine Generatorfunktion ist in der Kombinatorik eine formale Potenzreihe > ant™, de-
n>0
ren Koeffizienten a, im allgemeinen die Losung eines Abzdhlproblems in Abh#ngigkeit des
Parameters n darstellen.



Abbildung 6: Man kann auf dem Dreieckgitter eine Art Koordinatensystem
durch die drei Richtungen a, b und ¢ definieren und damit beliebige Rand-
polygone beschreiben.

definiert werden, wobei € das triviale, d.h. das leere, Wort sei. Es ist das neutrale
Element der Gruppe. Man bemerkt nun, daf die Teilbarkeit einer Region im-
pliziert, daft das randbeschreibende Wort trivial ist, die Umkehrung gilt jedoch
nicht. In Abbildung 8 wird eine Region dargestellt, deren Randpolygon durch
das Wort

-1

acch o e el =¢

beschrieben wird, aber keine Teilung besitzt.

Dies gibt Anlass fiir eine Reihe von Beobachtungen, die z.B. in [12] diskutiert
werden.

Im Folgenden wird eine Herangehensweise gewéhlt, die die Schwierigkeiten bei
der Uberdeckbarkeit deutlich machen soll und nicht nur eine einfache Charak-
terisierung der konvexen Gebiete in D erlaubt, sondern auch ein einfaches hin-
reichendes Kriterium fiir die Teilbarkeit einer Region im einfachen Fall der Lo-
zengeteilungen liefert. Bei der Argumentation kann auf algebraische Argumente
vollig verzichtet werden.

Zunichst sei R C D ein einfach zusammenhéingendes Gebiet. Man férbe das
Dreieckgitter D derart schwarz und weif, dafs je zwei Dreiecke, die eine Kante
gemeinsam haben, unterschiedlich geférbt sind. Das ergibt eine Art Schach-
brettmuster, wie es in Abbildung 7 beispielhaft fiir ein nichtkonvexes Gebiet
dargestellt ist.

Es ist niitzlich folgende Eigenschaften zu definieren:

Definition 2.1.1 (Fiarbungseigenschaft) Sei R C D und D wie oben ge-
farbt. Dann hat R die Farbungseigenschaft, wenn die Anzahl weisser und schwar-
zer Dreiecke in R gleich grof8 ist. Es bezeichne Wy bzw. Sg die Anzahl weifler
bzw. schwarzer Dreiecke, die in R enthalten sind.



(a) nichtkonvexes Teilgebiet  (b) R mit Beispielteilung
RCD

Abbildung 7: Beispiel eines nichtkonvexen Gebietes mit exemplarischer Teilung

Definition 2.1.2 (Teilbarkeit) SeiR C D. Dann heifit R teilbar, wenn R wvoll-
standig ohne Liicken oder Uberlappungen mit Lozenges® ausgelegt werden kann.
Eine solche Ausleqgung sei im Folgenden Teilung genannt. Die Menge aller Tei-
lungen einer Region R sei mit Lr bezeichnet.

Es ist nun offensichtlich, dafs jede teilbare Region R auch die Farbungseigen-
schaft hat, denn ist R teilbar, so iberdeckt jedes Lozenge je ein weiffes und ein
schwarzes Dreieck, es gilt also Wgr = Si.
Die Umkehrung gilt jedoch nicht, Abb. 8 liefert als Gegenbeispiel ein nicht
teilbares Gebiet mit Farbungseigenschaft.

Abbildung 8: nichtteilbare Region mit Farbungseigenschaft

Nach eingehender Betrachtung moglicher Regionen ergab sich das folgende

Lemma 2.1.1 Sei R C D konvex mit Firbungseigenschaft. Dann ist R € H."
Insbesondere ist dann R teilbar.

Beweis. Zunichst ist zu zeigen, dass jede Region H, . € H teilbar ist. Dazu
betrachte Abb. 9. Es ist klar, dafs man jede Region H, . auf diese Art als isome-
trische Projektion einer Box der Hohe a, der Breite b und Tiefe ¢ interpretieren
kann.

SEin Lozenge ist nach Kapitel 1, ein aus zwei Dreiecken mit gemeinsamer Kante zusam-
mengesetzter Rhombus.

"Es sei daran erinnert, daf mit 7 die Menge aller R C D bezeichnet war, die Hexagons
mit Seitenldngen a,b,c,a,b,c sind, siehe auch Abschnitt 1.1.
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Abbildung 9: Hs 3 4. Die spezielle Auslegung mit Lozenges suggeriert eine Box
der Grofe a x b x ¢

Insbesondere fiir @ = 0 degeneriert die hexagonale Region H, p . zur isometri-
schen Projektion einer Box der Hohe null. In dieser ist offenbar die Boxinter-
pretation auch die einzig mogliche Teilung (analog auch fiir b = 0 bzw. ¢ = 0).
Weiterhin bemerkt man, dass es nur fiinf Typen konvexer Regionen in D geben
kann. Das sind gleichseitige Dreiecke, Parallelogramme bzw. Trapeze, unregel-
mifige Fiinfecke und Hexagons, spezieller die Regionen aus H, sowie unregel-
mifige hexagonale Regionen mit Seitenlingen a,b,c,d,e,f und

a#d, b#£e, c# f.

Nun ist zunédchst offenbar keine dreieckige Region A C D teilbar, denn mittels
vollsténdiger Induktion lassen sich leicht die Anzahlen der weissen und schwar-
zen Dreiecke in A angeben, wenn man voraussetzt, dass die Dreiecke in den
Ecken der Region schwarz gefarbt sind und n € IN,n > 1 die Lange einer Drei-
eckseite beschreibt.® Dann gilt:

Sp— n(n2—|— 1) y n(n2— 1) YN

d.h. A ist nicht farbbar, also auch nicht teilbar.
Die parallelogrammartigen Regionen dagegen sind offensichtlich aus H und da-
mit nach obiger Bemerkung teilbar. Dahingegen sind die trapezférmigen Regio-
nen in ein Dreieck und ein Parallelogramm zerlegbar und damit nicht farbbar,
also erst recht nicht teilbar.
Genauso kann man jede fiinfeckige Region mit einem (nicht-teilbaren) Dreieck
zu einem (teilbaren) Parallelogramm ergénzen. Daraus ergibt sich unmittelbar,
dak fiinfeckige Regionen nicht farbbar sind, also nicht teilbar.
Es bleiben die unregelméfigen sechseckigen Regionen, sei eine solche durch
Hapede,r gekennzeichnet, sieche auch Abb. 10a. Da H p.c,d,e,f unregelméfig,
gilt

aFdbFecHf,

8Eine duale Aussage gilt, wenn man die Farben vertauscht.

10



da sonst die Region zu einer Region aus H degeneriert. Nun kann diese Region
durch zwei Dreiecke A, und A4 der Seitenldngen a und d zu einem teilbaren
Parallelogramm ergénzt werden (sieche Abb. 10b).

§/\

2] °
(a) H3,3,3,4,2,4 (b) Vervollstindigung von H3 3,3,4,2,4

yyyyy

NN/

/N

NNININN/

VAVAVAVAVAN
INININININ/N

AN
\V4

Abbildung 10: irregulédres Hexagon mit Vervollstindigung zum Parallelogramm

Es bleibt zu zeigen, dass die Anzahl der weiflen resp. schwarzen Dreiecke in A\,
und A4 zusammen ungleich ist. Man bemerkt zuerst, daf die zu betrachtenden
Dreiecke dual geférbt sind, die Ecken beider Dreiecke also unterschiedlich gefirbt
sein miissen, siehe Abb. 10b. Daraus ergeben sich die Anzahlen gleichgefarbter
Dreiecke:

ala+1) d(d—-1)

Wha,ung = 5 + 5
ala—1 did+1
Save, = 0D A1)

Es sei angenommen es gelte Wa,ua, = Sa,ua,, dann ergibe sich:

Wa,un, =Sna,un, & ala+1)+dd—1)=ala—1)+d(d—-1)
Sala+l—a+1)=dd+1—-d+1)
Sa=d

im Widerspruch zu a # d. Eine analoge Schlussweise gilt auch fiir die anderen

beiden moglichen Ergénzungen durch Dreiecke. Damit ist auch Hg p ¢, d,e, 5 nicht
farbbar und somit ebenfalls nicht teilbar. O

Das Lemma charakterisiert also die Regionen R € H als einzige konvexe Regio-
nen, die iberhaupt teilbar sind. Aus dieser Charakterisierung folgt unmittelbar
Lemma 2.1.2 Sei R € D endlich. Dann ist R teilbar, wenn R als Vereinigung
von endlich vielen Regionen R; € H,i € I C IN darstellbar ist, d.h.

R teilbar < IR, € H,i € I : |_|Ri =R
el

9Die Zerlegung ist offenbar nicht eindeutig bestimmt.
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Insbesondere kann jede Teilung 7" € L als eine solche disjunkte Vereinigung
aufgefasst werden, denn jedes Lozenge ist als Ho, 1,1,H1,0,1 oder H; 1,0 darstell-
bar, daher existiert zu jeder teilbaren Region mindestens eine solche Zerlegung.
T ist in diesem Sinne die feinste Zerlegung, denn ein Lozenge ist die kleinste
teilbare Region des Dreieckgitters D. Insgesamt hat man mit diesem Lemma
nun fiir beliebige und damit auch nichtkonvexe resp. nicht zusammenhéngende
Regionen ein Teilbarkeitskriterium an der Hand.

Der weiter oben erwdhnte Algorithmus zur Entscheidung der Teilbarkeit einer
Region von Thurston basiert auf einer solchen ,,Dekomposition®, in jedem Schritt
des Algorithmus werden Lozenges entfernt. Lésst sich dieses Verfahren fortfiih-
ren, bis nichts mehr iibrig bleibt, so war die Ausgangsregion teilbar. Bleibt ein
nicht teilbarer Rest iibrig, so war entsprechend die Ausgangsregion nicht teilbar.
Abbildung 11 illustriert eine mogliche Zerlegung einer Region mit Lochern in
teilbare Subregionen.

Abbildung 11: Mogliche Zerlegung der dunkelblau umrandeten Region in teil-
bare Subregionen.

2.2 Darstellung von Lozengeteilungen durch deBruijn-Pfade

Fiir die Berechnung der Anzahl der méglichen Teilungen einer hexagonalen Re-
gion R € ‘H wird sich das Lemma von Gessel-Viennot als hilfreich erweisen. Es
stellt auf iberraschende Weise einen Zusammenhang zwischen der Anzahl ecken-
disjunkter Pfade (sogenannte Pfadsysteme) in einem Graphen mit bestimmten
Eigenschaften und der Berechnung einer Determinante her. Ziel wird es also
zunichst sein, die Lozenge-Teilungen mit einem Pfadsystem zu identifizieren.
Dies leisten die von Nicolaas Govert deBruijn in [10] eingefiihrten und nach
ihm benannten deBruijn-Pfade. Es ist moglich diese auch fiir allgemeinere und
speziell auch mehrdimensionale Teilungen zu spezifizieren (siehe z.B. [14]).
Fiir den Fall der Lozengeteilungen betrachte folgende

Definition 2.2.1 (deBruijn-Pfad, deBruijn-Familie) Sei Hqp. € H und

12



T eine Teilung aus Ly, , . Weiter sei an das Koordinatensystem aus Abb. 6
erinnert.

Fiir ein fixiertes Lozenge der Teilung T und eine fizierte Richtung 7 wird die
Menge aller zu diesem Lozenge adjazenten Lozenges, mit Kanten parallel zu 7,
deBruijn-Pfad genannt.

Die so entstehende Sequenz von Lozenges ist eindeutig bestimmt und verbindet
die zu 7 parallelen Seiten von H,p . miteinander.

Die Menge aller deBruijn-Pfade einer Teilung T zu 7 von Hep, heifft deBruijn-
Familie (siehe Abbildung 12), die Menge aller Familien zu 7 Faser.

Bemerkung. Es gibt so viele Familien wie Teilungen, aber zu jeder Richtung
7 nur eine Faser.

Abbildung 12: deBruijn-Familie in H3 4 ¢ fiir die a-Richtung

Eine deBruijn-Faser'® lisst sich speziell fiir die Lozengeteilungen einfach mit
gerichteten Pfaden im gerichteten euklidischen Gitter identifizieren (die Gitter-
punkte seien der Einfachheit halber Elemente von Z?).!! Abbildung 13 zeigt
diese Bijektion fiir H3 4,6.

Dabei bedeute gerichtet, dass fiir zwei Punkte (=Ecken des euklidischen Gra-
phen) z = (z1,72) und y = (y1,y2) mit x,y € Z? eine Kante existiert, wenn der
euklidische Abstand gleich 1 ist.

Eine Kante von z nach y sei in ,Nordrichtung“ orientiert, falls z; = y; und
y2 —xo = 1. Analog sei eine Kante von x nach y in ,Ostrichtung” orientiert, falls
y1 —x1 = 1 und z9 = zo(siehe auch Abb. 13 rechts).

Fiir die konvexen Regionen R € H, . fixiere im gerichteten, euklidischen Gitter
die a Knoten Ay,..., A, und By, ..., By, wie in Abbildung 13 rechts.

Nach Konstruktion sind die so im gerichteten euklidischen Gitter definierten
Pfade von A; nach B; eckendisjunkt, d.h. kein Pfad hat eine Ecke mit einem
anderen Pfad gemein. Denn angenommen es gébe zwei deBruijn-Pfade mit ge-
meinsamer Ecke, so gébe es in der zugehorigen Lozengeteilung T' zwei Lozenges,
die sich iiberlagern. Damit wire aber T keine zuléssige Teilung mehr.

10Es gibt zu jeder hexagonalen Region genau drei Fasern.

I1Es geniigt bereits eine der drei moglichen Fasern, um die Menge der Lozengeteilungen
ﬁHa,b,c vollstdndig zu charakterisieren, im folgenden sei daher immer die Faser oder Familie
in d-Richtung gemeint.
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Abbildung 13: Ubersetzung von T € L4, ,, mittels deBruijn-Familie in eine
Darstellung im gerichteten euklidischen Gitter.

2.3 Anzahl Teilungen konvexer hexagonaler Regionen
2.3.1 Lemma von Gessel-Viennot

Bevor das Lemma von Gessel-Viennot formuliert werden kann, ist es notwendig
einige Begriffe einzufiihren. Im wesentlichen wird dabei und bei der Formulie-
rung resp. dem Beweis des Lemmas von Gessel-Viennot auf die Ausfilhrungen
in [1] ab Seite 3 von Martin Aigner zuriickgegriffen, hier in der Verallgemeine-
rung fiir beliebige sechseckige Regionen H,p . mit a,b,c € No.'? Im folgenden
wird ein endlicher, gerichteter, reell-gewichteter und azyklischer Graph kurz
egga-Graph -Graph genannt. Sei nun G = (F, K) ein egga-Graph -Graph und
A ={Ay,..., A} bzw. B = {By,..., B,} Teilmengen der Eckenmenge E des
Graphen, die nicht notwendigerweise disjunkt sein miissen.

Offenbar gibt es in G nur endlich viele oder gar keine gerichteten Pfade zwischen
einem A; € A und einem B; € B, wobei auch der triviale Pfad'® zugelassen sei,

12Tn der gegebenen Referenz wird a = b = ¢ = n vorausgesetzt.
13Es sei der triviale Pfad der (gerichtete) Pfad e — e bzw. die Kante (e,e) € K mit e € E
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falls A; = B;. Die Pfade sind selbst von endlicher Linge.'*
Es bezeichne
P: Al — Bj

einen gerichteten Pfad von A; nach B;. Analog schreibe man fiir eine beliebige
Permutation o € S,

P((T,i) : Al — Ba(z)
Nun kann auf kanonische Weise jedem Pfad ein Gewicht zugeordnet werden,

dies geschieht mittels

Definition 2.3.1 (Pfadgewicht) Es sei P : A; — B; ein beliebiger Pfad von
A; nach B;.
Dann ist das Gewicht von P definiert durch

w(P) = {erpw(k) falls P nicht trwml7

1 falls P trivial

wobei w(k) € R das Gewicht der Kante k € P C K sei.
Betrachte nun weiter

Definition 2.3.2 (Pfadsystem) Es seienn Pfade P, ;) : Ai — By(;) gegeben,
wobei i € {1,...,n}.
Dann heifit die Menge

Py :={Pss) : Ai = Boy,i €{1,...,n}}
ein Pfadsystem zur Permutation o.

Mit Hilfe der folgenden Definition kann nun auch einem Pfadsystem ein Gewicht
zugeordnet werden.

Definition 2.3.3 (Pfadsystemgewicht) Es sei

n

w(Pg) = Hw (P(ffﬂi) : Ai — B{T(i))

i=1
das Gewicht des Pfadsystems P,.

Bemerkung. Zu einer beliebigen Permutation o € S,, ist das Pfadsystem zu
o nicht eindeutig bestimmt. Es kann durchaus mehrere mogliche Pfadsysteme
geben, insbesondere dann, wenn es mehr als einen gerichteten Pfad zwischen
mindestens einem A; und By ;) gibt.

Mithin ist auch die Existenz eines Pfadsystems zu einer beliebigen Permutation
nicht gesichert, insbesondere dann, wenn es ein ¢ gibt, so daf kein Pfad

P A7 — Ba(i)

mit Lénge 0 und Gewicht 1
14Dje Pfadlinge ist gleich der Anzahl nichttrivialer Kanten.
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existiert.

Man kann diese Liicke schlieffen, indem man eine neue gerichtete Kante (A4;, Ba(i)) S
K mit Gewicht 0 einfiihrt und so einen Pfad P : A; — B, ;) erhélt. Das Pfad-
gewicht und damit auch das Pfadsystemgewicht ist dann Null.

Definition 2.3.4 (Signum eines Pfadsystems) Es seio € S,, n € N, eine
beliebige Permutation und P, ein Pfadsystem zu o. Dann sei

sign(Py) := sign(o)
Schliefilich beno6tigt man zur Formulierung des Lemmas noch

Definition 2.3.5 (Pfadmatrix) Man definiere die quadratische n x n Matriz
M := (myj)i; mit i,5 € {1,...,n} durch

und setze
mi; = O,

falls kein gerichteter Pfad P : A; — Bj emistiert.

Weiterhin sei ein Pfadsystem eckendisjunkt, falls je zwei Pfade des Pfadsystem
keine gemeinsamen Ecken besitzen.

Nun kann das Lemma von Gessel-Viennot (siehe [22]) folgendermafen formuliert
werden:

Lemma 2.3.1 (Gessel-Viennot) Seien G = (E, K) ein egga-Graph und A, B C
FE n-elementige Teilmengen, n € N, M die zugehdrige Pfadmatriz. Dann gilt

det M = Z sign(Ps)w(Ps).

Po eckendisjunkt

Beweis. Zunéichst ist nach Gottfried Leibniz die Determinante von M gegeben
durch

detM = Z 5ign(0)M16(1)M20(2) - - - Mo (n)
ocEeS,

Nach Definition der Pfadmatrix ist aber:

Sign(g)mla(l)mQU(Q) <o Mnpo(n)

= sign(o) Y wm) |- Y w@) | S w(P)

P1:A1—Bs(1) P>:A2—Bg(2) Pp:Apn—Bg(n)
und damit offenbar

det M = Z sign(Pes)w(Ps).
Po
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Definiert man nun
N := {P,|P, nicht eckendisjunkt},

so ist nur noch

Z Sign(Po)w(Pa) =0 (1)
PoeN

zu zeigen.
Sei nun P, € N. Dann existiert ein Pfad P, : 4;, — By (i) derart, daR ig
der kleinste Index ist, so daf P;, eine Ecke mit einem anderen Pfad aus dem
Pfadsystem gemein hat. Sei X € P;, die erste Ecke fiir die ein Pfad P’existiert,
so daf P, NP' # () und P}, : Aj, — By(j,) der Pfad mit kleinstem Index jo > ig
mit X C Pio ﬁpjo.
Dann definiere die Abbildung 7 : ' — N durch folgende Konstruktion fiir ein
Pfadsystem P,:

a(jo

e wihle
Py, = ((Aiy,e1), (e1,e2), ..., (er, X), (X, ex41), -+ s (€m, Bogin)))
und
Pj, = ((Ajo,€1), (€1,€2), .-+, (€5, X), (X, €5,1)5 - -+ (€ Bo(jn)))
wie oben.

o 1(P,) = P!, mit
Pi/o = ((Aioael)v (61; 62)7 EERE (ekvX)a (Xa é]}+1)a R (éThv Bo’(jo)))

und

PJ{0 = ((Ajy, 1), (E1,€2),..., (€, X), (X, ext1)s- -+, (em, Bogiy)))-
Dabei sei
o' = oo (ig jo)
das Produkt von ¢ mit der Transposition (ig jo)
Mit dieser Konstruktion gilt nun offenbar
o VP, e N :n(n(P,)) = Ps
o sign(n(Py)) = —sign(P,)
o w(n(Py)) =w(P)

Daher muss (1) verschwinden, denn zu jedem Pfadsystem aus N wird mittels
der Involution 7 ein Pfadsystem mit entgegengesetzten Signum assoziert. Diese
Vorgehensweise nennt man auch tailswapping, Abb. 14 konkretisiert das Vorge-
hen.

Damit ist die Behauptung gezeigt. [
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Abbildung 14: Vertauschen der Enden zweier Pfade (tailswap)

2.3.2 Formel von MacMahon

Im Abschnitt iiber die deBruijn-Pfade wurde bereits ein Pfadsystem definiert,
das in Bijektion mit den Lozengeteilungen steht. Mittels des vorgestellten Lem-
mas von Gessel-Viennot geniigt es nun die zugehdrige Pfadmatrix zu bestimmen
und deren Determinante zu berechnen, um die Anzahl der moglichen Teilungen
einer Region H, p,. zu erhalten.

Mit der Beschrénkung auf die Teilungen von H, ;. betrachtet man ein Pfad-
system, wie es bereits bei der Definition der deBruijn-Pfade angegeben wurde
(siche Abb. 13, letztes Teilbild).

Jeder der Pfade kann in dem Rechteck der Grofse b x ¢ variieren, siehe dazu
Abb. 15. Jeder Pfad von A; nach B; fiir ein festes ¢ € {1,...,a} hat dann die
Lénge b + c.

Sei nun jedes Kantensegment mit Ausrichtung nach Norden durch 1 kodiert,
jedes Kantensegment mit Ausrichtung nach Osten durch 0. Dann ist jeder Pfad
von A; nach B; eine Sequenz von b Nullen und ¢ Einsen. Die Menge aller solcher
Pfade hat demnach die Méchtigkeit (°F) und nach Definition der Pfadmatrix

setzt man nun
b+c
mi; = b .

Es bleiben noch die Anzahlen moglicher Pfade zwischen A; und B; mit ¢ # j.
Dazu betrachte die Abb. 15. Es wird deutlich, daf die Pfade nur noch in dem
Rechteck der Grosse (b+1i—j) x (¢c—i+j) variieren konnen; die Pfadlange bleibt
unveridndert. Nach der vorgeschlagenen Kodierung der Pfade und der Definition
der Pfadmatrix ist nun analog zu vorher

b+c
mi; = .
J b+i—7j
zu setzen.

Insgesamt ergibt sich damit die Pfadmatrix

M = (mg;),; = ((b —b;: ])>J '

Im Abschnitt tiber die deBruijn-Pfade wurde schon erwahnt, dafs die betrachte-
ten deBruijn-Pfade eckendisjunkt sein miissen, das bedeutet aber nichts anderes
als das nun das Lemma von Gessel-Viennot angewendet werden kann und die
Anzahl Teilungen gerade die Determinante von M ist.
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A2 B2 AZ BZ
A3 B3 A3 B3
A4 B4 A4 B4

Abbildung 15: Variationsbereiche moéglicher Pfade von As — Bs resp. A; — B3
sind blau unterlegt.

Die folgenden Berechnungen stellen eine Detaillierung der Vorschléige fiir die
Berechnung von det M, (b, ¢) aus [29] ab S. 11 dar.

Bevor die Determinante berechnet werden kann, sei ein kleines Lemma erwéihnt,
das helfen wird einen Beweis mittels vollstdndiger Induktion fiir beliebige a > 0
zu fithren. Dazu fiihre folgende Schreibweise ein:

Definition 2.3.6 Es sei A eine n x n Matriz. Dann bezeichne An.’ . n™' die
Matriz, die man durch Streichen der Zeilen ny,...,n,, und durch Streichen der

Spalten nq, ..., Ny erhdlt.

Auf das erwdhnte Lemma wird in [29], S. 11 verwiesen. Es liefert eine hilfrei-
che Identitédt fiir die Berechnung von Determinanten, die unter anderem auf
C. L. Dodgson'® zuriickgeht, sieche dazu auch [16]. Man nennt diese Methode
auch Kondensation; diese liefert ein iteratives Verfahren zur Berechnung der De-
terminante durch die Berechnung gewisser Minoren der Ausgangsmatrix. Dies
prazisiert

Lemma 2.3.2 Sei A eine n X n Matriz, n > 3. Dann gilt:
det A - det Ay = det A} - det A? — det AT - det A}..

Die Frage nach der Anzahl von Teilungen einer beliebigen Region R € H lisst
sich also so formulieren:

Lemma 2.3.3 Sei Hyp,c € H, dann ist

itj+k—1
#L,,, = det My(b,c) = HHHZ+ - (2)
1=1j=1k=1 ‘7

I5hekannter als Autor von ,,Alice in Wonderland“ unter dem Pseudonym Lewis Carroll.
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fiir beliebiges a € Ny und b, c € IN.

Beweis. (per Induktion) Zunéchst bemerkt man, daf im Fall a = 0 nur genau
eine Teilung der nun rautenformigen Region moglich ist. Dies wurde schon im

Beweis von Lemma 2.1.1 bemerkt. Also
det My(b,c) =1

Fiir a = 1 ergibt sich

b c .
B b+c\\ _[(b+c\ j+Ek
detMl(b’C)_%i%(( b ))‘( b )‘H -

B i1+j+k—1
HHHH]M ;

Weiter gilt fiir beliebiges a > 2:

onean =, 2 ((,11°))

- 253@ ((b + (i —blj)Lj (j— 1))) = Ma-1(b;c)

Analog gilt auch

(Ma(b,c))y = Ma—1(b,c)
(My(b,e))L = M,_1(b+1,c—1)
(Ma(b,e))t = Ma_1(b—1,c+ 1)
(Mg (b, )y = Mq—s(b, )

(3)

Nach diesen Uberlegungen gilt nun nach Lemma 2.3.3 folgende Rekursionsglei-

chung fiir die zu berechnende Determinante:

det M, (b, ¢) - det M,_2(b, )

= (det My_1(b,c))*> —det My_1(b+1,c—1)-det My_1(b—1,c+1)

Wenn diese Rekursion auch fiir die rechte Seite von (2) gezeigt werden kann ist

der Induktionsbeweis zusammen mit (3) und (4) abgeschlossen.

Daher zeige zunichst fiir beliebige i, b, c € IN:

ﬁﬁi+j+k_1_(l+b+c 1)
Flk:lz‘+j+k—2_ (et
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es ergibt sich

S ititk—1
5=

j=1k=1
(140 2+ c+i b+i  btit1 b+ct+i—1
_( i '1+i““'c+i—1>' '(b+i—1' b+i “'”b+c+i—2)
e b+c+i—1
T T h+i—1

(i bre—1 i —1)!
T di+b—1) (itc—1)
(i+b+c—1)

= e
(")

woraus nun sofort:

+ +k—1 a z+b+cl
HHHZ+§+]§_2 H z+cl)
i=1j=1k=1 i=1

folgt.
Mit dieser handlicheren Formel gilt nun offenbar

a—1 (Hbth) 2_a—1 (Hl;ii 1) (z+b+c 1)
H( (¢+c71) ) H (iJrc) (z+c 2)

=1 c+1

- (1_ (a+b—1 a+c—1 >1:[1< +i+11 )2
( )1

=1

+b+(' 2 (L+(' 1 a 7+b+(’ 1 a—2 1+b+(’ 1)

(L+(' 2 a+b+(’ 1 H 7+(’ 1 H 1+c—1)

c i:l =1

1—

(a+b—1 a+c—1

(a+b—1)(a+c—1)—bc (a+c—1)(a+b—1) 7 (U1 5 (e )
= ’ H lJrc 1 H lJrc 1

(a+b—1)(a+c—1) (a—D(a+b+c—1)

=1 c i=1 )
a 1+b+(' 1 a—2 1+b+(’ 1)

1;[ z+c 1 H z+c 1)

und damit die Behauptung. [
Im oft betrachteten Fall des regelméfigen Hexagons Hg q.q4, @ > 1 vereinfacht
sich die angegebene Formel zu

a z+2a 1)

i+5+k—-1 Yy itita—1
HHHZ+j+k Q_EH i+j—]_ H l+a1.

1=175=1k=1 i=1
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In dieser Form ist die Formel beispielsweise in [1] als Losung des Problems D zu
finden, welches die etwas einfachere Frage nach der Anzahl von Teilungen von
Hrn,my 1 € IN als eine Anwendung des Lemmas von Gessel-Viennot beantwortet.
Im noch einfacheren Fall a = 1,b = ¢ = n wird eine direkte Verbindung mit den

Catalanzahlen
. = 1 (2n>
n+1\n

1 (2n,+i—1) m
HLYY o = H T = ( ) =(n+1)C,.
=1 ( n ) n
Tatsédchlich korrespondieren die moglichen Pfade der de Bruijn-Darstellung einer

1 x n x n Lozengeteilung mit dem sogenannten ,stair case walk“-Pfaden, siehe
z.B. [39] fiir eine Definition.

deutlich. Es ist dann

2.4 Wachstumsverhalten der Anzahl Teilungen

Es soll noch eine Abschétzung des Wachstums der Anzahl Lozengeteilungen des
Hexagons H, n,n gegeben werden. Diese basiert direkt auf empirischen Versu-
chen mit dem Computer-Algebra-System Maple. Es erlaubte die Anzahl Tei-
lungen von fiir grofe n in logarithmischer Skala zu betrachten. Auffillig ist
die Parabelform der Kurve, deren Aussehen schliefslich zu den nachfolgenden
Betrachtungen fiihrte.

Mittels der im vorigen Kapitel vorgestellten und bewiesenen Formel erhilt man
zunichst die in Tabelle 1 aufgelisteten (teilweise gerundeten) Anzahlen von Tei-
lungen von n = 1 bis n = 30. Es zeigt sich ganz deutlich, dafs der Zustandsraum
schnell an Gréfse zunimmt.

Ziel des nichsten Abschnittes ist es, das exponentielle Wachstum zu zeigen.

N H#LHw N LM n #Lr
1 2 11 1,3-10" 21 1,5-101°
2 20 12 9,1-10* 22 6,8-10164
3 980 13 3-10°7 23 1,5-101%0
4 232848 14 4,8-1066 24 1,5-10196
5 2,6-10% 15 3,6-107° 25 7,7-10%12
6 1,5-10'2 16 1,3-10%7 26 1,9-10%30
7 3,9-10' 17 2,4-10% 27 2,2-10%4®
8 5,1-10% 18 2-10'10 28 1,2-102%67
9 3,1-10% 19 8,1-10'%2 29 3,2.10286
10 9,3-10% 20 1,6-10'36 30 4,2-103%%

Tabelle 1: Liste der Anzahlen Lozengeteilungen fiir regelmifige Hexagons

Es ergab sich aus der Betrachtung des logarithmischen Plots und einigen nume-
rischen Naherungen mit Maple
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Satz 2.4.1 FEs gilt

n2

e <H#Lm,,, <e”
fiir alle n > 4.

Um diese Aussage zu beweisen liefert das folgende Lemma zunéchst eine Un-
gleichung, die im Beweis des Satzes eine essentielle Rolle spielt.
Lemma 2.4.1 Es gilt fir allen > 4
3
2

IN

%p(m <2,
() (5 D C2) )
("HEHE) )

wobes

p(n) :=log (

Beweis. Es gilt zunichst

(o) (5 ) () )

(" ENEY
o 4n!(4n + 1)!13n!n!(3n + 1)In!3ninin!
%%\ (2n — D120 + D20l(2n + 1)12nlnl(4n + 1)4ni2n!
(3n+1)2n 3n!n!
= log (LT | 3o (XY
Og( ent1e ) T3e g (5
Daraus folgt nun weiter
.1 .1 (Bn+1)2n .3 3nln!
nlLH;O Ep(n) = nh—{lgo - log (W) + lhm — log (—)

=0

~ lim él 3n!n!
T n—oconm 8 2n1?

Mit Hilfe der Stirlingformel

p(n) = log (

~

2mn - n"
nl~ —m7M8M—
en
kann man weiter berechnen
lim S 1og (210
n—oon g 2TL'2
.3 V61n - (3n)3" 2mn - n" etn
= lim —log 3 . .
n—oo e3n en (Vdmn - (2n)27)?2

lim § lo @ 3—3 !
n—oo N & 2 24
v3\ .. 3 33\ ° 39
——

=0
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d.h.
1 3
lim —p(n) = log o |~ 1,569744431 < 2.

n—oo n

Daraus folgt unmittelbar

p(n) € O(n).

Weiterhin ist p(n) monoton steigend, denn

p(n+1) = p(n)
3n+4 (n+1)(2n +1)? (3n+3)!(n+ 1)!(2n)!?
=g\ TG+ 2n )+310( 2n +2)23n)n! )
= log

(2n+3)2(3n+1)n 4(n+1)2(2n+1)
f nt+1 (3n+4)(3n +2)3(3n +1)2
2 (2n +1)*(2n + 3)2

g (3n+4)(n+1)(2n + 1)2) +3log (3(n—|— 1)(3n +2)(3n + 1)(n—|—1))

6
> log <§.3n—|—1> n+1 > 610 <\/_ 3n—|—1>

2 2n+4+3 n 2 2n+4+3
>1

Fiir die Positivitét der Differenz p(n + 1) — p(n) betrachte nun

1 —
V3 (3n+1 >1<:>n263\/§%3,568064660>3

Daraus folgt die Behauptung des Lemmas. [

Nun kann der Satz bewiesen werden.

Beweis. Der Satz wird mittels Induktion bewiesen.
Die Behauptung ist nach logarithmieren dquivalent zu

2 n (2n+i71) )

n
- <log || 5= <n”.
é g(+n1)

Fiir n = 4 gilt nun

16 () () () ()
8= — <log 42447 — |0g(232848) ~ 12,35814116 < 16.
2 HIAIWIH
Man nimmt nun an, die Behauptung gelte fiir n € IN mit n > 4. Wegen

(an++i IL 1) _ (Qn(:ij;)l(zfin; i) <2n +ni - 1)
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und

n+i\  n+ti n+i—1
n+1) n+1 n

gilt
n+1 2n+z+1) n+1 (2n—|—z—|—1)(2n—|—z) (Sn) n (2n+1 1)
log [ [ ~2—~ =log . + log nFis
Wy e @y el sy
B : n (Qn-l;:—l)
- p(n) + Og H (n+i—1)
i=1 n

nach der Definition von p(n) im vorhergehenden Lemma.
Nach Induktionsvoraussetzung geniigt es

(n+1)2 n? 1 n?

T=7+n+§§p(n)+?
resp.

pn) +n?<n?®+2n+1=(n+1)>3
zu zeigen.

Zusammenfassen 1asst sich dies zu
1
n 4+ 3 <p(n)<2n+1.

Nach Division der Ungleichung durch n ergibt sich die &quivalente Behauptung

1 1 1
14+ —< - <2+ —.
+2n_np(n)_ +n
Dank Lemma gilt nun fiir n > 4
3 1 1
1 — < = — <2<24—
+2n*2 np()* - +n

Damit ist die Behauptung gezeigt. U

Bemerkung. Mit Hilfe von Maple kann man berechnen, dafs die Abschétzung
aus dem Satz schon ab n =1 gilt, denn die Berechnungen ergeben

enTz #CH’!L.’!L.’!L en2
1,648721271 2 2, 718281828

7,389056099 20 54, 59815003
90,01713130 980 8103, 083928
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Abbildung 16: Logarithmischer Plot der Anzahl Lozenge-Teilungen von Hy, 1, n

fir n = 1...50 (Punkte) und iiberlagerter logarithmischer Plot der Funktion
60,779538296»952 (rot)

Bemerkung. Die Argumentation des Satzes ldsst sich vermutlich analog auch
auf die verschirfte Behauptung

0,7n> 0,8n?
e <#Lr,,..<e€

anwenden.

Betrachtet man nocheinmal die Ausgangsungleichung so ergibt sich fiir n > 6
o s I ~ 20+ — 1 n+i—1
B N D Ge)
=1 ( n ) =1 n n

= Z”: (log(2n 41 — 1)! — 2log(n + i — 1)! + log(i — 1)!)

=1

Ein Plot mittels Maple von f(n) legt die Vermutung nahe, daf f eine quadra-
tische Funktion in n ist.
Tatséchlich scheint

.1 I'(2n +x)
k:= lim — 1 —=— | d
o n2/ 8 <F(n—|—x)2f(x)> !

gegen eine Konstante zu konvergieren. Nach einer numerischen Niherung ergab
sich k ~ 0, 7795382960.16

16Kurz vor Abschluss dieser Arbeit ist dem Autoren noch der Artikel [6] in die Hinde

=
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Betrachtet man nun die Approximation

2
ekn ,

so ist dies eine gute untere Schranke fiir #L, , ., sieche auch Abb. 16.

Die vorangegangenen Ausfilhrungen zeigen nocheinmal ganz deutlich, daff der
Versuch alle moglichen Lozengeteilungen zu berechnen, um dann mittels der
Pseudo-Inversen der Verteilungsfunktion Stichproben zu nehmen, allein wegen
der Grofie der Menge aller Teilungen zwangslaufig scheitern muss.

Die folgenden Kapitel werden Auswege aus diesem Dilemma durch Konstruktion
einer Kopplung von Markovketten aufzeigen.

gefallen, in dem auf Seite 4 Korollar 3 das genaue Wachstumsverhalten mit Hilfe der Sum-
menformel von Euler-MacLaurin berechnet wurde. Fiir a = b= ¢ =1 und m = 0 ergibt sich
mit der auf Seite 5 der Referenz angegebenen Formel und der Notation des Korollars obiges
k zu 0,5 (9log3 — 12log2) ~ 0,784872216, was gut mit der durchgefiihrten numerischen
Approximation iibereinstimmt.
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3 Coupling From The Past (CFTP)

In den folgenden Abschnitten sollen neben der notwendigen Notation auch ei-
nige wichtige Sdtze und Definitionen Erwidhnung finden. Daneben werden die
wichtigsten Begriffe und Methoden entwickelt, um ezakt nach der Gleichge-
wichtsverteilung verteilte Stichproben von zufélligen Lozengeteilungen zu er-
zeugen. Wichtigster Punkt ist dabei neben der Kopplung von Markovketten der
Algorithmus von Propp und Wilson, der oft unter dem englischen Schlagwort
,Coupling From The Past* oder, iibersetzt, ,,Kopplung aus der Vergangenheit®,
auftaucht. Mit Hilfe eines Monotoniebegriffes und einer partiellen Ordnung auf
dem Zustandsraum kann dieser Algorithmus noch wesentlich effizienter gemacht
werden.

3.1 Markovketten als M-Folgen und Notation

Die Sichtweise, eine Markovkette nicht als durch die Ubergangsmatrix determi-
nierten stochastischen Prozess, sondern als iterierte, zuféllige Funktion zu sehen,
findet man z.B. in [15] und wird insbesondere bei der Simulation von Markov-
ketten mit Hilfe eines Rechners benutzt. Es zeigt sich, daf beide Definitionen
dquivalent sind, in dem Sinne, dafs zu jeder homogenen, diskreten Markovkette
eine iterierte, zuféllige Funktion konstruiert werden kann und umgekehrt, dies
wird spéater prazisiert.

Zuvor werden jedoch noch einige Definitionen und wichtige Sitze gegeben.
Fiir die folgenden Definitionen ist eine Markovkette (X,),>0 als Markovket-
te mit einem endlichen Zustandsaum F und der Anfangsverteilung vy zu ver-
stehen.'” Es wird weiterhin die Homogenitét vorausgesetzt und mit Q sei die
zugehorige Ubergangs- oder Transitionsmatrix bezeichnet.

Definition 3.1.1 (Kommunikation) Seien z,y € E, dann schreibe
r—1Y,

falls ein k € N egistiert, so daff Q*(x,y) > 0. Man sagt x und y kommunizieren
miteinander, wenn x — y und y — x. Abkiirzend schreibt man dafiir

T y.
Bemerkung: Falls z — y und y — =z gilt zwar
Jky - QM (x,y) > 0

und
Jky - Q%2 (y, ) > 0,

aber nicht zwangsléufig
k1 = ko.

Mit Hilfe der Definition von Kommunikationsklassen kann man einfach die Ir-
reduzibilitét einer Transitionsmatrix zeigen.

7Im folgenden sei daher F resp. die Markovkette endlich genannt.
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Definition 3.1.2 (Kommunikationsklasse) Der Zustandsraum einer endli-
chen Markovkette lisst sich eindeutig in disjunkte Teilmengen E; zerlegen, so

daf
E=| |E

gilt und fir alle z,y gilt v — y, wenn x,y € E; und x />y, wenn x € E; und
y € E; fiiri#j.

Man nennt die E; dieser Zerlegung Kommunikationsklassen.'8

Definition 3.1.3 (Irreduzibilitéit) Die zu einer endlichen Markouvkette gehd-
rende Ubergangsmatriz Q) heifst irreduzibel, wenn fiir je zwei Zustinde i,j € E
ein k ezistiert, so daf Q*(i,j) > 0.

Damit kann man nun zeigen

Lemma 3.1.1 Q ist irreduzibel genau dann, wenn E nur aus einer Kommuni-
kationsklasse besteht.

Beweis. Der Beweis und weitere Ausfiihrungen sind beispielsweise in [4] zu
finden. [

Definition 3.1.4 (stationfre Verteilungen) Die Linkseigenvektoren m mit
Q="

mit der Eigenschaft

w(E) := ZT((Z) =1

icE

werden stationdre Mafle oder stationdre Verteilungen genannt, manchmal auch
Equilibriumsverteilung.
Ist die Ubergangsmatriz Q irreduzibel, so hat die Eigenwertgleichung genau eine
Lésung mit positiven Eintrigen, so daf§ eine Renormierung zu einem Wahr-
scheinlichkeitsmaf maglich wird.

Definition 3.1.5 (Konvergenz ins Equilibrium) Fir eine diskrete Markov-
kette (X, )n>0 und assoziierter irreduzibler Ubergangsmatriz Q und Startbedin-
gung vy spricht man von der Konvergenz ins Gleichgewicht oder Equilibrium,
wenn (X, )n>o in Verteilung gegen das einzige stationdre Majf$ konvergiert, wenn
n — 00.

Bemerkung Oft ist in der Literatur nicht explizit angegeben, ob die Definition
einer Markovkette bereits die Startbedingung beinhaltet. Fehlt diese Angabe
so wird meistens nur die Ubergangsmatrix betrachtet und die Startbedingung

18Dy, ,,«* eine Aquivalenzrelation ist, sind die Kommunikationsklassen gerade die Aquiva-
lenzklassen von E bzgl. der Kommunikationsrelation.

29



ist beliebig. Dann spricht man von Konvergenz ins Equilibrium, wenn die be-
trachtete Markovkette fiir alle Startbedingungen in Verteilung gegen die statio-
niire Verteilung konvergiert. Besonders im Falle periodischer Ubergangsmatrizen
kann die Konvergenz von der Startbedingung abhingen (fiir die Definition der
Aperiodizitét siehe 3.1.5).

Weiterhin lasst sich leicht zeigen

Lemma 3.1.2 Ist die Transitionsmatriz QQ einer Markovkette symmetrisch und
irreduzibel, so ist die stationdre Verteilung m gerade die Gleichverteilung auf E,

d.h. ) )
Q=nm=—1=—(1,1,1,...,1).

Beweis. Man berechnet zundchst das reversible Maft v von Q, d.h. es ist das
Gleichungssystem

v()Q,4) = v(1)Q()
zu 16sen. Es ergibt sich wegen der vorausgesetzten Symmetrie
v(0)Q(i, ) = v(i)Qy, 1) = v(1)Q, i) & v(i) = v(j)
fiir alle 4,5 € E. Wegen der Normierungseigenschaft > v(i) = 1 ist v die
i€E
Gleichverteilung auf F.
Wegen der Endlichkeit sind reversible Mafe stationir; wegen der Irreduzibilitét

von @ ist v gerade das eindeutig bestimmte stationdre Maf und damit die
Behauptung gezeigt. O

Definition 3.1.6 (aEeriodisch) Es sei (Xp)n>0 eine Markovkette mit asso-
ziierter irreduzibler Ubergangsmatriz () und Startbedingung vy. Man definiert
zundachst die Menge der Rickkehrzeiten durch

Ti={n>1:X,=ilXo=1i} ={n>1:Q,i)" >0}

fiir einen Zustand ¢ € F.
Dann heifit die Markovkette aperiodisch, wenn

ggt(T;) =1
gilt.

Definition 3.1.7 (ergodisch) Man nennt eine endliche Markovkette ergodisch,
wenn thre Ubergangsmatriz aperiodisch und irreduzibel ist.

Nun kann folgender wichtiger Zusammenhang gezeigt werden

Satz 3.1.1 Zu jeder diskreten Markovkette (X, )n>0 existiert eine Funktion
f und eine Folge unabhdngiger, gleichverteilter Zufallsvariablen (©y)n>1, S0
daf fiir beliebige, deterministische Anfangsbedingung Xo € E

Xn+1 - f(Xn) en); n Z 1

gilt. Man nennt f dabei auch Updatefunktion.
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Beweis. Den Beweis findet man in [30], Kapitel 1; er wird hier nocheinmal
wiedergegeben.

Es sei @ die zu (X,,)n>0 assoziierte Transitionsmatrix und die n Zustdnde des
Zustandsraumes seien mit x1,...,x, bezeichnet.

Betrachtet man das Einheitsintervall I := [0, 1] und konstruiert (0,),>1 mit
©; ~ Uy, so setze zunichst

Eine Funktion f: F — E mit
f(xj,Gi) =z, falls Fj,k,1 <0< Fj,k

erfiillt die Eigenschaften einer Updatefunktion.
Dafiir geniigt zu bemerken

IP(f(xj,@i) = a:k) = IP(Fch_l <0, < FjJC) = Q(xj,a:k)

O

Bemerkung. Die Darstellung einer Markovkette durch eine iterierte, zuféllige
Funktion ist nicht eindeutig, so kann das im Beweis konstruierte f(x;, ©) stets
durch f(z;,1 — ©) ersetzt werden.

Der Satz liefert also nur eine Existenzaussage, aber keine Eindeutigkeit.

3.2 Kopplung von Markovketten mit diskretem Zustands-
raum

Bevor die Kopplung von endlichen Markovketten besprochen werden kann, wer-
den noch einige Begriffe und Konzepte benétigt.

Definition 3.2.1 (totale Variationsdistanz) Fir zwei Wahrscheinlichkeits-
mafe o und B auf E definiert man

drv (e 0) = 5 3 la(i) - B0

i€l

Man bemerkt, daf aulerdem dry eine Metrik auf dem Raum der Wahrschein-
lichkeitsmafse auf F definiert. Dies folgt direkt aus den Eigenschaften des Be-
trages.

Im folgenden wird oft etwas unkorrekt von der totalen Variationsdistanz zwei-
er Zufallsvariablen auf F gesprochen, damit seien stets die zugehdrigen Wahr-
scheinlichkeitsmafie gemeint. Aufgrund dessen setze man abkiirzend

drv(X,)Y) :==drv(Px,Py).

Man kann die totale Variationsdistanz noch anders ausdriicken, dies zeigt
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Lemma 3.2.1 Seien X und Y Zufallsvariablen auf E. Dann gilt

drv(X,Y) = sup IPx(A) —Py(A)| = sup (Px(A) —Py(A))

Beweis. Der Beweis findet sich beispielsweise in [5], Seite 126, Lemma 1.1. O

Es kann jetzt die Konvergenz in Variation definiert werden. Dazu
Definition 3.2.2 (Konvergenz in Variation) Sei(a,),>0 eine Folge von Wahr-

scheinlichkeitsmafen auf E. Man sagt die Folge konvergiert in Variation gegen
das Wahrscheinlichkeitsmaf$ 3, wenn

lim dT\/(Oén,ﬁ) =0.

Analog kann man nun fir eine ergodische, homogene Markovkette (X,)n>0 die
Konwvergenz in Variation gegen m festhalten, indem gefordert wird

lim Y " |P(X, = i) — ()] = lim dry(1Q",7) = 0.
ek

Nun kann die Kopplung von (zwei) Markovketten definiert werden.”

Definition 3.2.3 (Kopplung) Es seien (X,)n>0 und (Yn)n>0 2wei endliche
Markovketten mit Zustandsraum E und beliebigen Anfangsverteilungen vy und
po. Man nennt einen Prozess (Zy)n>0 mit Zustandsraum E x E und Anfangs-
bedingung (o, to) eine Kopplung von (X,,)n>0 und (Yn)n>0, wenn

7T1(Zn) ~ Xn; WZ(Zn) ~ Yn;
wobei w1, mo die kanonischen Projektionen sind, d.h. es gilt m;(t1,t2) = t;.

Da die Randverteilungen von (Z,),>0 nur in Verteilung mit den originalen Pro-
zessen {ibereinstimmen miissen, hat man bei der eigentlichen Definition von
(Zy)n>0 grofsen Spielraum, denn es muss nicht notwendig gelten, daf

Pz, =Px, ®@ Py,

ist. Man kann also die Vektorkomponenten auch so wihlen, dafs sie abhingig
voneinander sind.

Man bezeichnet eine Kopplung mit unabhingigen Marginalprozessen auch als
Doeblin-Kopplung.

Im folgenden sei die Kopplung zweier Prozesse trotzdem mit

(Zn)nZO = ((Xnv Yn))nZO

bezeichnet, auch wenn die definierte Kopplung nur in den Randverteilungen mit
den originalen Prozessen iibereinstimmt. Ist der Kontext klar oder die genaue

19Fiir eine wesentlich allgemeinere Definition der Kopplung beliebiger Prozesse siehe [32].
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Gestalt der Kopplung unwichtig, so wird auf die genaue Angabe von (Z,)n>0
verzichtet und schlicht von einer Kopplung von (X,)n>0 und (¥;,)n>0 gespro-
chen. Insbesondere wird im Folgenden oft X, mit den kanonischen Projektionen
m1(Zy) und Y,, mit mo(Z,,) gleichgesetzt.

Fiir die nachfolgenden Ausfiihrungen ist noch eine weitere Eigenschaft wichtig,
die

Definition 3.2.4 (Koaleszenzeigenschaft) Eine Kopplung zweier endlicher
Markovketten (Zyp)n>0 = ((Xn, Yn))n>0 hat die Koaleszenzeigenschaft, wenn ein
ng existiert, so daf fiir alle m € IN mit m > ng

Xm - Ym = Xm+1 - Ym-{—l
gilt.

Die Trajektorien einer Kopplung mit Koaleszenzeigenschaft ,yverkleben“ also
nach dem Zusammentreffen und entfernen sich nicht mehr voneinander.

Mit Hilfe der Kopplung kann die Distanz zum Equilibrium abgeschitzt werden,
dazu zunichst

Definition 3.2.5 Es sei fir eine irreduzible, endliche und homogene Markov-
kette (Xy)n>0 mit Ubergangsmatriz Q

d(n) = g dry (5" 7) =y 3 6:Q")G) = w()l
J

Analog definiert man eine totale Variationsdistanz maximiert iiber alle Anfangs-
bedingungen durch

Definition 3.2.6 Es sei fir eine irreduzible, endliche und homogene Markov-
kette (X,)n>0 und Ubergangsmatriz @

d(n) := mnax drv(6:;Q",0;Q™) = mmax D 1G:Q™M (k) — (5;Q™) (k).
kEE
Die beiden Metriken d(n) und d(n) sind dquivalent?® und es gilt
d(n) < d(n) < 2d(n).

AuRerdem ist d(n) submultlikativ, d.h. es gilt fiir n,m € IN

d(n+m) < d(n)d(m).

Es zeigt sich auferdem, daR d(n) nicht steigend ist. Dies garantiert im Fol-
genden, daft eine e-Umgebung nach Erreichen nicht mehr verlassen wird (siehe
Mischungszeit weiter unten) und [2], sowie [30].

Man definiert noch

20F ist endlich, daher sind alle Metriken #quivalent.
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Definition 3.2.7 (Koaleszenzzeit) Fir eine Kopplung (Z,)n>0 endlicher Mar-
kovketten (Xp)n>0 und (Yy,)n>0 mit den Startverteilungen vy = 6; und po = J;
mit i,j € E und Koaleszenzeigenschaft, nennt man
7 =inf{n > 0: X,, = Y| X0 =i,Yy = j}

=inf{n > 0: dry(5;Q", 5JQn) =0}

Koaleszenzzeit.?!

Mit Hilfe der Koaleszenzzeit kann nun die Distanz vom Equilibrium in totaler
Variation abgeschétzt werden, es gilt

Lemma 3.2.2 (Kopplungsungleichung) Fir eine Kopplung endlicher Mar-
kovketten zweier identischer Kopien (X,)n>0 und (Yy,)n>0 mit den Startvertei-
lungen vy = 0; und po = 0; mit i,j € E und Koaleszenzeigenschaft gilt

drv (Xn, Yy) = drv (6;Q™,6;Q™) < P(7%7 > n).

Beweis. Der Beweis folgt sofort aus der Darstellung der Variationsdistanz aus
3.2.1, denn fiir beliebiges A C E

Px,(A) — Py, (A) =Px, (A, 77 > n) + Px, (4,77 <n)
— Py, (A, 75 > n) —Py, (A 75 <n)
=Py, (A, 79 >n) =Py, (A, 1% >n)
<Px, (A, 7% >n).
Nimmt man auf beiden Seiten das Maximum, so erhilt man die Aussage des
Lemmas. [

Aus dem Lemma erhélt man als Folgerung

d(n) < P(r >
(n) < max P(r"’ > n)

Eine naheliegende Fragestellung ist nun, wie lange eine Markovkette laufen muss,
damit sie resp. ihre Verteilung in einer e-Umgebung (bzgl. der Variationsdistanz)
der Gleichgewichtsverteilung ist. Dies l&sst sich mit der Definition der sogenann-
ten Mischungszeit beantworten.

Definition 3.2.8 (Mischungszeit) Es sei (X,,)n>0 eine endliche, ergodische
Markovkette mit stationdrer Verteilung w. Man nennt

ple) :=1inf{n >0:d(n) <e}

Mischungszeit.

21743 ist natiirlich eine Stopzeit beziiglich der von (Zn),>¢ erzeugten Filtration und wird
in der Literatur oft auch als Kopplungszeit beschrieben. Um Bedeutungsdopplungen zu ver-

meiden, wurde hier eine andere Bezeichnung gewdhlt.
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Insbesondere ist nun sicher, daf nach Erreichen des e-Balls um die stationire
Verteilung 7 dieser nicht mehr verlassen wird, da d(n) nicht steigend ist.

Die Kenntnis der Mischungszeit kann unter anderem dazu verwendet werden,
eine Simulation nach einer gewissen (festen!) Anzahl von Schritten abzubre-
chen und trotzdem mit hoher Wahrscheinlichkeit Stichproben zu bekommen,
die hochstens um € in totaler Variation von der stationdren Verteilung abwei-
chen.

Definition 3.2.9 (erwartete Schrittzahl bis zur Koaleszenz) Die erwar-
tete maximale Schrittzahl fiir die ,,schlechteste Wahl“ wvon Startbedingungen bis
zur Koaleszenz ldsst sich formalisieren durch die Definition
T := max E(r"7).
ijEE
Da die Mischungszeit oft nur sehr schwierig explizit zu berechnen ist, ist der

folgende Satz sehr hilfreich und stellt eine Verbindung zwischen Koaleszenz-
und Mischungszeit her.

Satz 3.2.1 FEs gilt
p(e) < eTln(e™).

Ein Beweis und weitere Ausfiilhrungen zum Konzept des schnellen Mischens
finden sich in [2].

3.3 Der Coupling-From-The-Past-Algorithmus

Der ,,Coupling From The Past-Algorithmus?? geht auf die Arbeiten von James
Propp und David B. Wilson zuriick, siehe etwa [37].

Fiir eine gegebene Markovkette (X;,)n>0 gibt es eine messbare Funktion f und
eine Folge von identisch verteilten, unabhéngigen Zufallsvariablen (©,,),>0, so
daf fiir deterministisch gegebenes Xy die X, 1 durch die Rekursion

Xn+1 = f(Xnv Gn) = f@n (X’ﬂ)

fiir n > 1 dargestellt werden kénnen.?3

Betrachtet man nun eine endliche, ergodische Markovkette, so mdchte man mit
Hilfe dieser Darstellung zuféllige Stichproben gewinnen, die genau nach der (hier
einzigen) stationdren Verteilung 7 verteilt sind. Die Ergodizitit der Kette legt
nahe, daf es dafiir geniigt die Dynamik ,lange genug® laufen zu lassen, man
bildet also

Xn = (feM © f@M—l ©...0 fel © feo)(XO)'

Die Frage ist dann, wie grofs M gewihlt werden muss, damit X, tatséchlich
nach m verteilt ist. M ist mithin selbst eine Zufallsvariable.

22Dje Ubersetzung ins deutsche ist ,,Kopplung aus der Vergangenheit®; im folgenden wird
meist die englisch motivierte Abkiirzung ,,CFTP“ verwendet
23siehe auch Abschnitt 3.1.
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Zwar l4sst sich mit Hilfe der Mischungszeit p(e) diese Frage bis auf einen Fehler
beantworten, dieser ist jedoch in vielen Anwendungen stérend und verfélscht die
Ergebnisse. Eine hinreichende Mischung ist nach Propp und Wilson gegeben,
wenn der Fehler ¢ < 1076 ist (siehe [36] Seite 2 oben).

Die Grundlegende Idee der Kopplung aus der Vergangenheit ist es nun meh-
rere Kopien der Dynamik zu betrachten und schrittweise in die Vergangenheit
bis zur Zeit —T zuriickzugehen und die Dynamik vorwdrts bis zur Zeit 0 lau-
fen zu lassen. Man inkrementiert 7' und startet die Dynamik solange mit den
Anfangsbedingungen neu, bis die Koaleszenz zur Zeit 0 gegeben ist.

Mit Hilfe der oben erwdhnten Darstellung einer Markovkette als zufallige, iterier-
te Funktion lasst sich zunéchst ein stochastischer Fluf$ definieren, der Auskunft
dariiber geben kann, wann die Dynamik abgebrochen werden kann und eine
exakt gleichverteilte Stichprobe vorliegt.

Definition 3.3.1 (stochastischer Flufl) Es sei eine Markovkette (X,,)n>0 mit
Darstellung durch die Funktion f und die unabhdingig, identisch verteilte Fol-
ge (On)n>0 auf einem endlichen Zustandsraum E gegeben. Fir fizes T € IN
bezeichnet man den durch die folgende Rekursion gegebenen |E|-dimensionalen
zufilligen Vektor F_p mit

F_r(E)=(fe,0fe,0...0 for ;o for)(E)

als stochastischen Fluff zu T. F_1 wird Konstant genannt, wenn alle Kompo-
nenten des Vektors identisch sind.

Diesen stochastischen Fluff kann man einerseits als eine Art Aufzeichnung der
Trajektorien einer Markovkette (sozusagen der Fluflinien) begreifen, die fiir
alle moglichen Anfangsbedingungen die Entwicklung der Kette protokolliert;
andererseits als Kopplung von |E| Kopien der Originalkette, die geméf der Up-
datefunktion f und (©y),, gleichzeitig aktualisiert werden.

Der Grundansatz ist also die Dynamik zur Zeit ,—oc* zu starten, dann ist
wegen der Ergodizitit der Kette die Verteilung der Dynamik zur Zeit 0 gerade
die stationére Verteilung. Es wird nun ein 7' gesucht, bei dem die Pfade bei
Start in —71" zur Zeit 0 bereits zusammengetroffen sind, dann mufl der zur Zeit
0 erreichte Zustand nach der Equilibriumsverteilung verteilt sein. Durch das
schrittweise Zuriickgehen in die Vergangenheit (vergrofern von T') kann dies
erreicht werden.

Diesen heuristischen Ansatz prézisiert

Lemma 3.3.1 Wenn der zu einer endlichen, ergodischen Markovkette (X, )n>0
gehdrende stochastische Flufs F_r fir ein T € IN konstant ist, so sind die Ein-
trage von F_1 genau nach der Equilibriumsverteilung m verteilt.

Beweis. siehe [37] Seite 5. O

Das Lemma liefert das ausschlaggebende Argument fiir die Funktionalitit des
folgenden Algorithmus.
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Fiir eine Markovkette, die durch eine Updatefunktion f und eine Folge von
identisch verteilten unabhéngigen Zufallsvariablen ©; beschrieben wird, sei der
CFTP-Algorithmus nach [37], Seite 5 oben

T =0;

repeat
T=T-1,

f-r = RandomMap();
Fr=F_ gt 10f_
until F_p(E) konstant

return m (F_r(E))

wobeil RandomM ap() eine Methode sei, die entsprechend der definierten Mar-
kovkette die Eintrige des stochastischen Flusses in Abhéngigkeit der Folge
(On)n>1 aktualisiert.

Man beachte dabei, daf die ©; in jedem Durchgang wieder benutzt werden miis-
sen. Insbesondere miissen diese wihrend der Laufzeit des Programms gespeichert
werden.

Eine scheinbare Verbesserung des Algorithmus wire es einfach die Kopplung
in Zeitpunkt 0 zu starten und solange zu warten, bis die Pfade koaleszieren.
Zwar hat die Koaleszenzzeit fiir dieses ,Vorwértskoppeln® die selbe Verteilung,
wie im Fall der Kopplung in die Vergangenheit, jedoch erhilt man so Stich-
proben, die nicht nach der Equilibriumsverteilung verteilt sind, siehe Fill siehe
[18], Abschnitt 5.1. Dort wird auch ein Algorithmus vorgestellt, der wihrend der
Laufzeit abgebrochen werden kann und trotzdem nach der gewiinschten Vertei-
lung verteilte Stichproben liefern kann.

Eine mogliche Verbesserung des Algorithmus, der das Speichern der ©; vermei-
det, ist unter dem Namen , Read-Once-Algorithmus® bekannt und beispielsweise
in [23] Kapitel 11 zu finden.

3.4 Monotonie und Coupling From The Past

Der im vorigen Abschnitt definierte CFTP-Algorithmus ist sehr kostenintensiv
(im Sinne von Speicher und Rechenzeit), wenn der Zustandsraum der betrach-
teten Markovkette sehr grof ist.2

Da also fiir jeden Zustand des Zustandsraumes eine separate Kopie der Markov-
kette fiir den CFTP-Algorithmus gestartet werden miisste, ist die Frage nach ei-
ner moglichen Vereinfachung fiir die Realisierung vieler Simulationen von grofier
Bedeutung.

24Tm Fallbeispiel der in dieser Arbeit behandelten Lozengeteilungen ist der Zustandsraum
schon fiir kleine Regionen geradezu gigantisch (siehe Tabelle 1, im Kapitel 2). Der Zustands-
raum ,wichst exponentiell “.
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Wenn es gelingt eine partielle Ordnung ,,<“ der Zustinde auf dem Zustands-
raum E zu finden und eindeutig bestimmte minimale und maximale Elemente
existieren, d.h. Elemente 1 und T, so daf fiir alle x € E gilt

1 Lx=XT,

so0 ist es moglich die Anzahl der notwendigen Rechenoperationen wesentlich zu
reduzieren.?®
Wird fiir die Dynamik nun eine Kopplung von |E| Kopien definiert und gilt fiir

je zwei Kopien (X,S?)) , (XTS”) mit § # j
n>0 n>0

X0 < xW = Xs_i)rl < Xf(ﬁl f.s. fiir alle n,

so sagt man, die Updatefunktion f erhalte die Ordnungsrelation <.

Nun geniigt es offenbar, den CFTP-Algorithmus lediglich in den extremen Start-
bedingungen | und T zu starten, da wegen der Monotonie alle anderen Tra-
jektorien zwischen den Trajektorien der in den extremalen Punkten gestarteten
Dynamik liegen miissen. Die Koaleszenz und damit die Konstanz des stochasti-
schen Flusses tritt nun ein, wenn die beiden extremalen Trajektorien koaleszie-
ren, siehe zur Erlduterung auch Abbildung 17.

-T 0

Abbildung 17: Hier dargestellt der stochastische Fluf einer Kopplung von 25
Kopien einer Markovkette mit Ordnungserhaltung. Die roten Pfade indizieren
die Entwicklung der extremen Trajektorien.

25Im Fall der Lozengeteilungen ist £ = (F, <) sogar ein Verband.
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Die so erhaltene Stichprobe ist dann ebenso ezakt nach der Equilibriumsvertei-
lung verteilt. Dieses Verfahren nennt man monotone Kopplung aus der Vergan-
genheit und sei im Folgenden mit mCFTP abgekiirzt.

Bemerkung. Die Moglichkeit der Benutzung des mCFTP héngt stark davon
ab, ob die auf dem Zustandsraum definierte Ordnungsrelation durch die Dyna-
mik resp. durch die Updatefunktion einer Darstellung der Kette als zuféllige,
iterierte Funktion erhalten wird und ist keinesfalls kanonisch gegeben.

Weitere und genauere Ausfiihrungen hierzu, dem CFTP-Algorithmus und ver-
wandten Fragen sind in [36], [37] und [21] zu finden.
Dieser Abschnitt basiert auf den Argumentationen in [36].
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4 Simulation von uniform verteilten Lozengetei-
lungen

Die Idee zur Losung des Problems des Samplings uniformverteilter Teilungen ist,
eine ergodische Markovkette zu konstruieren, die als stationédre Verteilung die
Gleichverteilung besitzt. Gelingt es weiter eine (partielle) Ordnung zu definieren
und erhélt die zu konstruierende Dynamik diese, so kann man den mCFTP-
Algorithmus aus dem vorigen Kapitel verwenden, um so ezakt gleichverteilte
Teilungen zu erzeugen.

Zunichst soll die Dynamik in einer abstrakteren Form dargestellt werden, da-
nach wird mittels der Charakterisierung von Markovketten als zuféllige, iterierte
Funktion eine explizite Darstellung der Dynamik gegeben, um damit schliefilich
eine Kopplung definieren zu kénnen.

Um das ganze mathematisch gut fassen zu kdnnen, wird zunéchst noch eine wei-
tere Darstellungsmoglichkeit der Lozengeteilungen besprochen, die plane parti-
tions.

4.1 Definition der Dynamik als zufillige, iterierte Funkti-
on und Kopplung

Es sei zunichst definiert:

Definition 4.1.1 (plane partition) Es sei P = (p("9));; € R"*¢ eine Matriz
mit Fintrigen aus Nq. Gilt

e P, PT haben monoton fallende Spalteneintrige,
e V(i,5) € {1,...,b} x {1,...,¢} : 0 < p(hd) < q,

so heiffe P eine b x ¢ plane partition zur Magnitude a.
Die Menge aller solcher plane partitions sei mit Py . bezeichnet.

Zu jeder plane partition kann ein sogenanntes YOUNG-Diagramm assoziiert
werden. Daher

Definition 4.1.2 (YOUNG-Diagramm) Sei P = (p("));; € Py » dann ord-
net das YOUNG-Diagramm jedem (i,7) € {1,...,b} x {1,...,¢c} einen Stapel
von pl9) Einheitskuben zu.

Die Abb. 18 zeigt das YOUNG-Diagramm fiir die plane partition A € P33 mit

3132
A=12]2|1
11010

Die Abbildung legt nahe, daf die isometrische Projektion entlang des Vektors
(1,1,1) gerade wieder eine Lozengeteilung ergibt; diese Abbildung ist bijektiv.
Zeichnet man Hohenniveaulinien ein, so erhilt man wieder die deBruijn-Pfade
aus den vorherigen Kapiteln (in der Abbildung rot eingezeichnet).
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Abbildung 18: isometrische Projektion des YOUNG-Diagramms aus dem Bei-
spiel mit eingezeichneten de-Bruijn-Pfaden (rot).

Im weiteren benétigt man einen Abstandsbegriff, daher definiere zuerst

b ¢
1Pl =D 1p"7]

i=1 j=1

fiir ein P € Py .. Man nenne diese Abbildung Py, — {0,..., B} mit B := abc
im folgenden Lozenge-Norm.25
Iz kann als Abzéhlung der Anzahl Einheitskuben im YOUNG-Diagramm von

P interpretiert werden.

Mit der Lozenge-Norm kann man einen Abstandsbegriff auf der Menge der plane
partitions definieren, der damit zum metrischen Raum wird. Es sei

b c
dp(Py,Py) o= A= Blp =YY 1" — i),

i=1 j=1

fiiv Py = (p9));5, Py = (p§"7)i; € PL...

Mit dr(.) mit man also, wieviele Einheitskuben zum YOUNG-Diagramm von
P, hinzugefiigt oder weggenommen werden miissen, um P» zu erhalten.

Dieses ,,Hinzufligen“ und ,Wegnehmen* wird die Grundlage der Definition der
Markovkette M, sein.

Definition 4.1.3 (Basismatrizen) Die Basiselemente E(7) von RY*° sind
gerade die Matrizen B0 = (e®D), mit (49 =1 und ™D = 0 VE # 0,1 # j.

26Der Begriff Norm {ibertriigt sich hier aus der Normeigenschaft dieser Abbildung auf
dem Ring der reellen b x ¢ Matrizen; P&C ist selbst kein Vektorraum. Allerdings ist P =
(P;C, min, max) ein distributiver Verband, wobei min und max komponentenweise zu verste-
hen sind. Im folgenden soll wegen der analogen Eigenschaften diese Abbildung trotzdem als
Norm bezeichnet werden.
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Es sei bemerkt, dafs jede plane partition aus Py durch diese Basismatrizen und
normale Matrixaddition auf kanonische Weise dargestellt werden kann, denn fiir
P = (p(lrj))” S Pg:c gllt

b c

P = Zp(kvl)E(k:l).
k=11=1

Definition 4.1.4 (k-Nachbarschaft) Es sei P, € P? . Die k-Nachbarschaft
von P, sei dann

Vp, o= {P2 € P, 3(i,j) : PL = Py £ kB,

fir k > 1.

Aus der Forderung P; = P, £ kE; ; folgt im tbrigen dr (P, P,) = . Die Um-
kehrung ist jedoch nicht richtig.
Nun kann M, definiert werden:

Definition 4.1.5 (M,,.) Sei(Zy),, eine Markovkette mit (Q2 := Pot(Py..), F,P)
mit Transitionsmatriz Q, so daff

Saber falls Py € Vp,
/ j—
Q(PlaPZ): 1_;P’€; Q(PlaPQ) falls PI—P2
2 P,k
0 sonst

dann heife (Zn),,>o M, 2T

Diese Definition scheint zunichst willkiirlich. Die Definition der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten wird aber einsichtig, wenn man die Dynamik als iterierte, zu-
fallige Funktion beschreibt.

Satz 3.1.1 aus Kapitel 3 liefert die Existenz einer Darstellung von M;,, als
iterierte, zufillige Funktion; eine mogliche liefert

Definition 4.1.6 (M,,. als iterierte, zufillige Funktion mit Werten in ’Pl‘ic)
Es sei (0,),,~o eine Folge unabhdingiger, identisch verteilter Zufallsvariable mit

O0; == (X3,Yi, Li, Ry) ~Upy, oy U, ey @UGLL 0y @ Upp 1)

Definiere zur Abkiirzung

K',(Ll) = min(Z,(LX"_l’Y") _ Z,,(LXW7Y7Z), Z,,(LXW'7Y”_1) o Z,,(an7Yn))

Kﬁ?) — min(ZTSXn;Yn) _ Z,,an+1!Yn),Z(X7“KL) _ ZTanA/nJFI))

n

27Die Bezeichnung Pot(A) bedeute die Potenzmenge von A.
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und

HY := max(L, — Z{X»Y) 0)
H? .= max(ZX»Y) — L, +1,0)

Wegen der Definition der plane partitions (fallende Spalten- und Zeileneintrige)
sind K,(f) und Hr(f) nicht negativ, i = 1,2.

Dann sei (Zn)nz() definiert durch

Zo:=P¢€ ,Pll)l,c
Zn+1 = ,f(Zn; Hn)
= 7+ H7(111)E(Xn,n>]1H7(11)>K1(L1)]lRiSzHl(l) - Hr(z2)E(X”’Y”)]1H53>>KS?>]lRizl—ng(m

Um die Darstellung konsistent zu machen, definiere
VARV ACRRE

und

Zlat1i) gliatl) .
quasi als Randbedingungen.?®
Zur Veranschaulichung kann man sich vorstellen, dafs zu jedem Zeitpunkt zu-
féllig ein Eintrag der plane partition Darstellung von 71(Z,,) und m2(Z,,) aus-
gewihlt wird und zudem ein Hohenniveau. Nun wird eine Miinze geworfen, ob
an der gewédhlten Stelle mit Kuben aufgefiillt werden soll oder ob Kuben weg-
genommen werden (dies entspricht dem Ereignis R; < 0.5 resp. R; > 0.5). Die
Anzahl der hinzuzufiigenden oder wegzunehmenden Kuben wird durch die K )
und Hf?) determiniert resp. es wird versucht in jedem Schritt so viele Kuben
hinzuzufiigen oder wegzunehmen, wie es der Betrag der Differenz zwischen dem
Hohenniveau und dem ausgewahlten Eintrag zuldsst ohne die Menge der plane
partitions zu verlassen. Die K. ff) determinieren dabei stets die maximale Anzahl
der hinzufiigbaren resp. wegnehmbaren Kuben an der ausgewéhlten Stelle. Um
die gewiinschte Ubergangswahrscheinlichkeit zu erreichen, wird noch mit der
Anzahl zu d&ndernder Kuben gewichtet.
Diese Dynamik praferiert offenbar die Transition zwischen plane partitions deren
Distanz 1 ist.
Eine offensichtliche Vereinfachung ist die Beschrénkung auf Spriinge zwischen
den 1-Nachbarschaften, eine solche Modifikation kann erreicht werden, indem

28Fs ist klar, daR diese Definition nur dann Sinn macht, wenn man die oben betrachteten
plane partitions als (b + 2) X (¢ 4+ 2)-Matrizen auffasst, die an den Ridndern die Randbe-
dingungen enthalten. Diese Eintrége werden nicht gedndert und werden als Grundlage zur
Implementierung der Dynamik dienen, siehe Kapitel 5.
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gepriift wird, ob das Hinzufiigen oder Wegnehmen an der zufillig ausgewéahlten
Position (X,,,Y,,) noch eine plane partition ergibt, man benétigt dazu die R;
nicht mehr.

Beschrinkt man sich auf die Ein-Kuben-Dynamik, so kann die Eigenschaft des
schnellen Mischens (rapid mixing) ebenfalls gezeigt werden mit sehr viel schirfe-
ren, sogar optimalen Grenzen, dies verlangt aber nach feineren Methoden (siehe
[45]).

Eine Untersuchung der Eigenschaft des schnellen Mischens wird fiir die hier
vorgestellte Markovkette M;,, im néichsten Abschnitt 4.4 durchgefiihrt.

Es kann nun eine Kopplung zweier Kopien von M, hergestellt werden.

Sei dazu wieder (©,,), wie in der Definition von M,,, eine Folge identischer,
unabhingig verteilter Zufallsvariablen.

Dann sei der Prozess (Z,),-, definiert durch die Kopplung zweier Kopien

(Zfll)) ,(Z,(LQ)) von M, mit
n>0 n>0

Zy= (P, P2), PP, ePy,

Znir = (Z3h, 220 = (12D, 00), 17D, 00))

Es bezeichne im Folgenden Mj, . diesen gekoppelten Prozess.
Dies stellt im Sinne der Definition von Mj, , eine giiltige Kopplung mit Koales-
zenzeigenschaft dar.?®

Insbesondere ist in diesem Fall die Kopplung keine Doeblin-Kopplung, d.h. die
Vektorkomponenten sind voneinander abhdngig, wegen der Benutzung der selben
O, fiir alle Vektorkomponenten.

Es sei an dieser Stelle bemerkt, daf die Koaleszenzeigenschaft in dieser Dyma-
nik keine lokale Eigenschaft ist. Die Gleichheit von Eintrégen in Z,(Ll) und Z,(LQ)
bedeutet nicht zwangsldufig, daft dies in der weiteren Entwicklung so bleibt,
sondern hangt sehr stark von der Nachbarschaft der Eintrége ab. Erst wenn alle
Eintrage der beiden plane partitions {ibereinstimmen kommt es zur Koaleszenz.
Die Dynamik wurde aus der (unvollstindigen) Definition in [33] sinngeméfs auf
plane partitions iibertragen.

4.2 Monotonie von M,

Fiir den mCFTP-Algorithmus (siehe Abschnitt 3.4) ist die Definition einer par-
tiellen Ordnungselation auf dem Zustandsraum wesentlich. Es sei daher fiir

Pr= ()5, Po = (057, € Pg,

P =Py Vi, j) e {1,....b} x {1,... ¢t : p{"? < p{i)

Diese Relation ist lediglich eine partielle Ordnung, denn es sind zum Beispiel

29Die Marginalprozesse sind jeweils wieder 1:1 Kopien von M.
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211
Pi=370
und
2
B=T10

nicht vergleichbar im Sinne der obigen Definition.
Es zeigt sich vielmehr, daf zwei plane partitions Py, P> unvergleichbar sind,
wenn

[Pl = (1P

gilt. Jedoch folgt aus der Unvergleichbarkeit nicht, daft die Lozengenorm gleich
ist.

Diese partielle Ordnung ,,<* kann auf die deBruijn-Pfade 1:1 {ibertragen wer-
den, Abbildung 19 zeigt die vollstandige Anordnung der Elemente aus 732272 in
einem Hasse-Diagramm, zusammen mit den entsprechenden Lozengeteilungen
und assoziierten deBruijn-Pfaden.

Die Existenz und Eindeutigkeit des maximalen und minimalen Elements liefert

Lemma 4.2.1 Die partielle Ordnung ,=* auf Py, besitzt genau ein mazimales
und ein minimales Element, d.h. mit

0({0|...]0 alal...|a

0{0]...10 alal...|a
und Ty . :=a-1=

a .
b,c * Q

gilt
VPePy,.: Ly . 2 PTy.

Beweis. Die Eigenschaften folgen direkt aus der Definition des minimalen und
maximalen Elementes und den definierenden Eigenschaften einer plane partiti-
on. [

Mit dieser partiellen Ordnung ldsst sich nun zeigen

Satz 4.2.1 M} = (Zn)nzo erhdlt ,=<*% d.h.

loz

m(ZN) 2 m(Zn) = Vm > N 11(Znym) 2 T2 (ZN1m)

Beweis. Es geniigt den Fall m = 1 zu betrachten. Dann folgt aber die Eigen-
schaft direkt aus der Definition der Updatefunktion der gekoppelten Dynamik.
Insbesondere werden immer nur Kuben hinzugefiigt oder nur Kuben weggenom-
men, dies wird durch die Konstruktion der Dynamik sichergestellt. [
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Abbildung 19: Vollstdndige Anordnung der Elemente aus 732272 beziiglich ,,<*

4.3 Konnektivitidt des Zustandsraums

Es sei Q die zu My, assoziierte Ubergangsmatrix. Um sicherzustellen, daf die
Dynamik ins Gleichgewicht konvergiert, geniigt die Kenntnis iiber die Ergodizi-
tit der Ubergangsmatrix.

Diese Aussage bedeutet, daf @ sowohl aperiodisch als auch irreduzibel ist. Die
Aperiodizitit folgt aber aus der Definition, denn fiir jeden Zustand ist die Wahr-
scheinlichkeit im selben Zustand zu bleiben ungleich Null (die Diagonale von Q
ist nirgends Null).

Es geniigt also die Irreduzibilitdt von @ nachzuweisen. Diese 1asst sich durch
die Kommunikationsrelation zwischen Zusténden charakterisieren, d.h. alle Zu-
stdnde der Markovkette sind durch einen Pfad mit positiver Wahrscheinlichkeit
verbunden resp. es existiert genau eine Kommunikationsklasse.

Die Behauptung lasst sich mittels der Kodierung der Lozengeteilungen als plane
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partitions zeigen und in folgendem Satz zusammenfassen:
Satz 4.3.1 My, erreicht mit positiver Wahrscheinlichkeit jedes P € ’Pl‘ic.

Beweis. Zunichst werden die Elemente der plane partition umnummeriert, so
dass i € {1,...,bc} nacheinander die Diagonalen durchliuft (sieche Abb. 20).

Abbildung 20: Durchlaufrichtung der Eintréige einer plane partition aus Pgg,
fiir a beliebig.

Mit dieser Umnummerierung kann nun jedes P = (p(i7j))ij € Py als Summe
dargestellt werden:

P = ip(i)E(i).
i=1
Bezeichnet man l
PO — Zp(i)E(i)
i=1
fir I € {1,...,bc} und setzt
PO .= ¢

b,c»
so ist jedes P(F) ¢ Py und es gilt nach der Definition der partiellen Ordnung
auf Py .:

PO < pl) < pl) < < ple-1) < plbe) _ p

und fiir beliebige I € {0,...,bc} ist
PO ¢ Vp(z+1)7p(z+1),

sofern P und PU+Y nicht ohnehin identisch sind.
Der kiirzeste Pfad von Lj . nach P kann als Abschétzung verwendet werden, es
gilt
be
P(Zym = P|Zo = 13 ) > [[P(Zi = PP |Zi_y = PU=Y) > 0.

i=1

47



Der gewdhlte Pfad kann auch in umgekehrter Richtung durchlaufen werden,
daher gilt auch

P(Zym = 1y | Zo = P) > 0.
Das heifit zunédchst, dafs
VP e Pff?m tP e 1y, (6)
Seien nun P, P» € Py, dann folgt aus (6)
P 1y, Pre Ly,
Wegen der Transitivitit und Symmetrie von ,,«>“ folgt
P P

und damit die Behauptung. [

4.4 M, ist schnell mischend

Es wurde bereits bereits gezeigt, dass die Mischungszeit p(¢) durch die erwartete
Koaleszenzeit T' abgeschétzt werden kann (siehe Satz 3.2.1 in Kapitel 3.). Dies
wird nun fiir die Abschétzung der Mischungszeit von My, verwendet.

Die bereits definierte Kopplung Mj . wird eine solche liefern. Dabei orientieren
sich die Argumente an den Ausfithrungen in [33], wurden aber jeweils an die
allgemeine Situation der Betrachtung von H, . und die Verwendung von plane
partitions angepafst.

Dort wird ein Submartingal ((n) konstruiert und eine verallgemeinerte Waldi-
dentitdt benutzt, die jedoch die fast sichere Endlichkeit der Stopzeit (hier die
Koaleszenzzeit) und beschrinkte Zuwéchse voraussetzt, um zu zeigen, dafs die
Dynamik im Mittel die Distanz zwischen den beiden Kopien verringert.

Es ist nicht leicht zu beweisen, daf der Erwartungswert der Koaleszenzzeit end-
lich ist. Um daher diese technischen Schwierigkeiten zu umgehen, wurde im
Rahmen dieser Arbeit bemerkt, daf —((n) ein nichtnegatives Supermartingal
ist. Man kann daher den mit weniger starken Voraussetzungen behafteten Satz
7.6 aus [17] S. 274 benutzen, um die gleiche Aussage zu erhalten.

Auferdem hat sich ein kleiner Fehler in der Argumentation von Lemma 11 in
[33] eingeschlichen. Das Problem tritt hier durch die in dieser Arbeit entwickelte
Adaption der Argumente an plane partitions deutlicher hervor und konnte so
umschifft werden.

Satz 4.4.1 Es gilt fiir M.
p(e) <2eB3Ine1,

wobei B = abc.

48



Der Beweis wird in mehreren Etappen gefiihrt, die wichtigsten Zwischenresultate
werden zunédchst in den folgenden Lemmas gegeben.
Zuvor sei an

My, = (Zn)nZO = ((men))nz()
erinnert mit den deterministischen Anfangsbedingungen Xo = x und Yy = y
mit x < y.
Definiere noch

®(n) :=dp(X,,Yn)

und
AD(n) = P(n) — P(n—1).

Lemma 4.4.1 Es gilt
E(A®(n+1)|Z,) <0,

falls ®(n) > 0.
Beweis. Fiir ®(n) = 0 ist nichts zu zeigen, denn dann gilt
Vm € INO : Xn—i—m = Yn—i—m = Vm e IN() : dL(Xn—i-m; Yn—i—m) =0

aufgrund der Koaleszenzeigenschaft von Mj ..

Sei ®(n) > 0. Man kann nun ®(n) als Volumen zwischen den partitions X, und
Y, zur Zeit n auffassen und zeigen, daf die Volumeninderung im Mittel negativ
ist und damit schrumpft.

Dazu benutzt man eine Art Prinzip von Cavalieri. Man zerlegt dazu X,, und
Y, in plane partitions auf P} . und betrachtet zunéchst die ,Scheiben® kX, und

kY., d.h.

VAePy, i A=) %A,
k=1
wobei
"A = (Liaii>ky )i

Aus der Definition folgt sofort
A< TIA< L < A

Betrachte nun im Folgenden fiir ein beliebiges, aber festes k € {1,...,a} die
beiden Scheiben ¥X,, und *Y,.
Fiir jeden der Eintrége in den Scheiben bezeichne man die Eintrage mit ,B“, falls
das Hinzufiigen oder Wegnehmen eines Kubus an dieser Stelle dz( *X,,, *Y,,)
vergrofert, mit ,G*, falls die Distanz verringert wird.
Da nach Konstruktion von My,, jeder der Eintrige in der palne partition mit
gleicher Wahrscheinlichkeit b—lc ausgewahlt und mit Wahrscheinlichkeit % veran-
dert wird,? ergibt sich

1

B(AB(n+1)|Z0) = 5 —(#B — #G).

30Die einzigen erlaubten Transitionen sind nun zwischen Elementen der 1-Nachbarschaften,
d.h. a = k = 1, ebenso ist es noch erlaubt den aktuellen Zustand unveréndert zu lassen.
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Es bleibt daher nur noch zu zeigen, dafs #G > #B gilt.

Dazu betrachtet man die Differenz der Scheiben im Sinne der Matrixsubtrakti-
on, so entstehen Polyominos®' aus 1-Eintrigen. Trigt man nun in diese Diffe-
renzmatrix die mit B und G bezeichneten Punkte ein, so wird deutlich, daf es
fiir jedes Polyomino genauso viele G-Eintrige wie B-Eintrige gibt, wobei die
G-Eintrige stets im Inneren der Polyominos liegen.

Ist das Polyomino ein Quadrat der Seitenldnge 1, so ist der innere Punkt mit
2G zu werten, da dann fiir beide moglichen Anderungen eine Differenzabnahme
folgt.

Ein Beispiel fiir die Argumentation liefert Abbildung 21.

Abbildung 21: Beispiel fiir die Bezeichnung durch G- und B-Eintrége fiir zwei
vergleichbare plane partitions (links, mitte) aus P 6,6. Es wird deutlich, daf die
Anzahl G-Eintrige nur deswegen grofer ist, da eines der beiden Polyominos den
Rand beriihrt (rechts).

Liegt eines der Polyominos am Rand so gibt es weniger B Eintrige (mogliche
B-Eintrige lagen dann sozusagen aufserhalb der plane partition). Daraus folgt
insgesamt

#G > #B.

Das heifit also A®(n) ist im Mittel nicht positiv auf Scheiben.
Setzt man die Scheiben wieder zur originalen plane partition zusammen, so
erhélt man das gleiche Ergebnis

1
E(A®(n+1)|Z,) = 5 (#B — #G) <0,

da die Dynamik so definiert ist, dafs fiir eine ausgewéhlte Position alle Scheiben
gedndert werden, in denen eine Transition moglich ist. So wird eine gegenseitige
Behinderung der Scheiben vermieden und es folgt daher die Behauptung. [

Bemerkung. Die Argumentation in [33], daf es fiir sich beriihrende Polyominos
einen Nettoiiberschuss von G-Eintrdgen pro Polyomino gibe, ist nicht richtig.
Es ist wie gesehen vielmehr so, daf der Uberschuss an giinstigen Punkten le-
diglich an den Réndern auftreten kann. A®(n) ist letztlich allein wegen der
Randbedingungen nicht im Mittel Null, sondern im Mittel negativ.

31In Analogie zu den Dominosteinen nennt man Polygone, die aus Quadraten zusammen-
gesetzt sind Polyominos.
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Lemma 4.4.2 FEs gilt

E(A®(n+1))%Z,) > % >0

Beweis. Fiir jede Transition der Dynamik auf den im vorigen Lemma definier-
ten Scheiben ist die Transitionswahrscheinlichkeit nach Definition der Dynamik
gerade z—. Daher ist

1 1
E(A®(n+1))%Z,) > =— > = > 0.
(DO +1)1Z0) 2 5 > 5> 0
Dies liefert wegen der Definition der Dynamik in analoger Weise wie im vorigen
Lemma die Behauptung. O

Satz 4.4.2 Fir die Koaleszenzzeit von M _ gilt nun

loz
®(0)(2B — 2(0))

% 5
bei beliebigen deterministischen Startbedingungen Xo =x und Yy =y mitx <y
und B := abc, wobei V = ﬁ > 0.

E(r*Y) <

Beweis. Definiere zunédchst den stochastischen Prozess
¢(n) := ®(n)* — 2B®(n) — Vn.

Es wird zunéchst gezeigt, daf (((n)),~, €in (¢(Zy)),,~, adaptiertes Submartin-
gal ist. a a
Es gilt:

¢(n) = ®(n)* —2B®(n) — Vn = (®(n) — B)>* -B* - Vn

Daraus folgt nun weiter wegen B? +Vn >0
—(B24+Vn)<((n)< ®(n)? <B*<B*4+Vn
——
€{o0,...,B?}
= |¢(n)| < B*+Vn
= E([¢(n)]) < B*+Vn

¢(n) ist also fiir alle n € N integrierbar; die Adaptiertheit zu (Z,),>1 ist klar.
Weiter gilt:
C(n+1)—¢(n)
=0*(n+1)-2Bd(n+1) = V(n+1) — ®%(n) + 2B®(n) + Vn
=0*(n+1)—d%*(n) —2BA®(n+1) -V
= (A®(n+1))* —20%*(n) +28(n)®(n+1) —2BAd(n+1) -V
=(A®(n+1)2 -V +2Ad(n+1)(®(n) — B)
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Nimmt man auf beiden Seiten den auf Z,, bedingten Erwartungswert, so erhélt
man

E(C(n +1) = ((n)|Z,)
=E(A®(n+1)2|Z,) -V +2( ®(n)—B )YEA®(n+1)|Z,) >0,

>0, nach Lemma 4.4.2 <0, da ®(n)€{0,...,B <0, nach Lemma 4.4.1

und damit, daf
E(¢(n+1)|Zn) = ((n).

Insgesamt ist daher ¢(n) ein Submartingal beziiglich der von (Z,,),>1 erzeugten
o-Algebra.

Eine n&here Analyse von ((n) ergibt noch wegen ®(n) € {0,..., B}
¢(n) <0

fiir alle n € IN.
Das heifit nichts anderes, als dal —((n) ein nichtnegatives Supermartingal ist.
Da die Koaleszenzzeit 7Y eine Stopzeit ist, gilt nach [17] S. 274 Theorem 7.6,
Kapitel 4

E(—¢(0)) = E(—=¢(=")) < E(¢(0)) < E(C(T™Y)).

Daraus folgt wegen
E(¢(0)) = ®(0)% — 2B®(0) — V - 0 = ®(0)(®(0) — 2B)

und

E(((r"Y)) = E(®(r"Y)? ~2B &("Y) ~Vr™) = E(0 — 0 — Vr™V)

——— ——
=0 =0
= —VE("Y)

die Behauptung. O

Wegen der partiellen Ordnung auf E ist

T = maxE(r%Y) = E(Tlgﬁc’—rgﬁc)
T,y

und daher fiir Xo =1 und Y5 =T
(I)(O):dL( ac, Z,c) = abc = B.
Lemma 4.4.2 liefert daher zusammen mit den vorangegangen Lemmas

B(2B - B) B2 5
T< > _Z _9B
= v %

Damit liefert die Abschitzung der Mischungszeit in Satz 3.2.1 die Behauptung
des Satzes.
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4.5 Verteilung der Koaleszenzzeit

Fiir die Abschétzung der Mischungszeit wurde im vorigen Abschnitt die Ko-
aleszenzzeit von Mj , herangezogen, eine natiirliche Frage ist die nach ihrer
Verteilung. Im Folgenden sollen kurz einige Ergebnisse der Simulation bzgl. der
Koaleszenzzeiten gezeigt werden.

Mit Hilfe eines kleinen C++-Programms, das fiir den freien MatLab-Klon Oc-
tave geschrieben wurde (siehe Kapitel 5), wurden jeweils 1000 Stichproben der
Koaleszenzzeit fiir Teilungen der Grosse n = 2,...,5 erzeugt.

Die mit dem Programm erzeugten Daten wurden zunéchst zu einem Histogramm
verarbeitet und skaliert, so dass die Summe iiber die Eintrédge auf 1 normiert ist.
Dies liefert eine empirische Dichte. Derartige Plots (sieche Abbildung 22) legen
hier nun die Gumbelverteilung fiir die Koaleszenzzeiten nahe.

Koaleszenzzeit, Lozenge Teilung 2x2x2 Koaleszenzzeit, Lozenge Teilung 3x3x3
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I I I |
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L
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Abbildung 22: Plot der empirischen Dichten der Koaleszenzzeiten und Fit an
die Dichte einer Gumbelverteilung, sowie die Schétzung von 7" aus Abschnitt
44.

Die Abbildungen zeigen auch nocheinmal ganz deutlich, daf die in Abschnitt
4.4 gegebene Abschitzung der Koaleszenzzeit nicht optimal ist.

93



5 Programmlisting und Diskussion der Implemen-
tierung

Die in Kapitel 4 eingefithrte Dynamik eignet sich in der plane partition Dar-
stellung zur Simulation durch einen Computer. Um diese zu realisieren, wird
folgender Weg eingeschlagen.

Zunéchst werden zwei (b + 2) x (¢ + 2)-Matrizen erzeugt und mit den entspre-
chenden Randbedingungen initialisiert, siche Abbildung 23.

ala| alalg ala| alalg
@a0/000 alalalall
a 0000 2aaal
2000 0 2laaal
a0|0|0|0 a0|0|0|0

Abbildung 23: Initiale Matrizen fiir die Erzeugung von Stichproben aus P§ 5. Die
Randbedingungen sind blau unterlegt und fix wihrend der ganzen Simulation.
Links Initialisierung fiir den Start der Simulation in der minimalen Teilung L,
rechts in der maximalen T.

Nun kann die Simulation mit Hilfe des mCFTP gestartet werden.

Zur Simulation eines Schrittes der Dynamik M7, . = (X,,Y,,) wird die Definition
der Dynamik in Abschnitt 4 benutzt.

Zur Feststellung der Koaleszenz wére eine naive Herangehensweise der Vergleich
aller Matrixeintrage pro Zeiteinheit. Dafiir miissten in jedem Schritt b-c Eintrige
verglichen werden.

Aufgrund der Definition von M; . und dessen Monotonieeigenschaften geniigt
die Protokollierung der Lozengenormen der beiden Teilungen X, und Y, im
Zeitverlauf.

Die Dynamik ist koalesziert, wenn
[ Xnllz = [[Yallz,
es geniigt also in jedem Schritt die Lozengenormen zu vergleichen (diese werden

im Verlauf der Dynamik laufend aktualisiert, entsprechend der Stapelhéhe der
wegzunehmenden oder hinzuzufiigenden Kuben).

Das Programm kann nach Start von Octave durch

> [T,lnorm,Teilung]=lozengesim(a,b,c);
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gestartet werden.?? T beinhaltet dann die Kopplungszeit, Inorm liefert die Lo-
zengenorm zum Zeitpunkt der Koaleszenz und T'eilung liefert eine gleichverteilte
Stichprobe aus Py’ ..

Fiir die Erfassung der Verteilung der Kopplungszeiten kann

> AnzahlStichproben=n;
> for i=1:AnzahlStichproben
[T1=lozengesim(a,b,c);
Zeiten(i)=T;
end

benutzt werden.

Zeitgleich mit der Programmierung der C++-Routine ist noch eine Visualisie-
rung der Dynamik vorgenommen worden. Dazu wurde das Open-Source-Projekt
Processing (siche www.processing.org) verwendet, das es erlaubt mit einfachen
Befehlen Visualisierungen unter Verwendung von einfachem JAVA-Code zu ver-
wirklichen.

Da die Implementierung allein zur Visualisierung dient, wurde hier (nicht jedoch
beim C++-Programm) auf Implementation der monotonen Kopplung aus der
Vergangenheit verzichtet, die Dynamik 1duft also vorwirts, startend in der mini-
malen Verteilung. Ebenso wurde der Algorithmus etwas vereinfacht, es wird in
jedem Schritt nur maximal ein Einheitskubus hinzugefiigt oder weggenommen.
Es ist klar, dafs ein Schritt in der in dieser Arbeit vorgestellten Dynamik durch
entsprechend viele Schritte auch mit Ein-Kuben-Schritten verwirklicht werden
kann.

Dieses Vorgehen erlaubt es, die Entwicklung der Dynamik direkt zu verfolgen.
Zudem ldsst sich der aktuelle Entwicklungsstand einfach als Bilddatei oder Vek-
torgraphik exportieren.

Das Programm kann nach Start verschiedene Darstellungsmoglichkeiten aufzei-
gen, hier eine kurze Liste der Tastenkombinationen zur Steuerung der Darstel-
lung:

arctic circle als gelbe Kurve anzeigen

't’”  Einfarben der Teilung zur Visualisierung des YOUNG-Diagramms
i Neustart

'’ neue zufillige Teilung mit Lozengenorm nahe “Tbc erzeugen

'd”  Umschalten in die Darstellung als System von deBruijn-Pfaden

v’ Einblenden einer farbkodierten Version der plane partition

‘0’ Ausgabe des aktuellen Frames als PDF

P> Ausgabe des aktuellen Frames als PNG

Sowohl Quellcode als auch das Programm in verschiedenen Versionen fiir die
gangigsten Betriebssysteme liegen der Arbeit auf CD bei. Der Quellcode kann

32Das Programm muss vor der Benutzung mit
mbkoct file lozengesim.cc

kompiliert werden, evtl. sind entsprechende Bibliotheken nachzuladen.
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nach Belieben veréindert werden, um Teilungen verschiedener Grofse zu erzeugen.
Alle Abbildungen, im Speziellen die Abbildungen des néchsten Kapitels, wurden
mit diesem Programm erzeugt.

Nachfolgend das Listing des Codes der C++-Routine zur dynamischen Verlin-
kung in Octave

#include <time.h>
#include <oct.h>

#include <octave/config.h>
#include <iostream >

#include <octave/defun—dld.h>
#include <octave/error.h>
#include <octave/oct—rand.h>

#include <octave/pager.h>
#include <octave/symtab.h>
#include <octave/variables.h>
#include <octave/Array2.h>

#include <vector>

int min(int a, int b) {
return (a<b)?a:b;
}

int max(int a,int b) {
return (a>b)?a:b;
}

// Methode zur Erzeugung der minimalen Teilung mit Randbedingungen
NDArray getMinimalTiling(int a, int b, int c¢) {
dim_vector dv(b+2,c+2);

NDArray out = NDArray(dv);

for (int i=0; i<b+2; i++) {
for (int j=0; j<c+2; j++) {
if ((1==0)[[(j==0)){

out (i,j)=a;

else {
out(i,j)=0.0;
}

}
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}

return out;

}

// Methode zur Erzeugung der minimalen Teilung mit Randbedingungen
NDArray getMaximalTiling(int a, int b, int c¢) {

dim _vector dv(b+2,c+2);

NDArray out=NDArray (dv);

for (int i=0; i<b+2; i++) {
for (int j=0; j<c+2; j++) {
if ((i==b+1)[|(j==c+1))}{

out (i,j)=0;
}

else {
out(i,j)=a;

}
}
}

return out;

}

// Hauptprogramm
// Definiert eine dynamisch linkbare Funktion, die in
// Octave benutzt werden kann
//
// Rueckgabewerte sind die Kopplungszeit und die erzeugte
// gleichverteilte Stichprobe
//
DEFUN_DID (
lozengesim ,
args, ,
"simulates_the_coupling _of_two_random_lozengetilings_of_size_a_x_b_x_c_(hexagon)_a1

) A

// Rueckgabeliste fuer Octave definieren
octave value list 1;

// Pruefen, ob genuegend Parameter angegeben
if (args.length ()!=3) {

print _usage("lozengesim");

return 1;

}
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int a = args(0).int_value ();
int b = args(1).int_value ();
int ¢ = args(2).int_value ();

// Bereitstellen der benoetigten Matrizen , zn und yn sind die
// zu koppelnden Kopien von M _loz

//

// xn startet in der minimalen Teilung, yn in der mazimalen
dim _vector dv(b+2,c+2);

NDArray xn = NDArray (dv);
NDArray yn = NDArray(dv);

yn=getMaximalTiling(a,b,c);
xn=getMinimalTiling(a,b,c);

// Es gilt hier |X 0/_L=0, |Y_0/=abc
int Inormyn = axbxc;
int Inormxn = 0;

// Vorbereiten eines Vektors zufaelliger Zahlen
dim_vector dv1(4,1);

NDArray Theta = NDArray(dv);
Theta = octave rand:: matrix(4,1);

// Speicherplaetze fuer die Komponenten von Theta n
int thetax = 0;
int thetay = 0;
int level = 0;
float coin =0

)

)

// Variable fuer die Stapelhoehen
int h=0;
int h1=0;

// erster Kopplungsversuch bei T—1
int T=1;

// Initialisieren der Theta, vector—Container als dynamisches
// Speichermedium

std :: vector<int> pOSX;

std :: vector <int> posy;

std :: vector<int> heights;

std :: vector<float> r;
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posx.push back ((int)(Theta (0,0)xb+1));
posy.push_back ((int)(Theta(1,0)xc+1));
heights .push_back ((int)(Theta(2,0)*xa+1));
r.push_back (Theta(3,0));

// solange T erhoehen bis zn=yn resp. [zn[ L=[yn| L
while (Inormyn!=Inormxn) {

// start an =T
for (int i=0; i<T; i++) {

// auslesen der schon wvorhandenen Zufallszahlen
coin=r [T-i —1];

level=heights [T-i —1];

thetax=posx [T—i —1];

thetay=posy [T-i —1];

// Implementation der Dynamik
if (coin <= 0.5) {
hl=max(level —xn(thetax ,thetay ) ,0);
h=min (
xn(thetax —1,thetay)—xn(thetax ,thetay),
xn(thetax ,thetay —1)—xn(thetax ,thetay)

)5

if (h—h1>=0) {
if (coin <=1.0/(2.0xh1)) {
xn (thetax ,thetay)+=h1l;
Inormxn+=hl;

}
}

hl=max(level —yn(thetax ,thetay ) ,0);
h=min (

yn(thetax —1,thetay)—yn(thetax ,thetay),
yn(thetax ,thetay —1)—yn(thetax ,thetay)

)5

if (h-h1>=0) {
if (coin <=1.0/(2.0xh1)) {
yn (thetax ,thetay)+=hl;
Inormyn+=h1l;
}
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}

else {

hl=max(xn(thetax ,thetay)—level +1,0);
h=min (
xn(thetax ,thetay)—xn(thetax+1,thetay),
xn(thetax ,thetay)—xn(thetax ,thetay+1)
);

if (h—h1>=0) {
if(coin >=1.0—1.0/(2.0xh1)) {
xn(thetax ,thetay)—=hl;
Inormxn—=h1;
}
}

hl=max(yn(thetax ,thetay)—level +1,0);
h=min (

yn(thetax ,thetay)—yn(thetax+1,thetay),
yn(thetax ,thetay)—yn(thetax ,thetay+1)

)

if (h—h1>=0) {
if(coin>=1.0—1.0/(2.0xh1)) {
yn(thetax ,thetay)—=h1l;
Inormyn—=h1;
}
}

}

// einen Schritt weiter zurueck in die Vergangenheit
T=T+1;

// mneues Theta an die bestehende Liste anhaengen
Theta = octave rand::matrix(4,1);

posx.push_back ((int)(Theta(0,0)xb+1));
posy.push_back ((int)(Theta(1,0)xc+1));
heights.push back ((int)(Theta(2,0)xa+1));
r.push back (Theta (3,0));

// nur Reinitialisiern , falls noch nicht koaleszent
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if (Inormxn!=Inormyn) {
Inormxn=0;

Inormyn=axbxc;
xn=getMinimalTiling(a,b,c);
yn=getMaximalTiling(a,b,c);

}
}

// Koaleszenzzeit ausgeben
octave value t=T-1;
l.append(t);

// Lozengenorm des Samples ausgeben
t=Ilnormxn;

l.append(t);

// Sample ausgeben
l.append(xn);

return 1;
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6 Ausblick

6.1 Arctic-Circle-Phinomen

Betrachtet man die Dynamik mit dem beigelegten Processing-Programm in sei-
ner Entwicklung, so stellt man nach einer gewissen Wartezeit fest, dafs sich im
Zentrum eine fast kreisformige Region entwickelt, in der die Lozenges relativ
wahllos angeordnet sind, wahrend sich am Rand grofsere Regionen bilden, die
nur aus einer Art von Teilen besteht resp. in denen die Teile alle gleiche Orientie-
rung haben. Zeichnet man eine Kurve entlang dieser ,eingefrorenen” Regionen,
so ist die eingezeichnete Kurve einem Kreis sehr #hnlich.?® Die so enstandene
Kurve nennt man arctic circle, siche auch Abbildung 24.

Abbildung 24: Teilung von Hipo,100,100 mit eingezeichnetem arktischen Kreis
(gelbe Linie)

33Eine solche Kurve kann mittels des beiliegenden Programmes durch das Driicken der Taste
’a’ ein- und ausgeblendet werden.
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Dieses Phiinomen ist zuerst bei Aztech-Domino-Teilungen3* beobachtet worden.
James Propp und David B. Wilson haben zahlreiche Untersuchungen dazu an-
gestellt und die Behauptung aufgestellt, daf der arctic circle tatséchlich gegen
einen die Seitenrdnder der Region beriihrenden Kreis konvergieren miisse, wenn
man die Anzahl der Teile erhoht und gegen unendlich streben ldsst, dabei aber
den dufteren Rand der Region fixiert. Man nennt diese Art der Grenzbildung im
Englischen hiufig scaling limit oder im Deutschen Skalierungslimit. Man findet
weitere Ausfithrungen dazu und einen Beweis in [§].
Indem die Lozengeteilungen in Analogie zu den Treppenfunktionen als Treppen-
flichen angesehen werden, kann eine Lozengeteilung als diskrete Ndherung an
eine glatte Fliche, die durch die Randbedingungen bestimmt wird, interpretiert
werden. Dies geschieht natiirlich unter der Vorstellung, daf jeder Lozengetei-
lung ein dreidimensionales YOUNG-Diagramm zugeordnet werden kann, siehe
Abschnitt 4.1, Definition 4.1.2.
Diese sind als eine mogliche Erweiterung der Irrfahrt als zweidimensionale F1a-
che zu sehen, dhnlich der Erweiterung der Brownschen Bewegung auf Brownsche
Blatter.
Betrachtet man nun eine Folge C,, von Randkurven (Jordan C* Kurven), die
eine teilbare Region umspannen und konvergiert % gegen eine Kurve C' C R?,
dann spannt die Grenzrandkurve C' eine eindeutig bestimmte Lipschitzfliche
auf.
Nimmt man die zu C),, gehorenden Gleichverteilungen u,, auf der Menge der
Teilungen von C), und betrachtet

Mn

lim —
n—oo M

)

im Sinne der schwachen Konvergenz, so kann eine Art Gesetz der Grossen Zahlen
formuliert werden (siehe etwa [7]). So erhélt man die Aussage, daft der Grenz-
wert nur von der Randkurve abhéngt und ein Dirac-Mafs auf der einzigen Lip-
schitzflache ist, die von C aufspannt wird. Diese Grenzfliche wird limit shape
oder Grenzform genannt und kann als makroskopische Form einer Grenzflache,
wie beispielsweise einer Kristallfliche, angesehen werden. Die vorangegangenen
Ausfiihrungen basieren auf [28] Abschnitt 2, Einleitung.

Die Frage nach der quantitativen und qualitativen Beschreibung der ,arktischen
Kurven“ wird in der selben Referenz beantwortet.

Es sind auch andere Randbedingungen denkbar, siehe etwa Abbildung 25.
Insbesondere kann man auch Teilungen mit Lochern untersuchen oder analog
mit fixierten Eintrdgen, siehe als Beispiel Abbildung 26. Die dabei entstehenden
Grenzkurven in der Interpretation wie oben nennen Kenyon und Okuonkov cloud
curves oder iibersetzt Wolkchenkurven (siehe wieder [28]).

Weiter bemerkt man, dafs die hexagonale Begrenzung der Teilung starken Ein-
flufs auf die Gestalt nimmt. Man kann sich nun fragen, ob es auch Randbedin-
gungen gibt, die keinen Einfluff auf die innere Struktur nehmen. Diese Frage

34Es handelt sich dabei um Dominoteilungen einer Region, die wie ein auf die Spitze ge-
stelltes Quadrat aussieht. Die Dominos sind in Analogie zu den Lozenges aus zwei Quadraten
zusammengesetzt und parkettieren das euklidische Gitter resp. die Ebene.

63



Abbildung 25: Eine Art arktische Tulpenkurve entsteht, wenn eine Dreiecks-
blockmatrix fixiert wird. Die Teilung ist aus Hso,g0,80-

kann bejaht werden. Die in Abbildung 27 gezeigten Randbedingungen haben
keinen Einfluf auf die innere Strukturierung der Teilung.

Diese spezielle Eigenschaft kann man zum Beispiel nutzen, um die statistische
Eigenschaften einer die ganze Ebene ausfiillenden zufilligen Teilung abzuschét-
zen.

6.2 Oktagonale Teilungen

Die in dieser Arbeit vorgestellten Lozengeteilungen gehoren zu einer weitaus
groferen Klasse von Teilungen, den Rhombusteilungen.

Man verallgemeinert zunichst die Situation, indem man m paarweise linear
unabhingige Vektoren v1, ..., v, aus R? auswihlt.3?

35Im allgemeineren Fall kénnen auch Vektoren aus R™ ausgewihlt werden, dies fiihrt zu
den Rhomboederteilungen.
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Abbildung 26: Die Kurve die bei fixierten mittleren Eintrdgen entsteht ist nicht
mehr zusammenhéngend. Simuliert wurde eine Teilung von Hgg,90,90 mit auf
den Wert 45 fixierten Eintrégen in der Mitte.

Es sei nun fiir n € IN die Menge
m
i=1

Die konvexe Hiille von Z7} liefert die zu teilende Region. Weiterhin sei ein Pfla-
sterstein der aus der Kombination zweier verschiedener Vektoren entstehende
Rhombus. Es gibt offenbar insgesamt (Z‘) verschiedene Pflastersteine.

Wahlt man speziell m = 3 und die Vektoren

vk:eb%,k=0,1,2

wird die konvexe Hiille von Z§ zum bekannten Hexagon der Seitenléngen n und
als Pflastersteine ergeben sich die drei verschieden orientierten Lozenges.6

36Es ist Zufall, daR hier die Pflastersteine durch Rotation auseinander hervorgehen. Im
Allgemeinen sind die entstehenden Rhomben nicht kongruent.
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Abbildung 27: Hexagonale Region mit ,spannungsfreien Randern* und Beispiel-
teilung

Lk

Fiir den Fall m = 4 und die Wahl v; = e 7 [k =0,1,2,3 ist Z ein regelmifiges
Oktagon mit Seitenldngen n und es gibt insgesamt 6 Pflastersteine (wovon nur
zwei nicht kongruent sind). Diese werden zusammen mit einer exemplarischen
Teilung in Abbildung 28 dargestellt. Abbildung 29 zeigt eine Prozession von
exemplarischen Teilungen fiir verschiedene n fiir die die Vektoren so gewéhlt
wurden, dafs regelméfige Polygone entstehen.

Abbildung 28: Oktagonteilung und die beiden einzigen nicht-kongruenten Pfla-
stersteine der Teilung.

Im weiteren werden nur die sogenannten oktagonalen Teilungen betrachtet,
schon hier wird deutlich werden, mit welchen Schwierigkeiten man beim Uber-
gang zu allgemeineren Teilungen konfrontiert ist.

Es wurde schon in Abschnitt 2 bemerkt, daf fiir die Lozengeteilungen eine
deBruijn-Faser ausreicht um die Menge der Teilungen eineindeutig zu beschrei-
ben. Daher konnte man sich auf die Simulation der deBruijn-Pfade bzw. die
Simulation von n sich gegenseitig meidenden Pfaden im euklidischen Gitter be-
schrianken.

Im allgemeinen ist dies nicht mehr der Fall, fiir die oktagonalen Teilungen be-
notigt man nunmehr mindestens zwei nichtidentische Fasern um die Menge der
Teilungen eineindeutig zu beschreiben. Von diesen gibt es nun insgesamt vier
verschiedene (siche Abbildung 30).

Im Fall der Lozengeteilungen waren die deBruijn-Pfade mit Pfaden im euklidi-

66



Abbildung 29: Verschiedene Rhombusteilungen fiir 2n-Ecke, n = 2..5.

schen Gitter zu identifizieren; die hier auftretenden Pfade sind unter dem Namen
Motzkin-Pfade bekannt. Sie bestehen hier aus jeweils gleich vielen Schritten in
(1,1), (1,—1) und (1,0)-Richtung.

Abbildung 30: Die vier de Bruijn-Familien fiir eine oktagonale Rhombusteilung.

Ahnlich wie bei den Lozengeteilungen méchte man nun eine Dynamik definieren,
die nur lokale Anderungen durchfiihrt. Die Idee dabei ist, drei ziifallig ausge-
wihlte Pflastersteine, die zusammen in einem (irreguldren) Hexagon liegen um
180 Grad zu drehen; dieses Drehen nennt man auch phason-flip. Im Fall der
Lozengeteilungen wird dies (nach isometrischer Projektion) durch das Hinzufii-
gen oder Wegnehmen eines Einheitskubus in der plane-partition-Interpretation
realisiert.

Diese Vorgehensweise funktioniert im oktagonalen Fall nicht mehr, da man
zwar die oktagonalen Teilungen als Projektion einer dreidimensionalen parti-
tion, einer sogenannten hyperplane partition, auffassen kdnnte, es aber durch
die Projektion vom R* auf den R? zu unerwiinschten Uberlappungen kommt
oder genauer die Identifikation der oktagonalen Teilungen mit der isometrischen
Projektion von hyper plane partitions nicht mehr eindeutig ist.

Aus diesem Grunde muss ein anderer Weg eingeschlagen werden. Destainville
schldgt in [13] ein einfaches Verfahren vor. Es wird zunéichst eine hexagonale
Teilung erzeugt. Auf dieser kénnen dann n Random Walks definiert werden, die
sich zwar beriihren, jedoch nicht {iberkreuzen diirfen und die jeweils gemeinsam
in einer Ecke der zu teilenden Region beginnen und enden und die Kanten der
Lozenges als Pfade wéhlen kdnnen.

Entlang dieser erzeugten Random Walks, resp. ihrer Trajektorien, kann man
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die Hexagonteilung sozusagen aufbrechen und eine weitere deBruijn-Familie in
Abhéngigkeit der erzeugten Trajektorien einfiigen. Nach einer passenden Ska-
lierung erhélt man dann die gewiinschten Pflastersteine und die entsprechende
oktagonale Teilung (zur Verdeutlichung siehe Abbildung 31).

%

Abbildung 31: Das Verfahren zur Erzeugung einer oktagonalen Teilung aus einer
Lozengeteilung, verdeutlicht fiir den Fall n = 3. Die verschiedenfarbigen Pfade
sind die erwéhnten Random Walks auf einer zuvor erzeugten Teilung von Hs 3 3.
Orange hier die eingefiigte vierte deBruijn-Familie (links).

Dieses Verfahren kann man auf beliebige Teilungen von 2n-gonen erweitern,
indem es iterativ angewandt wird, wobei in jedem Schritt eine neue deBruijn-
Familie wie oben beschrieben eingefiigt wird. Es entsteht in Abhéngigkeit von
der gewihlten Ausgangsteilung eines n-Ecks ein (n + 2)-Eck.

Ebenso wie im einfachsten Fall der einer Lozengeteilung sind die oktagonalen
Teilungen mit der vorgeschlagenen Dynamik schnell mischend. Jedoch benétigt
man zum Beweis dieser Eigenschaft feinere Methoden, Destainville benutzt z.B.
in [13] ein Dekompositionsverfahren. Dieses erlaubt es die Originaldynamik in
Teildynamiken zu zerlegen, deren Zustandsrdume sich auf gewisse Weise iiber-
lappen. Man kann dann von den Teildynamiken die Eigenschaft des schnellen
Mischens zeigen und daraus Riickschliisse auf das Verhalten des Originals zie-
hen.

Fiir die Erweiterung auf drei- und mehrdimensionale Teilungen durch analog de-
finierte Rhomboeder gibt es bis dato sehr wenige Ergebnisse und Vermutungen.
Insbesondere fiir die dreidimensionalen Dominoteilungen, siehe z.B. [38], gibt es
dhnliche Vermutungen bzgl. arktischer Grenzkorper wie im zweidimensionalen
Fall.

Bei den Rhomboederteilungen scheinen dariiberhinaus Schleifeneffekte aufzutre-
ten, die im mehrdimensionalen die Eigenschaft der schnellen Mischung vereiteln
konnen, Gedanken dazu findet man in [11].
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