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Abstract

The aim of this work is to bridge the gap between the theoretical description
of the phase dynamics of coupled oscillators and the application of the theory
to model reconstruction from time series analysis. In the theory, the phase of a
self-sustained oscillator is defined in an unambiguous way, whereas the standard
techniques used to estimate phases from given time series provide observable-
dependent results, so that generally these estimates deviate from the true phase.
To stress this crucial issue, we term the observable-dependent phase-like vari-
ables as protophases. The main goal of this work is to develop a deterministic
transformation from arbitrary protophases to the true, unique phase of the self-
sustained oscillator. This approach allows us to obtain an invariant description
of coupled oscillators and of their interaction. The application of the trans-
formation and its efficiency are illustrated by means of numerical examples, as
well as by the reconstruction of phase models of the cardiorespiratory inter-
action from multivariate time series of ECG, pulse and respiration. Next, the
transformation from protophases to phases is extended for the case of three
coupled oscillators. Finally, we go beyond the phase approximation and extend
the phase transformation for autonomous oscillators to the case when the am-
plitude dynamics cannot be neglected. This technique for example allows us to
compute numerically the isochrones of the chaotic Roessler system.



Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit ist die Uberwindung einer Differenz, die zwischen der Theorie
der Phase bzw. der Phasendynamik und ihrer Anwendung in der Zeitreihenana-
lyse besteht: Wiahrend die theoretische Phase eindeutig bestimmt und invariant
unter Koordinatentransformationen bzw. gegeniiber der jeweils gewdhlten Ob-
servable ist, fithren die Standardmethoden zur Abschétzung der Phase aus gege-
benen Zeitreihen zu Resultaten, die einerseits von den gewéhlten Observablen
abhingen und so andererseits das jeweilige System keineswegs in eindeutiger
und invarianter Weise beschreiben. Um diese Differenz deutlich zu machen, wird
die terminologische Unterscheidung von Phase und Protophase eingefiihrt: Der
Terminus Phase wird nur fiir Variablen verwendet, die dem theoretischen Kon-
zept der Phase entsprechen und daher das jeweilige System in invarianter Weise
charakterisieren, wihrend die observablen-abhéngigen Abschétzungen der Phase
aus Zeitreihen als Protophasen bezeichnet werden. Der zentrale Gegenstand die-
ser Arbeit ist die Entwicklung einer deterministischen Transformation, die von
jeder Protophase eines selbsterhaltenden Oszillators zur eindeutig bestimmten
Phase fiihrt. Dies ermdglicht dann die invariante Beschreibung gekoppelter Os-
zillatoren und ihrer Wechselwirkung. Die Anwendung der Transformation bzw.
ihr Effekt wird sowohl an numerischen Beispielen demonstriert - insbesondere
wird die Phasentransformation in einem Beispiel auf den Fall von drei gekoppel-
ten Oszillatoren erweitert - als auch an multivariaten Messungen des EKGs, des
Pulses und der Atmung, aus denen Phasenmodelle der kardiorespiratorischen
Wechselwirkung rekonstruiert werden. Abschlielend wird die Phasentransfor-
mation fiir autonome Oszillatoren auf den Fall einer nicht vernachléssigbaren
Amplitudenabhéngigkeit der Protophase erweitert, was beispielsweise die nume-
rischen Bestimmung der Isochronen des chaotischen Rossler Systems erméglicht.
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Kapitel 1

Ubersicht

Die Ableitung der Gesetzte der Wechselwirkung von Systemen aus ihrer be-
obachteten Dynamik ist eine grundlegende Aufgabe der Physik. Wéhrend fiir
fundamentale, universelle Wechselwirkungen - wie z.B. die Gravitation - eine
grofe Menge unterschiedlicher, speziell entwickelter Experimente zur Verfiigung
stehen, basiert die Analyse der je spezifischen Dynamik spezieller Systeme -
die Rekonstruktion ihrer jeweils eigenen ,, Systemgesetze“[I] - wesentlich auf der
Auswertung reiner Beobachtungsdaten. Dies gilt in besonderem Mafle, wenn es
sich um Systeme handelt, in denen sich experimentelle Eingriffe aus ethischen
oder Okologischen Griinden verbieten, wie z.B. im Fall von Organismen oder
Okosystemen, aber auch, wenn experimentelle Eingriffe problematisch sind, weil
das System bereits sensibel gegeniiber kleinsten Verdnderungen der Randbedin-
gungen ist. Die Analyse einzelner komplexer, riickgekoppelter und nicht-linearer
Systeme hat sich zu einem hochgradig interdisziplinir verflochtenen Forschungs-
feld entwickelt, der nicht-linearen Zeitreihenanalyse. Sie umfasst die Analyse so
unterschiedlicher Systeme wie von Molekiilen, Zellen, Organen, neuronalen Netz-
werken, Schwingkreisen, Lasern, kognitiven Systemen, Okosystemen, Stidten
und sozialen Gemeinschaften [2], durch die universelle, iibergeordnete Theorie
nicht-linearer dynamischer Systeme, auf deren Grundlage eine Reihe von Techni-
ken zur Analyse und zur Rekonstruktion der zu Grunde liegenden dynamischen
Gesetze gegebener Daten [3] [4] entwickelt wurden.

Ein Teilbereich dieser nicht-linearen Methoden befasst sich mit der Analyse
und Modellierung der Daten dissipativer, periodischer Systeme - so genannter
selbsterhaltender Oszillatoren - und basiert auf dem theoretischen Konzept der
Phase. In diesem Bereich sind zwei Richtungen zu unterscheiden: Zum einen
lésst sich die Dynamik der Oszillatoren iiber ihr Synchronisation bzw. iiber ih-
re Tendenz zur Synchronisation analysieren [5] [6], zum anderen ldsst sich die
Dynamik der Oszillatoren in eine Ndherung erster Ordnung durch Phasenmodel-
le beschreiben [7]. Beide Richtungen basieren einerseits auf dem theoretischen
Konzept der Phase und sind andererseits darauf angewiesen, dass in ihrer An-
wendung die Phase aus skalaren Zeitreihen bestimmt wird. Leider geniigen die
Standardmethoden zur Bestimmung der Phase aus skalaren Zeitreihen nicht
dem theoretischen Konzept der Phase und fithren insbesondere nicht zu invari-
anten Resultaten - es besteht eine Liicke zwischen der Theorie der Phase und
ihrer Anwendung in der Datenanalyse. Um die fundamentale Eigenschaft der In-
varianz zu betonen, wird daher die Unterscheidung von Phase und Protophase



eingefiihrt: Protophasen sind 27-periodische Variablen, die von der Observablen
abhéngen, aus der sie berechnet wurden, wéhrend die Phase eines Systems ei-
ne 2m-periodische Variable ist, die gegeniiber den zur Berechnung verwendeten
Observablen unabhéngig ist und sich daher aus allen Observablen eines Sys-
tems ergibt In der vorliegenden Arbeit wird eine Methode entwickelt, um aus
beobachteten bzw. gemessenen Zeitreihen Gleichungen der Phasendynamik zu
rekonstruieren, die invariant gegeniiber der jeweils gewédhlten Observablen des
Systems sind. Die Grundlage dieser Methode zur Berechnung der Phase und so
der Phasenmodelle ist eine Transformation, die von allen beliebigen Protopha-
sen eines System zu der einzigen Phase dieses Systems fithrt und so die Liicke
zwischen Theorie und Anwendung schlief3t.

Diese Arbeit beschiftigt sich demnach mit dem Rekonstruktion dynamischer
GesetzméaBigkeiten schwach wechselwirkender oszillierender Systeme aus beob-
achteten Daten und ist daher relevant fiir viele Forschungsgebiete, wie etwa
die Modellierung gekoppelter Laser [§], elektronischer Systeme [9], chemischer
Reaktionen [I0}, 11}, 12], der kardiorespiratorischen Wechselwirkung [13] [14], neu-
ronaler Systeme [I5] oder der funktionalen Konnektivitit des Gehirns [16]. Die
Arbeit gliedert sich wie folgt:

Im zweiten Kapitel werden das theoretische Konzept der Phase sowie Stan-
dardmethoden der Bestimmung von Protophasen aus skalaren Zeitreihen darge-
stellt, um dann an einem Beispiel das Invarianzproblem der Protophasenmodelle
zu illustrieren, die Differenzierung zwischen Protophase und Phase einzufiihren,
sowie den der Phasentransformation zu Grunde liegenden konzeptionellen An-
satz zu skizzieren.

Im dritten Kapitel wird die Phasentransformation fiir autonome Oszillatoren
entwickelt sowie an einigen Beispielen in ihrem Effekt studiert.

Im vierten Kapitel wird die Phasentransformation zur Anwendung auf ge-
koppelte Systeme erweitert und gleichermafien durch Anwendungsbeispiele il-
lustriert.

Das fiinften Kapitel widmet sich der Anwendung der Methode auf empirische
Messdaten des menschlichen Herzkreislaufsystems: Aus multivariaten Messun-
gen des EKGs, des Pulses und der Atmung werden Phasenmodelle berechnet,
die einerseits eine physiologisch plausible Wechselwirkung von Atmungs- und
Herzdynamik offenlegen und andererseits zeigen, dass die hier entwickelte Me-
thode auch bei derart unterschiedlichen und komplexen Observablen wie Puls
und EKG zu ndherungsweise invarianten Ergebnissen fiihrt.

Das sechste Kapitel gibt einen Ausblick auf eine mogliche Weiterentwicklung
des Ansatzes: Die Methode geht davon aus, dass die Trajektorie niherungsweise
eindimensional ist, also sich in der Umgebung eines Grenzzyklus bewegt, so dass
Abhéngigkeiten der Phase von der Amplitude vernachlissigt werden kénnen. In
diesem Abschnitt wird knapp skizziert, wie das Konzept der Phasentransfor-
mation zumindest fiir autonome Systeme so erweitert werden kann, dass auch
fiir komplexere periodische Trajektorien eine Phase aus den Observablen eines
Systems bestimmt werden kann.

1 Es sei darauf hingewiesen, dass in diesem Sinne viele der in der letzten Zeit versffentlichten
Modelle oder Studien, Modelle von Protophasen, aber nicht von Phasen sind bzw. auf ihnen
beruhen. Vgl. z.B. [12| 17, [I8} 24].



Kapitel 2

Einfiihrung

In diesem Kapitel geht es darum, in die theoretischen Grundlagen der Arbeit -
das Konzept der Phase - einzufiihren, die mit der Anwendung dieses Konzepts
in der Zeitreihenanalyse verbundene Problematik - das Invarianzproblem - zu
verdeutlichen, und abschlieflend den hier eingeschlagenen Losungsweg zu skiz-
zieren. Diesen thematischen Aspekten entsprechend gliedert sich das Kapitel in
drei Abschnitte.

2.1 Das Konzept der Phase

Das zentrale, dieser Arbeit zu Grunde liegende Konzept ist das der Phase eines
periodisch oszillierenden Systems. Die Phase eines ungestorten, strikt periodi-
schen Oszillators ist als eine Grofle definiert, die innerhalb eines Zyklus eines
periodischen Prozesses proportional zum Bruchteil der Periode um 27 zunimmt.
Da der Zustandsraum eines solchen Oszillators 1-dimensional ist, bestimmt die
Phase den Zustand des Oszillators eindeutig - sie parametrisiert das periodisch
auftretende Muster der Dynamik [5]. Selbst wenn die Geschwindigkeit der Tra-
jektorie variiert, die der Phase ist konstant - sie entwickelt sich gemé&fl der Fre-
quenz wg = 271'T(fl linear in der Zeit:

¢ = wo. (2.1)

Die Theorie der Phasendynamik bzw. ihre Anwendung zur Zeitreihenanalyse
beruht auf der Erweiterung dieser fiir den Idealfall eines strikt periodisch os-
zillierenden, ungestorten Oszillators definierten Konzeption auf Félle, in denen
die Trajektorie des Systems nicht mehr 1-dimensional ist, sondern auf Grund
von Stérungen - wie z.B. durch Rauschen oder durch die Kopplung von Oszilla-
toren - oder auf Grund von chaotischen Dynamiken von einer 1-dimensionalen
Struktur abweicht.

Da es die 1-dimensionale Struktur der Trajektorie ist, die die eindeutige Be-
schreibung des Systemzustands durch die Phase ermoglicht, l4dsst sich die Kon-
zeption in guter Nidherung auf Systeme iibertragen [5l [7], die sich trotz externer
Einfliisse immer in der unmittelbaren Umgebung einer solchen 1-dimensionalen
Trajektorie aufhalten, weil die Abweichungen orthogonal zur Trajektorie klein
bzw. begrenzt sind. Diese Systeme werden als selbsterhaltende Oszillatoren be-
zeichnet: Es handelt sich um dissipative Systeme, in denen der Energieverbrauch



und die Energieaufnahme nicht-linear von der Amplitude abhingen, so dass
diejenigen Werte der Amplitude, fiir die sich Energieverbrauch und Energieauf-
nahme kompensieren, einen Gleichgewichtszustand definieren, der vom System
immer wieder selbststiindig eingenommen wird. Dieser Gleichgewichtszustand
wird als Grenzzyklus bezeichnet und als Attraktor der Systemdynamik nach
jeder Storung des Systems wieder erreicht, so dass man auch im Fall von schwa-
chen Stoérungen in guter Ndherung davon ausgehen kann, dass sich das System
auf dem Grenzzyklus befindet und somit eine definierte Phase besitzt [5]. Die
Verwendung von Phasenmodellen zur Zeitreihenanalyse ist daher an die Bedin-
gung gebunden, dass der externe Einfluss auf die Oszillatoren in diesem Sinne
als schwach anzusehen ist.

Da Richtungen orthogonal zum Grenzzyklus attraktiv sind werden Zustands-
differenzen entlang dieser Richtungen durch die Dynamik abgebaut, so dass sie
einen negativen Lyapunov-Exponenten aufweisen und stabil sind. Im Gegen-
satz dazu gibt es auf dem Grenzzyklus keinen Punkt, der durch eine attraktive
Dynamik ausgezeichnet wire, so dass die Dynamik entlang des Grenzzyklus we-
der stabil noch instabil, sondern neutral ist und Zustandsdifferenzen erhalten
bleiben: Der Lyapunov-Exponent entlang des Grenzzyklus ist Null. Die Pha-
se eines Oszillators ist die Variable, die den Zustand des Systems entlang der
Koordinate mit dem Lyapunov-Exponenten Null beschreibt [5]. Das bedeutet,
dass eine Storung im Sinne einer kleinen Verschiebung im Zustandsraum vollig
unterschiedliche Auswirkungen auf die Phase und die Koordinaten orthogonal
zum Grenzzyklus hat: Wahrend die Komponente der Stérung orthogonal zum
Grenzzyklus durch die attraktive Dynamik wieder kompensiert wird, bleibt die
Storung der Phase erhalten. Die Phase erhélt und enthélt daher alle Informatio-
nen iiber die Geschichte eines gestorten selbsterhaltenden Oszillators, wihrend
die Richtungen orthogonal zum Grenzzyklus gegeniiber der Storung robust sind:
Eine schwache Storung beeinflusst nur die Phase, nicht aber die Koordinaten
orthogonal zum Grenzzyklus, so dass die Dynamik eines gestorten Oszillators
allein durch die Phasengleichung beschrieben werden kann. Diese fiir die Da-
tenanalyse durch Phasenmodelle grundlegende These wird im Folgenden durch
eine stérungstheoretische Niherung begriindet [7, [5].

Sei ein Oszillator mit einem stabilen Grenzzyklus durch das dynamische
System .

‘jl—”; — F(&) + i) (2.2)
gegeben, wobei p(t) eine externe Storung der autonomen Dynamik und e ein
kleiner Parameter ist, der die Stéarke der Storung beschreibt. Die Annahme, dass
die Storung klein ist, wird im Folgenden fiir eine storungstheoretische Ndherung
verwendet, indem nur Effekte erster Ordnung in € betrachtet werden. Die Phase
des ungestorten Ostzillators sei auf dem Grenzzyklus und in seiner unmittelbarer
Umgebun durch die Gleichung

_ dé(F) _ x— 09(F) day
wo = T _zk: or, dt (2.3)

IDie Erweiterung der Phasendefinition auf die Umgebung ist fiir stabile Grenzzyklen stets
moglich [5].



gegeben, was mit der autonomen Dynamik des Oszillators & = =F (Z)

Z 0xk (2.4)

ergibt. In Gl. (24]) wird nun die autonome Dynamik durch die gestorte Dynamik

ersetzt dd)( _') 8(,25( ﬁ)
T T
dt - Z 8xk

(F1.(Z) + epx(t)) , (2.5)

was mit einer st('jrungstheoretischen Néiherung erster Ordnung in € und Gl. (Z4)

d¢

(2.6)

ergibt. Da sowohl der Parameter € als auch die Abweichung der Trajektorie &
vom Grenzzyklus Zj als klein angenommen werden, kann die Summe in erster
Né&herung auf dem Grenzzyklus ausgewertet werden:

d¢ o+ e Z ‘”O . (2.7)

Da der Grenzzyklus Zy(¢) ein-eindeutig durch die Phase parametrisiert ist, de-
finiert die Summe eine Funktion

q(¢,t) =

2 ), (2.9

k

die allein von der Phase ¢ und der zeitabhéingigen externen Storung p(t) abhéngt,
so dass sich die Dynamik eines gestorten selbsterhaltenden Oszillators in einer
N&herung erster Ordnung allein durch seine Phasendynamik

do

at =wo + Q(¢a ) (29)

beschreiben lésst.

Da das zentrale Interesse die Beschreibung der Wechselwirkung von Oszilla-
toren ist, muss das Konzept der Phase auf die Beschreibung gekoppelter Systeme
iibertragen werden. Diese Ubertragung ergibt sich unmittelbar aus dem Ergeb-
nis fiir gestorte Oszillatoren, Gl. (2.9), wenn man die Kopplung als eine Stérung
auffasst, die eine deterministische Funktion der Zustdnde der gekoppelten Os-
zillatoren ist. Die Dynamik der gekoppelten Oszillatoren ist dann durch

dIl

— = () + epi (e, 33),

(2.10)
das - R
dt2 Fy(53) + eapa (22, 27)

bestimmt. Aus analogen stérungstheoretischen Uberlegungen bzw. aus einer di-
rekten Ubertragung der Ergebnisse folgt dann unmittelbar die allgemeine Form
der Phasendynamik gekoppelter Oszillatoren:

451 =wy + q(l)(fﬁh ®2),
(2.11)

452 = w2+ q(2)(¢2,¢1),



wobei ¢(1'?) die in Bezug auf ihre Argumente 27-periodischen Kopplungsfunktio-
nen und wi, wy die autonomen oder natiirlichen Frequenzen der ungekoppelten
Oszillatoren sind. Es sei darauf hingewiesen, dass auf Grund der Kopplung die

beobachtete Frequenzen,
doi,2
Qo= = (t 2.12
o= (G20 (2.12)

im Allgemeinen nicht mit den natiirlichen oder autonomen Frequenzen w o
iibereinstimmen.

Die Phasendynamik gekoppelter Oszillatoren weist demnach zwei unter-
schiedliche Komponenten auf: Die konstanten Terme wy o, die ausschliefSlich die
autonome Dynamik beschreiben, und die Kopplungsfunktionen ¢(*?), die aus-
schlieflich den jeweils externen Einfluss durch die Kopplung der Oszillatoren
charakterisieren und daher immer auch von der jeweils externen Phase abhéngen
miissen.

Reale Systeme weisen grundsétzlich Rauschen auf, das, wenn es schwach ist,
genauso wie Stérungen oder die Kopplung durch die Phasendynamik beschrie-
ben werden kann, indem Zufallsprozesse, {1, &1, in die Gl. (ZI1) aufgenommen
werden:

¢1 = wi +qW(¢1,02) + & (1),
b2 = wa + ¢ (pa, ¢1) + E2(2). (2.13)

Das zentrale Ergebnis der skizzierten stérungstheoretischen Erwégungen ist,
dass diese Phasengleichungen im Bereich schwacher Kopplung eine im Sinne der
durchgefithrten Nidherung erster Ordnung vollstéindige Beschreibung der Dyna-
mik der gekoppelten Oszillatoren liefern. In allen weiteren Uberlegungen und
Anwendungen der Methode wird vorausgesetzt, dass die Kopplung so schwach
ist, dass diese Phasennéherung der Systemdynamik gilt.

2.2 Die Bestimmung der Phase aus Daten

Wihrend der Gegenstand des letzten Abschnitts die theoretischen Grundlagen
des Konzepts der Phase waren, geht es in diesem Abschnitt um die Anwendung
dieses Konzepts zur Datenanalyse - um die Bestimmung der Phase bzw. der Glei-
chungen der Phasendynamik aus gemessen Zeitreihend X (¢) von Oszillatoren.
Das Resultat des néichsten Abschnitts vorwegnehmend ist anzumerken, dass die
mit den bekannten Methoden aus Daten abgeschétzten Phasen i.A. nicht die
im letzten Abschnitt dargestellten Eigenschaften aufweisen und des Weiteren
ebenfalls im Gegensatz zum theoretischen Konzept der Phase keine Invarianten
der Systeme sind. Aus diesem Grund werden sie bereits hier als Protophasen 6
bezeichnet, wihrend Phasen durch ¢ symbolisiert werden.

Die theoretisch einfachste und intuitivste Methode, um aus einer gemessenen
Zeitreihe X (t) eine Protophase O(t) zu bestimmen, basiert darauf, den Beginn
einer Periode durch das Auftreten charakteristischer Muster, wie etwa die R-
Zacke eines EKGs, oder durch den Schnitt der Trajektorie mit einer Poincaré
Ebene zu markieren [30, [5]. Wenn die Zeitpunkte des Auftretens der markierten
Ereignisse mit T;, bezeichnet werden, dann ist die Protophase durch die lineare

2Im Folgenden werden Zeitreihen durch grofie Buchstaben symbolisiert.



Interpolation

t—T,
"+ 2mn, Tp <t<Thi1 (2.14)

o) =2r——
() TrTnJrlan

bestimmt.

Diese Methode kann in einem sehr weiten Bereich periodischer Prozesse an-
gewendet werden, da ihre einzige Voraussetzung die Existenz eines periodisch
auftretenden Musters oder die Existenz eines abgrenzbaren Unterraums des Zu-
standsraums ist, der periodisch von der Trajektorie aufgesucht wird, und es
zweifelhaft erscheint, ob eine Zeitreihe, die diese Eigenschaften nicht aufweist,
iiberhaupt als periodisch bezeichnet werden kann. Auf der anderen Seite gehen
durch diese Methode viele Informationen iiber die Phasendynamik verloren, da
die Zeitreihe zur Bestimmung der Protophase nur einmal pro Periode gesampelt
wird: Dem Nyquist-Shannon Theorem [3T] [32] zu Folge gehen dadurch die Fre-
quenzanteile mit f > < in den Kopplungsfunktionen qH? der Gl. ([ZI1) verloren
und es kommt zu Artefakten durch Aliasing Effekte, siche Appendix [Al Diese
Methode zur Bestimmung von Protophasen ist daher dann ungeeignet, wenn es
- wie im Fall der Beschreibung der Wechselwirkung von Oszillatoren durch Pha-
senmodelle - um die moglichst prizise Erfassung der Details der Phasendynamik
geht.

Dieses Schwéche der Markierungsmethode ldsst sich durch eine Koordinaten-
transformation auf der Grundlage der Hilbert-Transformation umgehen, die im
Gegensatz zur Markierungsmethode jeden Punkt der Zeitreihe X (t) verwendet,
um den zugehérigen Wert von ©(t) zu bestimmen. Fiir eine gegeben Zeitreihe
X (t) ist die Hilbert-Transformation X (¢) iiber die Faltung von X (t) mit dem
Kernel K (z) = 1 definiert [33] 34, 5]@

X(t) = l/OO X0y, (2.15)

M) ol —T

Die 2-dimensionale Einbettung des Signals X (¢) ist dann durch das komplexe
Signal X (t) + ¢X(t) gegeben, aus dem dann die Protophase ©(t) als Winkel
der Trajektorie relativ zu einem frei wiahlbaren Ursprung Og bestimmt werden

kann: R
M) | (2.16)

©(t) = arctan <X(t) “RO0)

Dieser Definition zu Folge wiichst die Protophase O(¢) in jeder Rotation der
Trajektorie um den Ursprung Oy um 27 an. Sie ist aber nur dann monoton,
wenn iiberhaupt ein Ursprung Oy existiert, beziiglich dessen die Dynamik eine
Rotation um dieses Zentrum ist. Wenn die Trajektorie beispielsweise Schleifen
aufweist, kann es unmoglich sein, Oy so zu definieren, dass die Trajektorie immer
Op umkreist und ©(t) daher monoton ist. Dies ist normalerweise fiir Signale mit
breitbandigem Spektrum und ohne deutlich herausstechende Spitzen der Fall

3Da die Hilbert-Transformation eine Faltung ist, lisst sie sich leicht iiber die Multiplikati-
on der Fourier-Transformierten F(X (¢t)) und F{%} = —i - msign(w) berechnen. Die Hilbert-

Transformation ldsst sich daher in dem Sinne als optimale 2-dimensionale Einbettung auffas-
sen, dass jede Frequenzkomponente des Signals X (¢) um % verschoben wird, wihrend Einbet-

tungen durch verzogerte Koordinaten lediglich eine Frequenzkomponente und ihre Harmoni-
schen auf diese Weise verschieben.



[35]. In solchen Féllen ist diese Methode nicht verwendbar, weil Phasen und
Protophasen dann nicht monoton wachsen.

Wenn die Protophasen 6 (¢) und 63(t) gekoppelter Oszillatoren durch ei-
ne der beschriebenen Methoden aus den gemessenen Zeitreihen bestimmt sind,
miissen aus ihnen die Gleichungen ihrer Dynamik,

461 _ c0)
dt = f (917 92) )
(2.17)
d92 _ (2)
T % (02,01),

ermittelt werden, wobei (1)) ¢ine in beiden Argumenten 27-periodische Funk-
tion ist. Es ist daher naheliegend die Funktionen f():(2) als Fourierreihe

B 400, )= Y B0 o9

n,m

darzustellen [ Die Rekonstruktion der Koeffizienten Fr(l}y),{(Q) aus gegebenen Zeitrei-
hen ©1(¢t) und ©2(t) ist nur dann moglich, wenn die Oszillatoren nicht synchro-
nisiert sind, d.h. wenn die Protophasen nicht jeweils eine Funktion der anderen
sind und die Verteilung der Daten daher den gesamten Zustandsraum, in diesem
Fall den Torus 0 < 6, 2 < 2m, abdeckt, da im Fall der Synchronisation die Daten
lediglich in einem 1-dimensionalen Unterraum ldgen und daher eine Funktion
zweier Variablen durch diese Daten unterbestimmt wére. Offensichtlich lassen
sich die Koeffizienten Fr(%17)7;(2) desto besser bestimmen, je unabhiingiger ©1(t)
und O(t) sind, wihrend die Qualitidt der Rekonstruktion mit ihrer Korrelation
abnimmt.

Da die Basisfunktionen als Funktionen der Zeitreihen i.A. nicht orthogonal
sind, kénnen die Koeffizienten F;, ,, nicht unmittelbar und unabhéngig vonein-
ander bestimmt werden: In Appendix [Bl finden sich zwei Methoden, um die
Koeffizienten zu bestimmen.

2.3 Das Invarianzproblem: Phase vs. Protopha-
se

Nachdem nun einerseits das theoretische Konzept der Phase bzw. der Phasen-
dynamik und anderseits die Standardmethoden ihrer Abschétzung aus Daten
dargestellt wurden, geht es in diesem Abschnitt darum, zu zeigen, dass die-
se beiden Aspekte nicht miteinander harmonieren, und daher die bereits im

40Obwohl das Konzept, die Dynamik von Oszillatoren durch ihre Phasendynamik zu be-
schreiben, nicht neu und inzwischen weit verbreitet ist - es geht zuriick auf [7] -, ist die Ver-
wendung eines solchen universellen Ansatzes einer Fourierreihenentwicklung zur Modellierung
der Dynamik nicht unbedingt als Standardverfahren anzusehen. Haufig wird die Modellierung
statt dessen apriori auf Funktionen der Phasendifferenz ¢ = 61 — 02 eingeschriankt, was der
h#iufig falschen apriori Annahme entspricht, dass die Phasendynamik keine Terme e“(n61—m2)
mit n # m oder keine additiven Terme enthélt. Vgl z.B. [I7, [12]. Dieses Vorgehen entspricht
der Verwendung einer gemittelten Dynamik, in der alle schnell variierenden Terme wegfallen
und lediglich die resonanten, langsam variierenden Terme ¢ = 6; — 02 erhalten bleiben.

5Hier ist aus Griinden der Ubersichtlichkeit nur die erste Funktion dargestellt. Die zweite
ist der Form nach identisch.
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Vorgriff auf diesen Abschnitt verwendete Unterscheidung von Phase und Pro-
tophase einzufithren. Abschliefend wird der konzeptuellen Ansatz skizziert, um
die Theorie und ihre Anwendung in der Datenanalyse wieder in Einklang zu
bringen.

Die Problemstellung soll am Beispiel zweier bidirektional gekoppelter Van-
der-Pol Ostzillatoren mit w; = 1.11, we = 0.89, = 0.5 und einer Kopplungs-
starke von € = 0.1

F = —wir + pin El - x%g +e(iy —d1),

To = 7(.«)%1‘2 + pxg (1 — l‘% + € (i‘l — i‘g) (219)
illustriert werden. Dieses System von Differentialgleichungen, Gl. (ZI9), wird
numerisch unter Verwendung des Euler-Verfahrens mit einem Zeitschritt von
At = 0.01s gelost, was zu den Losungen X;(t) und Xo(t) fithrt, die jeweils
80.000 Daten mit ca. 120 Daten pro Periode besitzen. Da anhand dieses Bei-
spiels gezeigt werden soll, dass die Verwendung unterschiedlicher Observablen
desselben Systems und unterschiedlicher Finbettungen derselben Zeitreihen zu
deutlich unterschiedlichen Modellen der Dynamik ihrer Protophasen fiihrt, die
des Weiteren nicht die in der Theorie der Phasendynamik abgeleitete Struktur
besitzen, wird neben den Losungen X1 (t) und X (t) eine zweite Observable der
Systeme iiber die nicht-lineare Funktion

Y7 o(t) = 2e05%12(0), (2.20)

eingefithrt. Ausgehend von den beiden Paaren von Observablen X 2(f) und
Y1,2(t) werden dann die Trajektorien in einem 2-dimensionalen Zustandsraum
durch zwei unterschiedliche Methoden der Einbettung rekonstruiert, um die
Protophasen iiber den Winkel des Zustandsvektors, Gl. ([ZZI6]), zu bestimmen.
Im ersten Fall wird die zweite Dimension des Zustandsraums durch die Hilbert-
Transformation, Gl. (ZI%)), definiert, was zu den vier Protophasen

Onz1(t), Omwa(t), Omyi(t), Omya(t)

fiihrt; im zweiten Fall durch die zeitliche Ableitung der Observablen

dX1 o
= (¢
© 421 2(t) = arctan (—dti()> 7

w12 X1,2(t)
was die vier Protophasen
Oaz1(t), ©Oawa(t), Oayi(t), Oay(t)

ergibt. Aus diesen Protophasen werden dann die Gleichungen der Dynamik des
ersten Oszillators

f(Hxl)(eH;ch 9H;c2)7 f(Axl)(HAxh 04z2),

FED Orry1, 0my2),  FAY (Oay1,0ay2)
in Form von Gl. (2I8) bestimmt, indem die entsprechenden Koeffizienten

(Hzx1) (Azl) F(Hyl) (Ayl)
n,m n,m n,m n,m

11



9Hy2 00 eHyl

Abbildung 2.1: (1) Die Koeffizienten der Protophasendynamik: (a) FT(L,Iffl),
(b) F,(L%U, (c) F,(Lﬁffl), (d) F,(ﬁ;lfl). (2) Die entsprechenden Funktionen
der Protophasendynamik: (a) fH*)(0g,1,0m.2), (b) fA"D(0421,0442), (c)
FE Orry1, 0my2), (d) FAY (Oay1,0ay0).
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durch die Minimierung des RMS-Fehlers, Appendix [Bl mit einer Ordnung der
Fourierterme von N = 7 berechnet werden. Die Absolutwerte der Koeflizienten
Fy(fzn sind in Abb. Iﬂ-lm zu sehen - die entsprechenden Funktionen f Q) (0i1,0:2)
in Abb. 2112 .

Fiir den Vergleich mit der theoretischen Konzeption der Phase sind die fol-
genden Aspekte dieser Ergebnisse von zentraler Bedeutung;:

1. Die vier Koeffizientenmatrizen und die vier Funktionen der Dynamik der
Protophasen sind nicht identisch, sondern weisen viel mehr kaum eine
systematische Ahnlichkeit auf, obwohl sie die Dynamik desselben Systems
beschreiben. Protophasen und die Modelle ihrer Dynamik sind demnach
keine Invarianten von Oszillatoren, sondern reflektieren in erster Linie die
in dieser Hinsicht zuféllige Wahl der verwendeten Observablen und Me-
thoden der Einbettung.

2. Die ausgeprigtesten Koeffizienten, Abb. 2.I}1, aller vier Protophasendy-
namiken finden sich fiir m = 0. D.h. die dominanten Komponenten der
Dynamik hidngen nicht von der externen Phase ab und sind daher nicht
als Effekte der Wechselwirkung der Oszillatoren zu verstehen: Die Dy-
namik der Protophasen weist ausgeprégte eigenperiodische Komponenten
der Form f (i)(ﬁi) auf, so dass die die Dynamik der Protophasen gekoppel-
ter Systeme durch ein Gleichungssystem der Form

b =1+ fOO) + 1D (0, 00),

92 = (ZJQ —+ f(2) (92) + f(2)(92’91) (221)

beschrieben werden muss und die eines autonomem Oszillators durch das
Gleichungssystem _ .
0 =0+ f(6). (2.22)

3. Da alle Protophasen dasselbe periodische Verhalten beschreiben und 27-
periodisch sind, sind ihre beobachteten Frequenzen, Gl. (Z12]), identisch.

4. Da Protophasen unterschiedliche eigenperiodische Terme aufweisen, aber
dieselbe beobachtet Frequenz besitzen, sind die konstanten Terme ihrer
Dynamik &% i.A. weder untereinander noch mit der autonomen Frequenz
wy des Oszillators identisch: &% # & # ws.

Damit unterscheiden sich die aus den Zeitreihen der Oszillatoren bestim-
men Protophasen fundamental vom theoretischen Konzept der Phase, das in
Abschnitt 2] skizziert wurde, weil Phasen einerseits eindeutig bestimmte Inva-
rianten von Ostzillatoren sind, die anderseits nur durch externe Einfliisse - wie
Koppelung - von einem linearen Wachstum abweichen, so dass die Funktion

6Die Ergebnisse des zweiten Oszillators sind strukturell identisch und werden daher im
Folgenden nicht weiter diskutiert.

"Der konstante Term Fo,0 wurde auf Null gesetzt, um die iibrigen Koeffizienten sichtbar
zu machen.

8 Auch hier wurde in der Berechnung der konstante Term Fp o auf Null gesetzt, so dass die
dargestellten Funktionen nur noch die Abweichung vom linearen Wachstum der Protophasen
beschreiben.

13



q(¢1, ¢2), die diese Abweichung beschreibt, ausschliefilich Komponenten besit-
zen kann, die auch von der jeweils externen Phase abhéngen. Die Koeffizienten
einer Fourierentwicklung von ¢q(¢1, ¢2),

q(¢1, ¢2) = Z Qmmei("%-i-m%),

miissen fiir m = 0 verschwinden: @, o = 0! Tabelle 2.1 fasst die fiir die weitere
Argumentation zentralen Unterschiede von Protophase und Phase zusammen:

Phase Protophase
eindeutig bestimmt es existieren beliebig viele
invariant héngt von Observablen und Einbettung ab
¢ = wo 6=+ f(0)
¢1 = w1 + g (1, p2) 01 = &1+ fO0) + FD(01,02)
w1: eindeutig, autonome Frequenz | w;: beliebig viele, keine physikalische Bedeutung

Tabelle 2.1: Die Unterschiede von Phase und Protophase

Der zentrale Unterschied zwischen Phase und Protophasen und die Ursache
des Invarianzproblems sind demnach die autonomen Terme f ) (0;) der Pro-
tophasendynamik. Aus diesem Zusammenhang ergibt sich der allen folgenden
theoretischen Ausfithrungen zu Grunde liegende Losungsansatz:

1. Um das Invarianzproblem zu 16sen und damit die Liicke zwischen Theorie
und Anwendung der Phasendynamik zu schlieen, wird einer Transfor-
mation von Protophasen zur Phase 6; — ¢ definiert, die alle eigenperi-
odischen Terme der Form f(*) (0;) eliminiert und so variante Protopha-
sen in die eindeutig bestimmte Phasd] iiberfithrt. Diese Transformation
von Protophasen zu Phasen beruht auf der Elimination aller dynamischen
Komponenten, die sich als deterministische und daher periodische Funk-
tionen der jeweiligen Protophase darstellen lassen, wihrend alle dynami-
schen Komponenten, die eine externe Ursache haben - wie Rauschen oder
Kopplungseffekte - und die sich daher nicht als eigenperiodische Terme
darstellen lassen, erhalten bleiben.

9Da die Eindeutigkeit im Fall gekoppelter Systeme nicht unmittelbar einsichtig ist, wird
dort ein theoretischer Beweis gefiihrt, der die Eindeutigkeit sicherstellt, vgl. Abschnitt L 1.2
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2. Um ausschliefflich die eigenperiodischen Terme f (®) (0;) zu beseitigen und
alle {ibrigen Informationen zu erhalten, wird die Transformation als ei-
ne deterministische und invertierbard'd Koordinatentransformation ?(6;)
konzipiert.

3. Da es sich bei allen dynamischen Komponenten um Abweichungen vom
linearen Wachstum der Phase bzw. Protophase, handelt, kann die Trans-
formation ¢(#) als Losung des Minimierungsproblems

<(<i5(9) - wo>2>t = min (2.23)

aufgefasst werden [

10Dje Invertierbarkeit folgt aus der Monotonie von Phase und Protophase und der determi-
nistischen Abbildung.

1 Die Durchschnittsbildung (...), ist als Durchschnitt iiber die gegebene Zeitreihe aufzufas-
sen.
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Kapitel 3

Phasentransformation:
autonome Oszillatoren

In diesem Kapitel wird dargelegt, wie die Transformation von den Protophasen
zur Phase eines autonomen Oszillators bestimmt werden kann. Dieses Kapitel
gliedert sich in zwei Abschnitte: Im ersten, theoretischen Abschnitt wird die
Transformation von Protophasen zur Phase autonomer Oszillatoren entwickelt,
die im zweiten Abschnitt an einigen Beispielen illustriert wird.

3.1 Theorie

Gesucht wird eine Transformation von Protophase zu Phase:
0 — .
Die geforderten Eigenschaften dieser Transformation sind:

1. Die Phase ¢ muss 2m-periodisch in der Protophase 6 sein, um die durch-
schnittliche Frequenz zu erhalten.

2. Die Transformation muss eine deterministische Funktion der Protopha-
se ¢(0) sein, damit sie als Koordinatentransformation alle Informationen
erhélt. Mit der Monotonie der Phase folgt aus dieser Bedingung die Inver-
tierbarkeit der Transformation.

3. Die Transformation muss die Abweichungen von ¢ von einem linearen
Wachstum minimieren bzw. zu einer moglichst gleichméffigen instantanen
Frequenz ¢ fiihren.

Dies bedeutet, dass die Transformation alle als deterministische Funktionen von
0 darstellbaren Abweichungen von 6 von einem linearen Verlauf eliminieren soll,
so dass die sich so ergebende Phase ¢ lediglich Abweichungen von einem linea-
ren Wachstum aufweisen kann, die keine deterministische Funktion von ¢ sind
und daher nicht als Resultat einer Koordinatentransformation - also nicht als
Resultat der beliebigen Wahl einer Observablen - angesehen werden kénnen.
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Zuerst sei angenommen, dass es sich um einen strikt periodischen Oszillator
ohne Rauschen handelt. Aus der Ableitung der Phase ¢(6) ergibt sich dann

do _ dpdf _

dat  doar

Aus der Annahme folgt, dass ‘;—f (0) eine deterministische Funktion von 6 ist und
dass die mittlere Frequenz wg eindeutig durch 6 bestimmt ist, so dass

wo
dp = —2_dp (3.1)
%)

gilt und die gesuchte Transformation durch

o= | " g (3:2)
= W — .
), do

gegeben ist [5].

Im Fall von Rauschen oder schwachem Chaos wiederholt sich die Trajek-
torie nicht exakt, so dass die zeitliche Ableitung von 6 keine deterministische
Funktion von 6 mehr ist. Die Transformation § — ¢ kann daher nur durch eine
Mittelwertbildung bestimmt werden, die auf hinreichend langen Beobachtungen
des Oszillators beruht [28] 29]. Die Frequenz des Oszillators wird durch

o(T) - ()

- (3.3)

wo =

aus der gegebenen Zeitreihe O(t) abgeschiitzt. Um die gewiinschte Transforma-
tion zu erhalten, wird dann die rechte Seite von Gl. (3]) gemittelt,

dt

dp = wo <@(9)> o = o(0)do, (3.4)

wobei () die Mittelung iiber Zyklen der Oszillation bedeutet, die hier durch
Integration iiber die Zeit,

<()>:T/O (---)dt, (3.5)

ausgefiihrt wird. Die Funktion

o(0)

27
in Gl. (34) ist die Wahrscheinlichkeitsdichte der Variable 6, da sie reziprok
proportional zur Geschwindigkeit der Bewegung auf der Trajektorie ist. Diese
Wahrscheinlichkeitsdichte kann als

a(6)

21

= (8(0(t) - 0)) (3.6)
geschrieben werden, wobei §(z) die Diracsche Delta-Funktion ist und die Durch-
schnittsbildung im Sinne von Gl. (81 durchgefiihrt wird. Wird die Wahrschein-
lichkeitsdichte o () als Fourierreihe,

o(0) = Sne™? (3.7)
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mit den Entwicklungskoeffizienten

1 27

S, o(0)e=™dp (3.8)

=5/,
geschrieben und Gl. [B.6]) substituiert, erhilt man

T 2 . 1 T .
Sp = — / dt [ doe="?5(O(t) — 0) = — / e m9Wat . (3.9)
T Jo 0 T Jo

was So = 1 impliziert[] Aus G1. 34) ergibt sich unter Einsetzen von Gl. (3.7)

d¢ = o(0)do = <Z Snem9> do

und hieraus durch Integration beider Seiten mit Sy = 1 die gesuchte Transfor-
mation:

o(0) /090(9')(19' =Y S, /09 e qg’

S"l in
= 9+Z%(e -1). (3.11)
n#0

Gl. 39) und Gl. (BII) sind das wesentliche theoretische Resultat dieses Ab-
schnitts. Sie definieren eine Transformation von beliebigen Protophasen zu der
Phase eines Systems. Transformation [B.II)) ergibt eine strikt linear wachsen-
de Phase fiir strikt periodische Oszillatoren ohne Rauschen. Fiir Zeitreihen mit
Rauschen ergibt sie die bestmogliche Naherung an eine linear wachsende Phase,
in der alle 2m-periodischen Abweichung von einem linearen Verlauf eliminiert
sind, so dass alle noch verbleibenden Abweichungen nicht periodisch und somit
durch externe Einfliisse wie Rauschen bedingt sind.

3.2 Anwendung

Inhalt dieses Abschnitts ist es, den Effekt der Phasentransformation fiir auto-
nome Oszillatoren an zwei Beispielen zu illustrieren. Hierauf soll im Folgenden
aber nur kurz eingegangen werden, da der eigentliche Fokus der Arbeit auf
der Analyse der Dynamik gekoppelter Oszillatoren und insbesondere auf der
Anwendung zur Rekonstruktion von Phasenmodellen der kardiorespiratorischen
Wechselwirkung aus physiologischen Messdaten liegt.

'In Anwendung auf eine gesampelte Zeitreihe, die aus N, Werten O(¢;) mit dem Zeitun-
terschied At = Nl besteht, so dass t; = jAt gilt, kann die Integration durch eine Summation
P
ersetzt werden:
1 &

Sn = —
Np &

e*in@(tj) ) (3.10)
1
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3.2.1 Van-der-Pol Oszillator mit Rauschen

Um den Effekt der Anwendung der Phasentransformation Gl. 3.9), Gl. (3I0),
Gl. (3I1I) zu demonstrieren, wird ein Van-der-Pol Oszillator,

i —p(l —2?)i 4w’z = £(1), (3.12)

verwendet, wobei p = 0.5, w = 1.11 und £(¢) weies Rauschen mit einem Mit-
telwert von (£(¢)) = 0 und einer Korrelation (£(t)£(t')) = o25(t — t') mit einer
Intensitdt von ¢ = 0.05 ist. Das Gleichungssystem Gl. BI2) wird mit dem
Euler-Verfahren numerisch gelost, was zu der Zeitreihe X (t) mit eine Linge von
40.000 Datenpunkten und einem Zeitabstand von At = 0.01s fiihrt. Aus der
ersten Observablen X () wird eine zweite Observable

Y(t) = eX®

definiert. Die beiden Observablen X (¢) und Y () werden iiber die Hilbert-Trans-
formation, Gl. ([ZI3)), 2-dimensional eingebettet, Abb. Bl (a), (b). Aus diesen
beiden Trajektorien werden drei Protophasen berechnet. Die erste Protopha-
se ©,1(t) wird aus der Trajektorie X (t) 4+ X (t) mit dem Nullpunkt 3(Op) =
0, R(Op) = 0 iiber den Winkel der Polarkoordinaten, Gl. (ZI6]), berechnet.
Die zweite Protophase ©,5(t) wird aus der Trajektorie X (¢) 4+ i X (t) mit dem
verschobenen Nullpunkt $(Op) = 0.8, R(Op) = 0 iiber den Winkel der Polarko-
ordinaten berechnet. Die dritte Protophase ©,(t) wird aus der Trajektorie der
zweiten Observablen Y (£)+iY (¢) mit dem Nullpunkt $(Op) = 0, R(Og) = 0 glei-
chermafen iiber Gl. (2I6) berechnet, nachdem von der Trajektorie Y (t) 44V ()
ihr Durchschnitt abgezogen wurde. Aus den Protophasen ©1 2 3(¢) werden nach
Gl. 3I0) und GL.(ZII) die Phasen ®1 2 3(t) mit einer Ordnung von N = 48
berechnet. Um den Effekt der Transformation deutlicher darstellen zu kénnen,
werden die Abweichungen der Protophasen

AOq 23(t) = O1,23(t) — O

bzw. der Phasen
ADy 5 3(t) = Py 23(t) — O

berechnet, wobei Q die beobachtete Frequenz, Gl. ([212]), ist. Die Zeitreihen
AOq23(t) sind in Abb. Bl (c) als gestrichelte Linien dargestellt. Alle drei
Zeitreihen zeigen einerseits ein deutliches periodisches Verhalten, das fiir je-
de der drei Protophasen spezifisch ist und auf die unterschiedliche Berechnung
der Protophasen zuriickzufiihren ist, und andererseits die durch das Rauschen
induzierte Phasen-Diffusion [5] in Form eines langsamen Trends. Die jeweils ent-
sprechenden Phasen A®q 5 3(¢) sind in Abb. Bl (c) als durchgezogene Linien
geplottet: Die durch die Wahl der Observablen bedingten periodischen Schwan-
kungen wurden in allen drei Féllen vollsténdig eliminiert, wéhrend die sowohl
Phasen-Diffusion als auch die unmittelbaren Effekte des Rauschens auf die Pha-
se erhalten bleiben und in der Abbildung klar sichtbar sind. Alle drei Phasen
weisen eine sehr dhnliche Dynamik auf - A®q(¢t) und A®s(t) sind sogar de-
ckungsgleich.

Ein zweite Moglichkeit, den Effekte der Phasentransformation zu verdeut-
lichen, besteht darin, die Verteilung der Protophasen und Phasen mod 27 in
Form eines Histogramms zu vergleichen. Die Verteilung der Protophasen ist
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Abbildung 3.1: (a) Die Trajektorie der ersten Observablen X (t) 4+ iX(t) des
Van-der-Pol Oszillators. Der Nullpunkt bzw. das Rotationszentrum zur Bestim-
mung der Protophase ©,1(t) ist als griiner Punkt dargestellt, der Nullpunkt
zur Bestimmung der Protophase ©4(t) als roter Punkt. (b) Die Trajektorie der
zweiten Observablen Y (t) 4 7Y (t). Der Nullpunkt ist als griiner Punkt darge-
stellt. (¢) Die Abweichungen vom linearen Wachstum der Protophasen A® sind
gestrichelt, die der Phasen A® als durchgezogene Linien dargestellt: Die Ab-
weichungen der ersten Protophase ©,1(¢) und Phase ®,1(t) sind blau, die von
O42(t) und P,o(t) magenta und die von ©,(t) und &, (t) rot.

in der oberen Reihe von Abb. zu sehen: Jede der drei Protophasen weist
eine je spezifische Form der Verteilung auf. Da die Verteilungsdichte einer dy-
namischen Grofie umgekehrt proportional zur zeitlichen Ableitung ist, ist diese
Abweichung von der Gleichverteilung dquivalent mit dem Sachverhalt, dass die
zeitliche Ableitung einer Protophase Variationen unterliegt, die 2m-periodisch in
den Protophasen selbst sind - nicht periodische Variationen mitteln sich hinge-
gen bei hinreichend langen Zeitreihen aus. Die Histogramme der oberen Reihe
veranschaulichen demnach das in Abschnitt 23] herausgestellte Charakteristi-
kum von Protophasen, je nach gew&hlter Observable eine charakteristische, ei-
genperiodische Dynamik aufzuweisen, auf Grund derer die Protophasen erstens
voneinander und zweitens vom theoretischen Konzept der Phase abweichen. In
der unteren Reihe von Abb.[B2sind die Verteilungen der jeweils entsprechenden
Phasen zu sehen: Diese sind gleich verteilt, was dem Sachverhalt entspricht, dass
ihre Dynamik - dem theoretischen Konzept der Phase entsprechend - keine 27-
periodischen Komponenten mehr aufweist. Die Ergebnisse zeigen demnach, dass
die Phasentransformation die eigenperiodischen Komponenten der Protophasen
eliminiert bzw. nicht homogene Verteilungen der Protophasen nivelliert.
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0.05 0.05 0.05

0.05 0.05 0.05
(d) (e) (f)

0 0 0
0 2r 0 2r 0 2m
.1 (mod 2m) .5 (mod 2m) ®, (mod 2m)

Abbildung 3.2: Die Verteilung der Protophasen und der Phasen mod 27 Es
wurden 32 Segmente verwendet. Die Anzahl der Daten in den Segmenten wurde
durch die Anzahl der Daten geteilt. (a) ©41, (b) Og2, (¢) Oy, (d) Pz, (€) Pya,
() Dy
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3.2.2 Optimierung des Synchronisations-Index

Um zu zeigen, dass die Phasentransformation auch als Preprocessing fiir die
Anwendung von Standardverfahren zur Charakterisierung der Wechselwirkung
von Ostzillatoren niitzlich ist, soll in diesem Abschnitt gezeigt werden, dass sich
die Bestimmung des Synchronisations-Index [19 42] durch die vorherige Anwen-
dung der Phasentransformation optimieren ldsstld Der Synchronisations-Index
zweier Oszillatoren wird aus ihren Protophasen 64, 65 iiber

(3.13)

Yn,m =

IR
= / ez(nel(t)fmGQ(t))dt
T 0

berechnet, wobei iiber eine hinreichend lange Zeitreihe integriert werden muss.
Gl. 3I3) kann fiir ungekoppelte Oszillatoren analytisch geldst werden, da im
Fall unabhéngiger Systeme der Mittelwert des Produkts gleich dem Produkt der

Mittelwerte,
1t I
_/ elnal(t)dt _/ e—’L'r‘r‘LOQ(t)dt
T Jo T Jo

ist, was sich mit der Definition der Koeffizienten der Phasentransformation, 57(11)7
) der beiden Oszillatoren nach Gl. @E3) als

unab __
’Yn,m -

?

Y = || 52| (3.14)

schreiben lédsst. Da im Fall von ungekoppelten Systemen der Synchronisations-
Index fyg”;‘,}bb = 0 sein sollte, zeigt der Vergleich mit Gl. (3.14)), dass der Synchroni-
sations-Index fiir ungekoppelte Systeme nur dann den korrekten Wert ergibt,
wenn S = 0 und S =0 gilt. Andernfalls ergibt sich eben félschlicher Weise
eine Synchronisations-Index der Stérke Gl. (BI4]).

Da anderseits die Koeffizienten S,, nur fiir Phasen, nicht aber fiir Protopha-
sen, Null sind, bzw. in der Phasentransformation dazu dienen, die Komponenten
der Protophasendynamik zu eliminieren, die sie erzeugen, folgt, dass nur Pha-
sen, nicht aber Protophasen den korrekten Wert des Synchronisations-Index
’yj{%b ergeben: Die durch die jeweilige Observable bedingten eigenperiodischen
Terme der Protophasendynamik erzeugen Artefakte in der Charakterisierung
der Wechselwirkung von Oszillatoren durch den Synchronisations-Index. Diese
Artefakte sind in den meisten Féllen allerdings so klein, dass sie vernachléssigt
werden kénnen - im Fall von zwei gekoppelten Van-der-Pol Oszillatoren mit den
Observablen X o(t) liegt der Fehler beispielsweise bei Ay = 0.04. Andererseits
gib es auch Fille extremer Variationen der Protophasendynamik, in denen so
drastische Fehler auftreten, dass sich ohne eine vorherige Phasentransformation
iiberhaupt keine sinnvollen Ergebnisse erzielen lassen.

?Dass die Differenz von Protophase und Phase einen relevanten Effekt auf die Bestimmung
des Synchronisations-Index hat, wurde von Izhikevich und Chen [22] herausgestellt. Ein An-
satz, um die durch die Verwendung von Protophasen erzeugten Artefakte zu eliminieren gibt
Daido [23] an: Hier werden die beiden Faktoren in Gl. (3I3) um ihren jeweiligen Mittelwert
korrigiert.
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Um einen solchen Fall zu illustrieren, werden die Zeitreihen X 5(¢) der Lénge
980.000 eines Hindmarsh-Rose Neurons [45] ,

i=y—2%+322 -2+ 1,
y=1-52%—y, (3.15)
2= 0.006 (4(x + 1.6) — 2),

fiir unterschiedliche Werte der Parameter I; = 1.32 und Iy = 1.48 numerisch
mit dem Euler-Verfahren bei einem Zeitschritt von At = 0.01s berechnet. Fiir
die beiden Werte zeigt das Modell dasselbe qualitative Verhalten, aber mit ei-
ner unterschiedlichen Frequenz, so dass die so generierten Zeitreihen X; o(¢)
als Modell zweier ungekoppelter Neuronen mit unterschiedlichen Frequenzen
angesechen werden konnen, fiir die der Synchronisations-Index 7y, = 0 sein
sollte. Aus den Zeitreihen X 5(t) werden die Protophasen ©1 2(f) iiber eine
Einbettung mit Hilfe der Hilbert-Transformation, Gl. (ZTI3]), durch den Winkel
der Polarkoordinaten, Gl. (2.16), und aus diesen Protophasen iiber die Phasen-
transformation, Gl. (89) und Gl. (BII]), mit einer Ordnung von N = 48 die
Phasen ®; »(t) berechnet.
Die erste Tabelle zeigt die sich aus den Protophasen ergebenden Synchronisa-

tions-Indices,

Erete Ipn=1 n=2 n=3 n=4

m=1] 0.88 0.78 0.64 0.48

m=21] 080 0.70 0.58 0.44

m=3| 0.69 061 050 0.38

m=41] 0.60 052 043 0.32

wéhrend die sich aus den Phasen ergeben Synchronisations-Indices in der zwei-
ten Tabelle dargestellt sind.

qphase | p =1 n=2 n=3 n=4

m=1] 0.01 0.00 0.00 0.00
m=21| 0.00 0.00 0.01 0.01
m=3] 0.00 0.00 0.00 0.01
m=41{ 0.00 0.00 001 0.01

Offensichtlich kénnen nur die aus den Phasen bestimmten Synchronisations-
Indices als sinnvolle Ergebnisse angesehen werden, wéhrend die aus den Proto-
phasen bestimmten Indices nahezu vollstdndige Synchronisation fiir ungekop-
pelte Neuronen unterschiedlicher Frequenz anzeigen. Es sei darauf hingewiesen,
dass die aus den Protophasen berechneten Ergebnisse nahezu perfekt den theo-
retischen Vorhersagen nach Gl. (8:I4]) entsprechen. Die Ergebnisse zeigen dem-
nach, dass die Phasentransformation im Fall extremer Protophasendynamiken -
wie der von Neuronen - nicht nur die Berechnung von Synchronisations-Indices
verbessert, sondern iiberhaupt erst sinnvolle Ergebnisse erméglicht. Da die Pha-
sentransformation als deterministische, invertierbare Transformation keinerlei
Informationen eliminiert, empfiehlt es sich daher, sie bei der Bestimmung von
Synchronisations-Indices grundsétzlich als Preprocessing zu verwenden.
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Kapitel 4

Phasentransformation:
gekoppelte Oszillatoren

Inhalt dieses Kapitels ist die Transformation von Protophasen zu Phasen ge-
koppelter Oszillatoren. Dieses Kapitel gliedert sich in drei Abschnitte: Im ersten
theoretischen Abschnitt wird die Transformation von Protophasen zur Phase ge-
koppelter Oszillatoren entwickelt, im zweiten theoretischen Abschnitt wird ein
Beweis der Invarianz der so bestimmten Phasen gefiihrt, wihrend im dritten Ab-
schnitt die Transformation an einigen Beispielen in ihrer Anwendung illustriert
wird.

4.1 Theorie

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie die Phasen ¢; 2 und so die Gleichun-
gen ihrer Dynamik, Gl. (2.I1]), aus zwei skalaren Observablen z1 o gekoppelter
Oszillatoren rekonstruiert werden kénnenl] Es wird wieder angenommen, dass
die Zeitreihen der Protophasen, ©1(t), ©2(t), bereits aus den gegebenen Zeitrei-
hen X 2(t) bestimmt wurden, so dass die Rekonstruktion der Phasen wieder
die Form einer Transformation von Protophasen zu Phasen annimmt.

4.1.1 Die Phasentransformation

Als erster Schritt werden die Koeffizienten F,(Ll,,?) in Gl. (2I8)) mit einer der
Methoden in Appendix [B] bestimmt, so dass die Dynamik der Protophasen in
der Form

01(61,05) = FD(01,02) = 3 L) im0 timo: (4.1)

n,m

vorliegt - aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird hier nur die Gleichung der
ersten Protophase dargestellt. Dieser erste Schritt fiihrt zu einer expliziten Dar-
stellung der Protophasendynamik: 6;(01,602) = f1)(01,60) und 69(62,60;) =
F@(0s,01).

IDiese Methode liisst sich theoretisch unmittelbar fiir mehr als zwei gekoppelte Oszillatoren

erweitern, wird hier aber der Ubersichtlichkeit der Darstellung halber fiir zwei Oszillatoren
diskutiert. Ein Beispiel mit drei gekoppelten Oszillatoren findet sich in Abschnitt [£.2.5]
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Im zweiten Schritt soll eine Transformation bestimmt werden, die von den
durch Gl. (ZI8) beschriebenen Protophasen zu Phasen ¢4 5 fithrt, die Gl. (211,

451 =wy + q(l)(fﬁh ®2),

erfiillen. Diese Transformation soll den Uberlegungen in Abschnitt 23] folgend,
die eigenperiodischen Terme FT(LZ)O in der Protophasendynamik eliminieren, so
dass die dann verbleibenden Terme immer auch von der jeweils externen Phase
abhédngen, und daher als Effekte der Kopplung aufzufassen sind. Die Phasen-
transformation - die Separation genuiner Kopplungseffekte von Effekten der
Wahl der Observablen und somit des Koordinatensystems - beruht demnach
auf der Annahme, dass die Komponenten der Kopplungsfunktionen ¢(*2) der
Phasendynamik immer von der jeweils externen Phase abhédngen, wiahrend die
Effekte der Wahl des Koordinatensystems ausschliellich von der jeweils eigenen
Protophase abhiingen [28] 29].
Dies bedeutet, dass die folgenden Bedingungen,

27 27
/ ¢ (61, 62) dery = / 0@ (61, 0) dn =0, (4.2)
0 0

gelten, was eben impliziert, dass die Kopplung von Oszillatoren nicht zu einer
Verénderung der Dynamik fiithrt, die von der jeweils externen Phase unabhéngig
ist @ Wird die gewiinschte Transformation 61 2 — ¢1 2, dhnlich wie im Fall au-
tonomer Oszillatoren, Gl. (34)), in der Form

dér _ ) dd2 _ (2
d01 =0 (91) 5 d92 =0 (92) (43)

geschrieben, wobei die Normalisierungsbedingungen

1 27 1 2

— M (6,)do, =1 —/ @) (0,)do, = 1 4.4
2ﬂ00(1)172ﬂ00(2)2 (4.4)
gelten miissen, die sich aus der Bedingung ergeben, dass ¢4 2 jeweils 2m-periodisch
in 6; 2 sein miissen, um dieselbe beobachtete Frequenz 2; » zu besitzen, dann
fihrt das Einsetzen der Gleichungen der Protophasendynamik

do; .
2t — (g, 0,
dt f ( (2] J)a

?Diese Bedingungen sind #quivalent, weil die Funktionen q(1’2) 2m-periodisch in ihren Ar-
gumenten sind, so dass die Integration iiber eine Periode Null ergibt. Werden die ¢(1-2) in der

Form
q(l)(¢17¢2) - Z Qn’mei(nm-‘rmdm)

n,m

dargestellt, dann fithrt die Integrationsbedingung zu
2m . . 2m
/ q(l)(¢1’¢2) doo = 27TZQn,0€m¢1 + Z Qn,meznd)l / ezm¢2d¢2 =0,
0 n,0 n,m#0 0
so dass wegen der Periodizitdt der Exponentialfunktion
2w Z Qn,oemd’l =0
n,0

gelten muss, was eben nichts anderes besagt, als dass die Kopplungsfunktionen keine Terme
beinhalten diirfen, die nur von der jeweils eigenen Phase abhéngen.
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Gl. 213), in Gl. (£3) zu:

dpr _ )
a °

=0 (02) £ (01,62). (4.5)

OO0, 22

Mit der formalen Definition der Phasendynamik ¢; = w;+q¢¥ (¢4, ¢;), G1. (21T,
ergibt sich dann

wi+gM (P, d2) = oW (01) D (01,02),  watq®(da, ¢1) = P (02) FP (61, 600)

was sich mit der Bedingung Gl. [@2)) als

1 27

w1 = oo dgo o (01) f M) (01, 62), (4.6)
™ Jo
1 2m

Wy = o doy o (92)f(2) (01,02) (4.7)
™ Jo

schreiben lésst. Durch eine Substitution der Integrationsvariablen von ¢; 2 zu
01,2 unter Verwendung von Gl. (£3) erhilt man

1 27
wi= o dhy oM (01)0 @ (02) f V) (61, 65), (4.8)
0
1 27
wy = o doy oM (01)5@ (62) P (01, 0,). (4.9)
0

Dies fiihrt zu einem System von Gleichungen,

2mw1

Jy™ dbz, 0 (02)F0)(61,02)

2Two
I a6y oM (61) £ (61, 0)

= oM (0,), (4.10)

=@ (6y), (4.11)

das die beiden Transformationen o) (6, 5) definiert. Die in diesem System
noch unbestimmten autonomen Frequenzen, w; o, lassen sich unter Verwendung
der Normierungsbedingung, Gl. ([@4]), durch die Ausdriicke

27
df 1
— ! =, (4.12)
0 0 dbs o(2) (eg)f(l)(el, 92) w1
2
d0s 1 (4.13)

0 fO d91 O'(1 91)f<2 (91,92) w2

gleichermaBen bestimmen, so dass Gl. (£10), Gl. @I1), Gl. @I2), Gl. @I3)

ein geschlossenes System von Gleichungen fiir die Unbekannten o(*2) und w12
unter Voraussetzung der im ersten Schritt erworbenen expliziten Kenntnis der
Protophasendynamik f (i)(ﬂi, 6,) bilden, das durch die im Appendix [C] beschrie-
benen Methoden numerisch gelost werden kann. Nachdem das System gelost
wurde und w; sowie die Transformationen o (6;) explizit als Fourierreihen,

oM (y) =SSPV o@D (gy) =3 sPe0 (a14)

n n
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bekannt sind, konnen die Phasen ¢1, ¢2 aus den Protophasen 61, 65 auf der
Basis von Gl. (£3]) durch Integration iiber

O s@
$1(61) =01+ — (€™ —1),  ¢a(02) =2+ e (e —1) (4.15)
n#0 n#0

gewonnen werden.

4.1.2 Die Invarianz der Phase

Einer der zentralen Griinde, die Phasentransformation einzufiihren, war der
Wunsch nach einer invarianten Beschreibung der Systemdynamik. In diesem
Abschnitt soll dargelegt werden, dass die Phasentransformation zu einem ge-
geniiber der Wahl einer Observablen oder einer Einbettungsmethode invarian-
tem Resultat - der Phase - fithrt. Die zentrale Annahme, dass sich die gekop-
pelten Systeme in der Umgebung eines Grenzzyklus befindet, impliziert, dass
sie sich in sehr guter Ndherung jeweils durch eine periodische Variable, #; und
62, beschreiben lassen: #1(61), Z2(62). Die Wahl anderer Observablen oder Ein-
bettungsmethoden ldsst sich dann als deterministische Transformation ¢;(Z;) in
ein anderes Koordinatensystem

U1 (Z1(01)), 92 (F2(62))

auffassen, so dass neue, durch diese Koordinatentransformation gewonnene Ob-
servablen y; und ys gleichermaflen eine Funktion der Protophasen 6; und 6,
sein miissen. Werden auf der Basis der Observablen Protophasen v » bestimmt,
stehen diese wegen der 1-dimensionalen Struktur der Trajektorien wiederum in
einer ein-eindeutigen Abbildungsbeziehung zu den Observablen y; und ys, so
dass die Beziehungen der neuen Protophasen zu den alten Protophasen durch
einen Zusammenhang der Form

d91 (1) d92 (2)
it =2 416
a7 (1), Qg (¢2) (4.16)
bestimmt sind. Werden nun die Phasen ¢; und ¢, eingefiihrt, die nach Gl. (€3])
durch die Form
do
db,

bestimmt sind, dann folgt aus der Beziehung der Protophasen, Gl. (£10]),

= g® (6:)

dor _ dov by ) ) _ gy

dipy  dby dypy

492 _ doa by _ (2,02
dpp  dfy dipo

Aus der formalen Definition der alten Protophasendynamik, Gl. (ZI8]),

01(01,02) = £ (01,62)

(4.17)
— 5(2).
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folgt mit der Beziehung zwischen den alten und den neuen Protophasen, Gl. (£I6]):
. diy - 1)
= ﬂ@l - L =g,
N
(4.18)
L dyy f@ @
Yy = 6, 2*7(2) =g

Wird nun die im letzten Abschnitt entwickelte Phasentransformation, Gl. (@I0]),
Gl. (@II)) auf die neuen Protophasen angewendet, 11 2 — ¢1 2, fithrt dies zum
Gleichungssystenﬁ

2mwq

ST dipy @ (2) g (11, 12)
o iy 1

0 027r dipy B (1h2)g D (1,102) @1
dessen Losung die Phasentransformation bestimmt. Wird in diesem Gleichungs-

system 8(1:2) aus Gl. (@I7), ¢""'? aus Gl. (@IR) und di); » Gl. (@IB) substitu-
iert, folgt

= 5(1)(w1)5

2mwq
YTyl
27 C{Y_Gll 1
0 JiT A oy L w
was dquivalent zum Gleichungssystem, Gl. (10), G1. (@I,

L S ¢
[27 dfy 0@ FO) ’
o dbh 1

o [IT dby o f1) W
ist, das die Phasentransformation der alten Protophase beschreibt. Es wurde
demnach gezeigt, dass fiir jeden Wechsel der Observablen, der Gl. (£16) erfiillt,
die Gleichungssysteme ihrer Phasentransformationen &dquivalent sind, und die
Phasen daher invariant gegeniiber dem Wechsel der Protophasen - d.h. fiir alle
Félle in denen Protophasen unterschiedlicher Observablen oder Einbettungsme-
thoden deterministische Funktionen voneinander sind, 41 (61) und 2(02).

4.1.3 Die Rekonstruktion der Phasendynamik

Aus den Phasen ¢1, ¢ und ihren Ableitungen, die bereits in Gl. (L) gegeben
sind, erhélt man eine explizite Darstellung der Phasendynamik,

do1 N (1) i(né1+me2)
W(¢17¢2)*2Qn,mezn mez )
n,m
(4.19)
d¢2 _ (2) i(ndatmeér)
W(¢27¢1)*2Qn,me 2 ! )

n,m

3Es wird im Folgenden der Ubersichtlichkeit halber nur der Fall des ersten Oszillators
betrachtet.
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wobei die Koeffizienten Qsll,’n%) mit denselben Methoden bestimmt werden wie die
Koeffizienten Fy(l,lr’,%) der Protophasendynamik in Gl. (Z-I])), siche Appendix[Bl Es

sei darauf hingewiesen, dass alle Koeffizienten Qfll”om, die den autonomen Termen
entsprechen, auf Grund der Phasentransformation Null sein miissen, so dass in
Gl. (EI9) ausschliefllich die konstanten Terme ng) und Terme auftreten, die
auch von der jeweils externen Phase abhidngen und somit als Kopplungseffekte
aufgefasst werden konnen.

Um diese Gleichungen zur formalen Definition der Phasendynamik, Gl. (211]),

d).l :W1+q(1)(¢17¢2)7 (ZS-Q :W2+q(2)(¢2a¢1)a

in Beziehung zu setzen, muss bedacht werden, dass nicht ausgeschlossen werden
kann, dass die Kopplungsfunktionen ¢(*), ¢® neben den periodischen Termen in

Gl. (I19)) auch konstante Terme q01’2) enthalten, so dass die Beziehung zwischen

Gl (EI9) und Gl 2I1),

wr=Q—ay’, Ve =a” + Y Qe
n#0Vm=#£0
w2 = (()?())*Q(()Q)v Q(Q)(¢2a¢1):‘k()2)+ Z Qﬁ%@e“”@mq’“,
n#0Vm=#£0
(4.20)

nur bis auf die unbekannten Konstanten q(()l’Q) bestimmt ist. Die Rekonstruk-
tion der autonomen Frequenzen wj 2 kann daher nur ndherungsweise unter der
Annahme qém) = 0 durchgefiithrt werden, wenn lediglich ein Datensatz der ge-
koppelten Oszillatoren gegeben ist.

Stehen hingegen mindestens zwei Datenséitze derselben Oszillatoren mit un-
terschiedlicher, aber unbekannter Kopplungsstirke zur Verfiigung, kénnen un-
ter der Annahme eines linearen Zusammenhangs von Kopplungsstéarke und der
Norm der Kopplungsfunktion der Phasendynamik die konstanten Terme q(()l’2)
bestimmt werden, so dass die autonomen Frequenzen w; o exakt rekonstruiert
werden koénnen. Dieser Punkt wird im Folgenden nur fiir den ersten Oszillator
diskutiert - die Argumentation gilt analog fiir den zweiten Oszillator. Wenn die
Annahme korrekt ist, dass die Kopplungsfunktion ¢(!) linear mit der Stiirke der
Kopplung € zunimmt, dann miissen sowohl die Norm der oszillierenden Terme

in Gl (£20)

No=, > |@Wn (4.21)

n#0Vm#0

als auch der moglicherweise vorhandene konstante Term der Kopplungsfunktion
qc()l) linear mit e zunehmen:

qc()l) €, Ng xe

Werden die aus zwei unterschiedlichen Datensétzen gewonnen Ergebnisse mit
(a) und (b) bezeichnet, erhilt man

(1a) _ (1) € Ny e
qO - qO €(b) ) N(b) = €(b) .
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Aus Gl (£20) folgt dann

(a)
1 1b 1 1b 1b) [ €
5 - b =al o = (G 1))

was zu folgendem Zusammenhang fithrt, um die autonomem Frequenzen der
Oszillatoren wy und wy aus wenigsten zwei unterschiedlichen Datensétzen (a), (b)
mit unterschiedlicher aber unbekannter Kopplungsstéirke exakt zu bestimmen:

(1b) S - QS (b) (2b) S — Qi (®)
w1 =Qpg — e Va1 - w2 =Qpo — o N2 - (4.22)
VTN NN

Sind die autonomen Frequenzen wy, ws bekannt, dann sind die Kopplungsfunk-
tionen in Gl. ([@20) durch

¢V (1, ¢2) = (Qg()) —wip) + Z Q%l,znei(n%erdm)’
n#0Vm=#£0
(4.23)
q(2) (¢2a ¢1) = (Qé?% — (UQ) + Z ngﬂez(mﬁfrm(bl)

n#0Vm=#£0

gegeben.

Die zentralen Ergebnisse der letzten theoretischen Abschnitte sind die Trans-
formation von Protophasen zu Phasen gekoppelter Oszillatoren, Gl. ([£I4), Gl
(Z13), der Nachweis der Invarianz der Phasen sowie die Rekonstruktion der in-
varianten Phasendynamik. Die Rekonstruktion kann (a) aus einem Datensatz
niherungsweise, Gl. ([20]), und (b) aus zwei Datensétzen mit verschiedener aber
unbekannter Kopplung exakt durchgefithrt werden, Gl. (£22), Gl. [@23]). Des
Weiteren sei darauf hingewiesen, dass sich die Ergebnisse dieses Abschnitts auf
drei oder mehr Oszillatoren iibertragen lassen, siehe Appendix

4.2 Anwendung

4.2.1 Phasenmodell

Die einfachste Moglichkeit, die im letzten Abschnitt dargestellte Methode in
ihrer Anwendung zu testen, besteht darin, iiber ein Phasenmodell eine Phase
zu definieren, aus der Phase Observablen zu generieren, um dann aus diesen
Observablen das urspriingliche Phasenmodell zu rekonstruieren. Dazu werden
aus dem Phasenmodell

b1 = w1 + €2sin(py — o) = wy +ie(eHP1—¢2) — emU1=02)) (4.24)
ba = wy + €25in(dg — ¢1) = wy + ie(eHP2 1) — i(92-01)) '
mit den autonomen Frequenzen w; = 1.11 und we = 0.89 und der Kopplungs-
starke e = 0.04 mit dem Euler-Verfahren, Zeitschritt At = 0.01s, die beiden
Phasen ®1(t) und ®5(¢) mit einer Lénge von 111.000 Datenpunkten und ca.
120 Daten pro Periode bestimmt. Aus den Phasen ®1(¢) und ®2(t) werden die
beiden Observablen

X172(t) = COS((I)LQ(t)) (425)
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und
Yio(t) = eX12®) (4.26)

generiert, die einerseits durch die Hilbert-Transformation X (t) bzw. Y'(t), Gl.
(213), und anderseits durch die zeitliche Ableitung X (¢) bzw. Y (t) 2-dimensional
eingebettet werden. Die Trajektorien des ersten Oszillators sind in Abb. 1] (a),
(b) dargestelltﬁ Hier ist anzumerken, dass die Einbettung durch die Ableitung
(rot) sowohl im Fall der Observablen X (¢) (links) als auch im Fall der Observa-
blen Y (¢) (rechts) zu einer deutlichen Amplitudendynamik fiihrt - im Gegensatz
zur Einbettung durch die Hilbert Transformation (blau), die in beiden Fillen
nahezu keine Amplitudendynamik aufweist. Aus den Trajektorien wurden iiber
den Winkel der Polarkoordinaten, Gl. ([22I6]), 4 Paare von Protophasen

Hilbert — Transformation : @gHm) t), @éHx) 1),
Hilbert — Trans formation : @gHy) t), @gHy) 1),

(
(
Ableitung : @gAx)(t
Ableitung : @gAy)(t . oM (),

berechnet. Diese Protophasen werden dann der Theorie folgend iiber Gl. (414
und Gl. (@I58 mit einer Ordnung von N = 6 in Phasen

@Ez’”(t), @ég“"@,
o) (1), o (1),
@ﬁj%), cbéj“(t),
o (1), o),

transformiert, aus denen dann nach Gl. (I19]) und Gl. (£20) die Phasenmodelle
mit einer Ordnung von N = 5 rekonstruiert werden.
Die aus den Phasenmodellen bestimmten autonomen Frequenzen

win) wéH;c) W§Hy) wéHy) w§Aa~) wéAx) ngy) wéAy)
1.1100 | 0.8900 | 1.1100 | 0.8900 | 1.1119 | 0.8921 | 1.1117 | 0.8919
78 % 157 % | 27 *% [ 5.27*% | 0.17% | 0.23% | 0.16% | 0.21%

weichen um weniger als 0.25 % von den autonomen Frequenzen der Phasenmo-
delle, Gl. (@24)), w; = 1.11 und we = 0.89 ab, wobei hier bereits deutlich wird,
dass die aus der Einbettung iiber die Ableitung berechneten Frequenzen einen
deutlich hoheren Fehler aufweisen - mit der ausgeprigteren Amplitudendyna-
mik ist der Ndherungsmethode entsprechend ein grofierer Fehler verbunden. Die
Koeffizienten der rekonstruierten Kopplungsfunktionen des ersten Oszillators
QURY, QUMY QY. QfuY

sind in Abb. ] (c), (d), (e), (f) dargestelltf] Offensichtlich rekonstruieren die
aus den Observablen X (¢) und Y (¢) iiber die Hilbert-Transformation bestimm-
ten Phasenmodellen (Mitte: links und rechts) perfekt die Koeffizienten des ur-
spriinglichen Phasenmodells, Gl. (£24)), fiir ¢ = 0.04, wihrend die iiber die

4Von den Trajektorien wurde der Durchschnitt abgezogen, um sie um den Ursprung zu
zentrieren.
5Die Koeffizienten des zweiten Oszillators besitzen dieselbe Qualitiit.
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Abbildung 4.1: (a) Die Trajektorien der Observablen X;(t) (blau), Yi(t) (rot)
eingebettet tiber die Hilbert-Transformation. (b) Die Trajektorien der Observa-
blen X (¢) (blau), Y1(t) (rot) eingebettet iiber ihre Ableitung. Die Absolutwerte

der Koeffizienten (c) Sﬁﬁl), (d) 55{%1), (e) 55‘521), () Sfr%1)~
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Ableitung berechneten Phasenmodelle zwar immer noch die Komponenten des
Modells korrekt erfassen, aber ebenfalls deutliche Artefakte aufweisen. Fiir bei-
de Methoden der Einbettung gibt es jeweils nur geringe Variationen beziiglich
der verwendeten Observablen, wihrend die deutlichen Unterschiede der Pha-
senmodelle durch die verwendeten Einbettungsmethoden selbst bedingt sind.
Wie sich bereits andeutete, ist diese Diskrepanz der Einbettungsmethoden als
Effekt ihrer unterschiedlich stark ausgepriagten Amplitudendynamiken zu inter-
pretieren. In diesem Sinne erweist sich die Hilbert-Transformation als optimale
2-dimensionale Einbettung [5l [35]: Ihre Verwendung fiihrt in diesem Fall zu na-
hezu linienartigen Trajektorien, aus denen sich aus zwei unterschiedlichen Ob-
servablen invariante Phasenmodelle ergeben, die exakt das urspriingliche Pha-
senmodell, Gl. ([@24]), rekonstruieren.

4.2.2 Gekoppelte Van-der-Pol Oszillatoren

Im letzten Abschnitt wurde die Phasentransformation an einem idealen Sys-
tem erfolgreich getestet, das erstens im Fall der Einbettung durch die Hilbert
Transformation nahezu keine Amplitudendynamik aufweist, und dessen Pha-
sendynamik zweitens per Definitionem bekannt ist. In diesem Abschnitt soll die
Phasentransformation an den zwei gekoppelten Van-der-Pol Oszillatoren aus
Abschnitt 23 studiert werden, die eine deutliche Amplitudendynamik auf Grund
der Kopplung aufweisen. Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass die Phasen-
transformation zu Kopplungsfunktionen fiihrt - die im Gegensatz zu denen der
Protophase aus Abschnitt 2.3]- trotz unterschiedlicher Observablen und Metho-
den der Einbettung eine deutliche Ahnlichkeit aufweisen und in diesem Sinne,
besonders im Gegensatz zur Protophasendynamik, als invariant betrachtet wer-
den kénnen.

In Abschnitt 23] wurden aus zwei unterschiedlichen Observablen der Oszil-
latoren - den numerischen Losungen des Gleichungssystems X7 2(¢) und deren
Funktionen YLQ(t) = 2¢9-5X1.2(1) _ sowie durch die Einbettung dieser Zeitreihen
iiber die Hilbert Transformation und iiber die Ableitung vier Protophasen

Ona1,2(t), X(t), Hilbert Transformation
Omy2(t), Y(t), Hilbert Transformation
Oaz12(t), X(t), Ableitung
Oay1,2(t), Y(t), Ableitung

bestimmt. Auf die jeweils zusammengehorigen Paare dieser Protophasen wurde
die Phasentransformation, Gl. ({I4) und Gl. (#IZ), mit einer Ordnung von
N = 8 angewandt, um die Phasen

Drrp1,2(t), X(t), Hilbert Transformation
Dpy12(t), Y(t), Hilbert Transformation
D1 2(t), X(t), Ableitung
D gy12(t), Y(t), Ableitung

zu berechnen. Aus den Phasen wurden die Phasenmodelle nach Gl. (£19) und
Gl. (£20) mit einer Ordnung von N = 7 rekonstruiert. Die daraus resultierenden
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Kopplungsfunktionen
g0 ( (t), Hilbert Transformation

(t), Hilbert Transformation

(t), Ableitung

(t), Ableitung

¢H9317 (ZSHCEQ)?
T (Gt dry2)

q(Axl) (¢Axla ¢Aw2)a
gAvh (Pay1, Pay2),

sind in Abb. dargestellt.

X
LY
X
Y

(a) (b)

0.2 0.2

-0.2
2w

¢Hx2 ¢Hz1 ¢Dm2 ¢Dm1

PHy2 DHy1 PDy2 DDy1

Abbildung 4.2: Die Kopplungsfunktionen der Phasendynamik: (a)
q(Hazl) ((ZSH:Ela (ZSHIQ)? (b) q(Azl)((ybA:bl; ¢A932)7 (C) q(Hyl) ((ZSHyla ¢Hy2)7 (d)
q(Ayl) (¢Ay1; ¢Ay2)'

Der Vergleich dieser Kopplungsfunktionen mit denen der Protophasen in
Abb. 2] zeigt eine deutliche Verbesserung der Ahnlichkeit und somit der Inva-
rianz der Ergebnisse. Die Kopplungsfunktionen sind alle in derselben Groéfien-
ordnung, die um den Faktor 10 unter der der Protophasen liegt. Sie weisen im
Gegensatz zu den Funktionen in Abb. Zleine dhnliche Struktur auf, in der eine
funktionale Abhéngigkeit von beiden Phasen deutlich zu erkennen ist. Dieser
visuelle Eindruck der Ahnlichkeit kann durch die Verwendung der Korrelation
der Kopplungsfunktionen

—n,—m
2 2
Vi |Q1 ol o @20

quantifiziert werden. Da unterschiedliche Observablen zu jeweils verschiedenen,
physikalisch aber bedeutungslosen konstanten Phasenverschiebungen fithren kén-

D 1 2 e~ i(nAG1+mAP2)
n,m <¥n,m

p(q', %) = mazag, ag, (4.27)
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nen, von denen die Korrelation abhingt, wird p(q!, ¢?) als das Maximum syste-
matisch variierender Phasenverschiebungen A¢;, A¢y definiert.

Die Korrelationen der 6 moglichen Kombinationen der Kopplungsfunktionen
sind in der folgenden Tabelle dargestellt.

p(qD,qD) [ (oD [ A [ qUIvD [ oAy
PG 1 0.71 0.91 0.71
qAsl) — 1 0.61 0.98
qHYD — — 1 0.63

Diese Ergebnisse zeigen, dass die Phasentransformation von Protophasen unter-
schiedlicher Observablen und Einbettungsmethoden - im Gegensatz zur Proto-
phasendynamik - zu deutlich korrelierten Kopplungsfunktionen mit p(q(i) ,qU )) >
0.6 fithrt. Andererseits sind die unterschiedlichen Kopplungsfunktionen aber
nicht perfekt korreliert, was insbesondere Kopplungsfunktionen, die mit un-
terschiedlichen Einbettungsmethoden rekonstruiert wurden, betrifft. In diesem
Fall ist p(q(i),q(j)) < 0.7, wiahrend fiir den Fall gleicher Einbettungsmethoden
aber unterschiedlicher Observablen p(q(i),q(j)) > 0.9 gilt, was auch in Abb. 2]
unmittelbar sichtbar ist. In Bezug auf dieselbe Einbettungsmethode kann hier
also durchaus von der Rekonstruktion invarianter Phasenmodellen aus unter-
schiedlichen Observablen gesprochen werden, wihrend dies fiir die Phasenmo-
delle der beiden Einbettungsmethoden nur in einem qualitativen Sinn gilt. Wie
die Rekonstruktion der Phasenmodell im letzten Abschnitt gezeigt hat, ist dieser
Unterschied darauf zuriickzufithren, dass die Einbettung tiber die Ableitung zu
einer deutlich ausgeprigteren Amplitudendynamik fiihrt, die sich in Artefakten
in der rekonstruierten Phasendynamik niederschligt. Die Einbettung iiber die
Hilbert Transformation ist daher als optimale Einbettung zur Bestimmung der
Phasen anzusehen.

4.2.3 Gekoppelte Neuronen

Ziel dieses Abschnitts ist es zu demonstrieren, dass die Phasentransformati-
on in der Lage ist, Standardverfahren zur Beschreibung der Kopplung von
Oszillatorerd - den Synchronisations-Index [19] 42] und den Richtungs-Index
[43, (13| [44], 2] - deutlich zu verbessern, bzw. dass sie in dem hier gewihlten Fall
der sehr extremen Protophasendynamik von gekoppelten Neuronen iiberhaupt
erst sinnvolle Ergebnisse ermoglicht.
Als Modellsystem werden zwei unidirektional gekoppelte Hindmarsh-Rose

Neuronen [45],

i’l =Y 71’?4‘31’%7214’[1,

g1 =1-5z7 —yi,

le = 0.006 (4(1’1 + 16) - Zl) 5

io = yo — a3 + 3235 — 20 + I + €x1,

o = 1 — 5a3 — yo,

2 =0.006 (4(x2 + 1.6) — z2),

(4.28)

6Diese Verfahren kénnen beispielsweise zur Analyse der Dynamik elektronischer Schal-
tungen [24], der kardiorespiratorischen Wechselwirkung [14] oder der Dynamik gekoppelter
Neuronen [16] [20] verwendet werden. Dass die Quantifizierung von kausalen Abhéngigkeiten
von Zeitreihen im Allgemeinen keine triviale Aufgabe ist, und insbesondere die Bestimmung
der Richtung einer Kopplung mit Standardverfahren wie der Korrelation oder der Transinfor-
mation auf Grund ihrer Symmetrie nicht mdglich ist, wird in [25] diskutiert.
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mit Iy = 1.32, I, = 1.36 und dem Kopplungsparameter €, der im Bereich von
e = [0, ...,0.0144] variiert wird, verwendet. Das Gleichungssystem wird nume-
risch mit dem MATLAB Algorithmus ode/5 gelost und fiir jeden Wert des
Parameters € werden die Zeitreihen Xl( 2)( t) als Observablen der beiden Oszil-
latoren verwendet, die jeweils 210.000 Datenpunkte besitzen. Die Protophasen
@g )2( t) werden mit Hilfe der Hilbert-Transformation, Gl. (213)), iiber den Win-
kel der Polarkoordinaten, Gl. (218, berechnet. Aus den Protophasen werden
durch die Phasentransformation, Gl. (£I4) und Gl. ({I3), die Phasen <I>( )( t)
mit einer Ordnung von N = 10 rekonstruiert, wobei die Phasentransformatlon
fiir autonome Oszillatoren, Gl. (B3)), Gl. (B:I:I]), mit einer Ordnung von N = 400
als Preprocessing verwendet wurde.

Dann wird nach Gl. (8:13) sowohl aus den Protophasen @f; (t) der Synchroni-
sations-Index

1 (T .
71200 = | / L0 (0-05 (1) g (4.29)
0

als auch aus den entsprechenden Phasen <1>§€)2 (t) der Synchronisations-Index

T

1 (T 0 m—o®
male) = | = / @ O-0) (1) gy (4.30)
0

bestimmt.

Um den Richtungs-Index zu bestimmen, wurden aus den Protophasen 6(12 (t)
durch die Minimierung des RMS-Fehlers, Appendix [Bl Modelle der Protopha-
sendynamik, GL 2I39),

o= f1D(019,600,) = ZF,(I},;f)ei(”elv”melv?)

n,m

mit einer Ordnung von N = 3 berechnet. Es sei hier betont, dass es fiir die
Protophasen - im Gegensatz zu den Phasen - wegen der starken Korrelation der
Basisfunktionen auf Grund der extremen eigenperiodischen Terme F,, ( 0 2 nume-
risch instabil ist, eine héhere Ordnung als N = 3 zu verwenden. Entsprechend
werden aus den Phasen Modelle der Phasendynamik mit einer Ordnung von

N =9, Gl. @I9) und Gl. [E20),
P12 =wi g+ ¢ (¢12,¢21):Q(12)+ Z Q Jei(n12+tmer2)

n,m%0,0
berechnet.
Zur Charakterisierung der gegenseitigen Abhiingigkeit der Oszillatoren [43]
wird die Grofle . (12)
™ us af N
2
do,do 4.31
‘127 47r2 / ( 002 1 ) 12 ( )

definiert, die sich im Fall der rekonstruierten Protophasendynamik, Gl. (28],

2
ATt = /Z ‘mF‘}ﬁ" (4.32)

7Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird der Index e hier weggelassen.
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schreiben lisst. Da es im Modell der Protophasendynamik, Gl. (28], keine
klar definierte Trennung zwischen autonomen Komponenten und externen Ein-
fliisssen auf die Dynamik gibt, die aber fiir die Charakterisierung der gegensei-
tigen Abhéngigkeit der Oszillatoren notwendig ist, wird diese Trennung durch
die partielle Ableitung in Gl. (@3I) implementiert. Da andererseits die Tren-
nung von autonomen und externen Komponenten die Grundlage der Konzep-
tion der Phasentransformation ist, muss sie im Fall der Phasendynamik nicht
zusétzlich erzeugt werden: Die konstanten Terme ng) A wi,2 beschreiben aus-
schlieBlich die autonomen Komponenten der Phasendynamik, wihrend alle ex-
ternen Einfliisse ausschliellich durch die Kopplungsfunktionen q(1’2)(¢172, $2.1)
erfasst werden. Daher ldsst sich auf der Basis der Phasendynamik die gegensei-
tige Abhéngigkeit der Oszillatoren durch

2 2
. <‘q(1,2)(¢1,2,¢2,1)‘ >¢1 " Z;éO,O‘Q%;i)’
C€,2 = w — = 1,2 (4.33)
1,2 0.0

charakterisieren. Auf der Basis der Groflen c; 2, die die gegenseitige Abhéngig-
keit der Oszillatoren ausdriicken, kann ein Richtungs-Index
C2 — C1

d= 4.34
1+ co ( )

definiert werden[d
In Abb. 3 (a) ist der Synchronisations-Index als Funktion der Kopp-
lungsstérke e dargestellt. Die rote Linie mit Rauten représentiert v 2(€) auf der

Basis der Protophasen @fg (t): Offensichtlich sind die Ergebnisse bedeutungs-
los, da sie deutlich zu groff und konstant sind und so in keiner Beziehung zur
Verénderung der Kopplungsstirke e stehen. Im Gegensatz dazu zeigt 71 2(€) auf

der Basis der Phasen @geé(t) (blaue Linie mit Sternen) die zu erwartende Bezie-
hung zwischen Kopplungsstirke e und Synchronisations-Index: 7; 2(e) beginnt
mit Null und steigt dann monoton mit € an. Im Fall der Wechselwirkung von
Neuronen verbessert die Phasentransformation also nicht nur die Bestimmung
des Synchronisations-Index, sondern erméglicht iiberhaupt erst bedeutungsvolle
Ergebnisse.

In Abb. L3} (b) ist der Richtungs-Index d(e) als Funktion der Kopplungs-
stirke e dargestellt: Die rote Linie mit Rauten zeigt d(e) auf der Basis der
Protophasen 956)2(15) Obwohl die Tendenz der Richtung korrekt ist, sind die
meisten der stark variierenden Ergebnisse weit von dem fiir eine unidirektionale
Kopplung zu erwartenden Wert, d = 1, entfernt. Des Weiteren lassen die deut-
lichen Variationen den Schluss zu, dass die Ergebnisse stark von Komponenten
abhangen, die nicht mit der Wechselwirkung der Neuronen zusammenhéngen.
Im Gegensatz dazu weist der Richtungs-Index d(e) auf der Basis der Phasen
<I>(16%(t) (blaue Linie mit Sternen) Werte von d > 0.8 auf, sobald die Kopp-
lung eine detektierbare Stérke besitzt, und liegt damit zufriedenstellend nahe

8+£ 0,0 bedeutet die Summation iiber alle Kombinationen n, m aufer iiber den konstanten
Term mit n = 0,m = 0.

9Eine auf der bedingten Transinformation beruhende Methode um einen Richtungs-Index
aus den Phasen gekoppelter Systeme zu bestimmen, ohne die Modelle der Phasendynamik
explizit zu bestimmen, findet sich in [26] 27].
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Abbildung 4.3: (1) (a) Der Synchronisations-Index als Funktion der Kopplungs-
stirke e auf der Basis der Protophasen, 71 2(¢), (rote Linie mit Rauten) und
auf der Basis der Phasen, 7; 2(€), (blaue Linie mit Sternen). (b) Der Richtungs-
Index d(€) als Funktion der Kopplungsstirke e auf der Basis der Protophasen
(rote Linie mit Rauten) und auf der Basis der Phasen (blaue Linien mit Ster-
nen ). (2) Die Kopplungsfunktionen (a) ¢(*)(¢1,¢2) des ersten Neurons, (b)
¢ (¢po, 1) des zweiten Neurons und (c) die Kopplungsfunktion des zweiten
Neurons ¢(? (@2, dvdp), wenn es durch einen Van-der-Pol Oszillator an Stelle des
ersten Neurons getrieben wird.
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am idealen Wert von d(e) = 1. Auch zeigt d(e) eine monotones Verhalten in
Bezug auf das Ansteigen der Kopplungsstirke, was den Riickschluss zulésst,
dass d(e) von dynamischen Komponenten abhéingt, deren Ausprigung von der
zunehmenden Kopplungsstéirke bestimmt wird.

Um zu illustrieren, dass die Phasentransformation nicht nur die Berechnung
bedeutungsvoller Ergebnisse des Richtungs-Index ermdglicht, sondern dass die
Ergebnisse auch auf plausiblen Modellen der Phasendynamik beruhen, sind in
Abb. E3}2 die Kopplungsfunktionen ¢V (g1, $2) und ¢®(¢o,¢1) der beiden
Neuronen fiir ¢ = 0.01 dargestellt: Abb. 312 (a) zeigt die zu erwartende -
vollstandig flache - Kopplungsfunktion q(l)(¢1, ¢2) des ersten Neurons, das das
zweite Neuron beeinflusst, aber selbst nicht beeinflusst wird, Gl. (Z28)). Abb. L3}
2 (b) zeigt die Kopplungsfunktion des zweiten Neurons ¢(®) (¢z, ¢1 ), das vom ers-
ten beeinflusst wird. Die dort sichtbare Funktion spiegelt typische Eigenschaften
gekoppelter Neuronen wieder: Die Abhéngigkeit der Funktion von der eigenen
Phase des Neuron ¢4 zeigt, dass die Dynamik nur in einem kleinen Bereich kurz
vor dem Spike bei ¢o = 0 iiberhaupt fiir externe Einfliisse sensitiv ist, und in
einem groflen Bereich nach dem Spike {iberhaupt nicht vom ersten Neuron be-
einflusst wird, was von Neuronen als so genannte Refraktdrphase bekannt ist
[49]. Die Abhingigkeit der Funktion von der Phase des externen Neurons ¢;
folgt hingegen der Dynamik des ersten Neurons und ist kurz nach dessen Spike
¢1 = 0 am deutlichsten ausgepréigt. Zum Vergleich ist in Abb. E3}2 (c) die
Kopplungsfunktion des zweiten Neurons q(2)(¢)2, Guvdp) dargestellt, wenn es an
Stelle des ersten Neurons durch einen Van-der-Pol-Oszillator getrieben wird{td
Der Ubergang von einer plétzlichen Relaxions-Dynamik hin zu einer regelméfi-
gen Ostzillation des treibenden Oszillators ist in der Kopplungsfunktion deutlich
in der Verdnderung der Abhingigkeit von der jeweils externen Phase zu sehen,
wéihrend die Art der Abhéngigkeit von der eigenen Phase unverdndert bleibt.

4.2.4 Rekonstruktion der autonomen Frequenz

Ziel dieses Abschnitts ist es zu demonstrieren, dass es die Phasentransformation
ermoglicht, aus Zeitreihen gekoppelter Oszillatoren die autonomen Frequenzen
der ungekoppelten Dynamik zu rekonstruieren, wenn mehrere Datensétze mit
unterschiedlichen, aber unbekannten Kopplungsstiarken gegeben sind. Zu diesem

Zweck werden Zeitreihen X 1(2 (t) von zwei gekoppelten Van-der-Pol-Oszillatoren,

iy = —wixy + pdr (L —23) +e(d2 — 1) +£(2),

.. . . . 4.35
Fo = —wW3Ty + i 1—ac%) + e (21 — d2) +£(2), ( )

durch die numerische Losung von Gl. (£35]) mit dem Euler-Verfahren, Zeitschritt
At = 0.01s, unter der Variation der Kopplungsstéirk im Bereich von € =

10G1. @28) wird dadurch zum Gleichungssystem

&1 = y2,
i = —wiy +p(l —y7)ye,
B2 =y2 — x5 4+ 323 — 22 + Iz + e,
Y2 :1751573;2,
2 =0.006 (4(z2 + 1.6) — 22),
wobei die Zeitskala des Van-der-Pol-Oszillators an die des Neurons angepasst wird, indem die
Parameter mit w; = 0.012 und g = 0.005 entsprechend klein gew&hlt werden.
11Es sei darauf hingewiesen, dass dieser Bereich auch sehr starke Kopplungen der Oszilla-
toren umfasst, da diese sich bei € > 0.22 bereits synchronisieren.
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[0, ..., 0.2] berechnet. Die Parameter des Gleichungssystems sind w; = 1.11, ws =
0.89, u = 0.5 und &(t) ist d-korreliertes Rauschen mit einer Intensitét von o =

0.05. Aus den Zeitreihen X g (t) wird eine zweite Observable tiber
Y1(,62) (t) = 260.5X1<f;(t)
definiert. Aus den Zeitreihen XI(CQ) (t) und Yl(;) (t) werden Protophasen,

@&?2 (t), Xl(f%(t), Hilbert — Trans formation
@Z(J?Q (t), Y1(,62) (t), Hilbert — Transformation

fiir die unterschiedlichen Werte der Kopplungsstérke im Bereich von e = [0, ..., 0.2]
iiber die Hilbert-Transformation, Gl. (215, durch den Winkel der Polarkoordi-
naten, Gl. (2.I6), definiert. Aus diesen Protophasen werden die entsprechenden
Phasen,

(1), B0,

nach Gl. (@I4) und Gl. (£I0) mit einer Ordnung von N = 6 berechnet. Fiir
jeden Wert des Parameters e ergeben sich so zwei Paare von Phasen, aus denen
nach Gl. (£19) und Gl. (£20) mit einer Ordnung von N = 5 die Kopplungs-
funktionen ¢(%-¢) (¢i,1,¢i,2) durch die Bestimmung der Koeffizienten ngf,z iiber
die Minimierung des RM S-Fehlers, Appendix [B], bestimmt werden.

Dynamik von | Kopplungs funktion | Koef fizienten
(1) g6, 64) o
(1) g8, 0x) i
B0 | 6l 6l e
by (1) qv9(457, 041) Qi

Wie bereits in Abschnitt ET.3] angesprochen, basiert die exakte Rekonstrukti-
on der autonomen Frequenzen gekoppelter Oszillatoren auf der Annahme, dass
die Verinderung der Kopplungsstiarke nicht die Struktur der Kopplungsfunk-
tion verdndert, sondern nur ihre Amplitude, so dass sich die Verdnderung der
Kopplungsstirke im Phasenmodell nur als Multiplikation mit einem konstanten
Faktor niederschldgt. Um zu demonstrieren, dass es sich hierbei um eine verniinf-
tige Annahme handelt, wird die Korrelation der Kopplungsfunktionen fiir die
unterschiedlichen Werte der Kopplungsstirke p(¢(), ¢(2)) nach Gl. (@Z1) be-
rechnet. Da die Korrelation nur von der Form nicht aber von der Amplitude
der Kopplungsfunktionen abhéngt, sollte im Idealfall die Korrelation der Kopp-
lungsfunktionen nicht von der Kopplungsstéirke abhéngen und p(q(él), q(52)) ~ 1
gelten, wenn die Annahme korrekt ist. Diese Korrelationen sind fiir beide Obser-
vablen beider Oszillatoren in Abb. 41 dargestellt: AuBer in der ersten Reihe
sind alle Korrelationen sehr dicht an p ~ 1, was zeigt, dass die zur Diskussion
stehende Annahme erfiillt ist. Die erste Reihe enthilt die Kopplungsfunktio-
nen der Kopplungsstirke e = 0, die demnach ausschliellich durch Rauschen
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bestimmt sind, so dass die niedrigen Korrelationen hier zu erwarten sind. Wie
Abb. 412 zeigt, sind auch Kopplungsfunktionen, die aus den unterschiedlichen
Observablen X 5(t) und Y7 2(t) gewonnen wurden, fiir alle Kopplungsstirken
€ > 0 stark korreliert, was des Weiteren die erwiinschte Invarianz der Ergebnisse
unterschiedlicher Observablen belegt. Nachdem gezeigt wurde, dass die grund-
legende Annahme des Ansatzes zutreffend ist, werden fiir beide Oszillatoren und
beide Observablen die konstanten Terme Qéﬁbﬁ) der Phasenmodelle als Funktio-
nen der Norm der Kopplungsfunktionen Ng, ., Gl. (@2I)) (in Abb. als blaue
Linien mit Rauten) dargestellt. Die Ergebnisse im Bereich € = [0.02,...,0.16],
also der Punkt 2—8 in jeder Figur, weisen ein nédherungsweise lineares Verhalten
auf. Aus allen paarweisen Kombinationen dieser Werte werden die autonomen
Frequenzen wi 2 nach Gl. (Z22) bestimmt. Diese Berechnung entspricht in der
Abbildung dem Ziehen einer Geraden durch die jeweiligen Punkte-Paare, wobei
der Schnitt mit der vertikalen Achse, auf der die Q&’Oe) aufgetragen sind, der je-
weiligen autonomen Frequenz w o entspricht: Diese Geraden sind in Abb. A5l als
diinne gepunktete Linien zu sehen. Die Durchschnittswerte @ 2 sind in jedem
Plot als fette rote Linie dargestellt, wihrend die Standardabweichungen o als
gestrichelte rote Linien zu sehen sind. Die aus einer numerischen Simulation der
autonomen Oszillatoren ohne Rauschen bestimmen Wertd!? der autonomen Fre-
quenzen w{f;l sind als gepunktete-gestrichelte schwarze Linien reprisentiert. In
allen vier Grafiken, d.h. fiir beide Oszillatoren und fiir die beide Observablen der
Ostzillatoren, liegt das durchschnittlich rekonstruierte Ergebnis w; o sehr dicht
am korrekten Wert w{fg‘ll der autonomen Frequenz und innerhalb der Standard-
abweichung, was zeigt, dass die autonomen Frequenzen in sehr guter Niaherung
in invarianter Weise aus Zeitreihen gekoppelter Oszillatoren rekonstruiert wer-
den konnen. Die exakten Werte der rekonstruierten autonomen Frequenzen @ 2,
die Standardabweichungen, die korrekten autonomen Frequenzen w{fﬁ” sowie die
relativen Fehler sind in der folgenden Tabelle aufgelistet.

Oszillator | Observable Wi o Wreal | Telativer Fehler
1 X(t) 1.0767 | 0.0013 | 1.0762 0.05%
1 Y(t) 1.0765 | 0.0013 | 1.0762 0.04%
2 X(t) 0.8581 | 0.0018 | 0.8572 0.10%
2 Y(t) 0.8562 | 0.0009 | 0.8572 —0.12%

12Es wurde Gl. [@37) ohne Kopplungs- und Rauschterme numerisch geldst.
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Abbildung 4.4: (1) Die Korrelation der Kopplungsfunktionen unterschiedlicher
Kopplungsstéirken €; und ez: (a) p(q@*1), ¢(#1<2)), (b) p(q*2), glr2<2)), (c)
p(qrer) qwie)) (d) p(qlv2<) qwz<2)) Da die Resultate symmetrisch sind,
ist nur die Hélfte oberhalb der Diagonalen dargestellt. (2) Die Korrelation der
Kopplungsfunktionen der beiden Observablen fiir unterschiedliche Kopplungs-
stéirken €1, e: (a) p(g(0V), 1)), (b) p(g*e1), qlv2c2)).
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0.1

Abbildung 4.5: Die konstanten Terme der Phasenmodelle Q&’OC) als Funktion der
Norm der entsprechenden Kopplungsfunktionen Ny, . (blaue Linie mit Rauten):
(a) 8?01’6), (b) égfoz’e), (c) 637’01’6), (d) 8{’8’6). Die Geraden durch alle paarweisen
Kombinationen der Punkte im ndherungsweise linearen Bereich sind als diinne
gepunktete Linien unterschiedlicher Farbe zu sehen. Der Durchschnittswert der
rekonstruierten autonomen Frequenzen @; ist als fette rote Linie geplottet, die
dazu gehorigen Standardabweichungen als gestrichelte rote Linien, wihrend die
korrekten autonomen Frequenzen w,.e,; als gepunktet-gestrichelte schwarze Li-
nien dargestellt sind.
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4.2.5 Drei gekoppelte Oszillatoren

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, dass die Phasentransformation auf
mehr als 2 - in diesem Fall auf 3 - gekoppelte Oszillatoren angewendet werden
kann. Als Modellsystem werden drei gekoppelte Van-der-Pol Oszillatoren,

fi’l - ‘LL(l — l‘%)l’l +wf:£1 =¢€-0.92- (1‘3 - 1‘1) 5

jg—,u(l—x%)ig +M%I2:€'0.8-($3—i2), (436)

T3 — ILL(l - :c%):a; + w§z3 = 6(08 (i‘l — 1’3)

+0.4 - (&2 — 3)) ,

mit g = 0.5, w; = 1.09, we = 0.89 und w3 = 0.65 verwendet. Die Struktur der
Kopplung ist in AbbJL6] schematisch dargestellt.

Abbildung 4.6: Eine schematische Darstellung der Kopplungsstruktur der drei
Oszillatoren. Zwischen dem ersten und dem zweiten Oszillator besteht keine
direkte Wechselwirkung.

Die Protophasen ©1 2 3(t) werden unmittelbar aus den numerischen Losun-
ger[d X 1,2,3(t) des Gleichungssystems Gl. (£36) unter Verwendung der Hilbert-
Transformation, Gl. ([2I5), iiber den Winkel der Polarkoordinaten, Gl. (214,
fiir 30 verschiedene Werte des Kopplungs-Parameters, e = [0, ..., 0.34], bestimmt.
Anschliefilend werden die Protophasen 01 2 3(t) in Analogie zu Gl. (£15]) in Pha-
sen @1,273(75) transformiert, wobei die Koeflizienten der Transformation nach
Gl. (D:6) und Gl. (D) in Appendix [Dl mit einer Ordnung von N = 4 berech-
net werden. Aus den Phasen ®; 2 3(¢t) werden in Analogie mit Gl. (£I9) und

3Das System wurde mit dem MATLAB Algorithmus ode45 gelost. Eine Zeitreihe umfasst
ca. 700 Zyklen mit jeweils etwa 110 Datenpunkten.
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Gl. (£20) Phasenmodelle der Ordnung N = 3,

gV (1, da, 3) = Z ngl,)m,k@i("%er‘ﬁHk%),
n#0Vm#0kV#0
2 i . )
(D (bs s, d1)= S QU einortmosthon) .
n#0Vm#0kV#0
1 i(n m
g3 (p3, ¢1, P2) = Z Qfl,in,ke( gstmonthez)
n#0Vm#0kV#0

mit den Koeflizienten der Kopplungsfunktionen Q:)m . berechnet.

Um die Ergebnisse vergleichen und darstellen 7 konnen, werden auf den
Phasenmodellen basierende Groflen eingefithrt, die die Wechselwirkung zwi-
schen den Ostzillatoren quantifizieren. Zweck dieser Groflen ist es, die Kopp-
lung unterschiedlicher Systeme vergleichen zu koénnen, ohne Unterschiede in
der Form der Kopplungsfunktion oder der jeweiligen autonomen Frequenzen in
Gl. (@20)) beriicksichtigen zu miissen. Diese Grofen C;; werden im Folgen-
den als Wechselwirkungs-Indices bezeichnet, weil sie den Einfluss von System
(y) auf die Dynamik von System (7) abschétzt. Die Intensitét eines solchen ex-
ternen Einflusses auf die Dynamik einer Variable z kann als durchschnittliches
Verhiéltnis der Komponenten ihrer zeitlichen Ableitung # auf Grund der ex-
ternen Einfliisse zu den Komponenten der autonomem Dynamik ausgedriickt
werden:

_ (Zea)
<j3aut> .

Im Fall der Phasendynamik ist die autonome Komponente von qbl in Gl (ZII)
durch

¢i,aut = w;j

und der externe Einfluss durch die Kopplungsfunktion
(Z'Si,e:v == q(z) ((bla sy ¢3)

gegeben. Die durchschnittliche Intensitét des externen Einflusses, <¢)wx>, wird
analog zu Gl.(£33) durch die Norm der Kopplungsfunktion, Gl. (@2I]), ab-

geschéitzt
. 2
No= [ 3 [e.] (4.38)
#0,0,0

Der Wechselwirkungs-Index, der die durchschnittliche Intensitdt des externen
Einflusses auf den ¢ — ten Oszillator ausdriickt, ergibt sich dann aus den Koef-
fizienten in Gl. ([31) zu:

. 2
(7)
Ni \/Z#0,0,0 ‘Qn,m,k}
C; = o = 0 (4.39)
v 0,0,0

Um den Einfluss der unterschiedlicher Oszillatoren in der Funktion ¢ (d1,...,03)
unterscheiden zu kénnen, wird die Norm V; nach Abhéngigkeit von den einzel-
nen Oszillatoren aufgeteilt. Diese Unterteilung wird im Folgenden fiir den ersten

1424 0,0,0 bedeutet die Summation iiber alle Kombinationen n,m, k auBer iiber den kon-
stanten Term mit n = 0,m =0,k = 0.
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Oszillator dargestellt, fiir die anderen beiden Oszillatoren ist das Verfahren ana-
log. Aus der Aufteilung ergeben sich die partiellen Normen,

2
N1<—2 = Z ‘Qé{zn,o‘ )

n,m;é0,0 (4 40)
3 .
1
Nle:i: Z ‘Q;,)Qk‘ .
n,k£0,0,

N1, enthdlt nur Terme, die die Abhéngigkeit von den Phasen ¢1, ¢ aus-
driicker und somit vom dritten Oszillator unabhéngig sind, so dass Ni.o
als Mafl des Einflusses des zweiten Oszillators auf den ersten angesehen werden
kann. Gleichermaflen ist N1, 3 ein Indikator fiir den Einfluss des dritten Oszil-
lators auf die Dynamik des ersten. Uber diese partiellen Normen ist eine weitere
partielle Norm

N12<—2,3 = ]\[12 _N12<—2 _N12<—3 (4'41)

definiert, die alle Koeffizienten zusammenfasst, die die Abhéngigkeit von allen
drei Phasen ausdriicken - also alle diejenigen Komponenten, in denen sich die
Effekte des zweiten und des dritten Oszillators nicht trennen lassen. Wenn die
Kopplung der Oszillatoren wie in diesem Beispiel, Gl. ([{30]), additiv ist, dann
sind diese Terme Effekte hoherer Ordnung, die sich proportional zu €2 verhalten
und daher im Vergleich zu den Effekten erster Ordnung, NV;,;, die sich propor-
tional zu o< € verhalten, klein sind. Mit diesen Differenzierungen ergeben sich
folgende Wechselwirkungs-Indices:

Nicj
Ciej = w%] )
4
N (4.42)
Ciej,k = —w .

Die GréBlen Cjj(€), Ciej i (€) werden nun nach Gl. (£40), Gl. (@41)), Gl. (£42))

fiir jeden der unterschiedlichen Werte des Kopplungsparameters ¢ aus den re-
konstruierten Kopplungsfunktionen, Gl. (@37,

q(l)(¢15¢27¢3)7 q(2)(¢27¢37¢1)5 q(g)(¢3a¢la¢2)7

berechnet.

Wenn die rekonstruierten Phasenmodelle adédquate Modelle der Systemdyna-
mik sind, dann ist zu erwarten, dass die aus ihnen berechneten Abschitzungen
der Stérke der Wechselwirkung der Oszillatoren, C;;(¢), im selben Verhéltnis
ansteigen, wie die effektive Kopplung, E;. ;(¢), der Oszillatoren in Gl. (£38]) -
dass sich also die Indizes Cj.;(€) nédherungsweise proportional zu den entspre-
chenden effektiven Kopplungen, E;. ;(€), entwickeln. Mit effektiver Kopplung
E;j(€) ist hier das Produkt des Kopplungsparameters ¢ mit den unterschied-
lichen konstanten Faktoren in Gl. (£36]) gemeint, die die Wechselwirkung der
Ostzillatoren festlegen, siehe auch Abb. Durch diesen zu erwarteten Zusam-
menhang lidsst sich demnach testen, ob die rekonstruierten Phasenmodelle und

15Es sei darauf hingewiesen, dass die Kopplungsfunktionen der Phasendynamik, Gl. @31),
auf Grund der Phasendefinition keine Terme enthalten kénnen, die ausschliellich vom ersten
Ostzillator bzw. seiner Phase abhidngen. Genau diese Terme werden in der Phasentransforma-
tion eliminiert.
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Abbildung 4.7: (a) Die Wechselwirkungs-Indices als Funktion des Kopplungs-
parameters: Cq.2(€) violette Sterne, Ci.3(e) blaue Linie, Co. 1(€) hellblaue
Rauten, Co, 3(€) rote gepunktete Linie, Cs.1(€) schwarze gestrichelte Linie,
Cs2(¢) grine Quadrate. (b) Die Indices Cjj i als Funktion des Kopplungs-
parameters: C12 3(€) rot gepunktet, Ca 3 1(€) violette Sterne, Cs 1 2(€) blaue
Sterne. (c) Die effektive Kopplung F; ;(¢) in Gl. (£36]) als Funktion von €. Die
Symbole sind dieselben wie in (a).
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die definierten Groflen zur Quantifizierung der Wechselwirkung von Oszillatoren
zu plausiblen Ergebnissen fithren.

Die Wechselwirkungs-Indices C;.;(€) sind in Abb. 7] (a) als Funktion des
Kopplungsparameters € dargestellt, Ci; 1 (¢) in Abb. A7 (b), wihrend die Ent-
wicklung der effektiven Kopplung, E;. ;(e), als Funktion von € in Abb. 7] (c) zu
sehen ist. Im Vergleich der Grafiken ist ersichtlich, dass im Bereich e = [0,0.27]
das Verhiltnis und die Entwicklung der effektiven Kopplungen, E;. ;(€), durch
die Wechselwirkungs-Indices, C;j(e), in guter Ndherung reproduziert wird -
nur fiir € &~ 0.24 gibt es eine deutliche Abweichung, die spéater diskutiert werden
wird. Des Weiteren ist anzumerken, dass Ci. o und Cs. 1, die einer effekti-
ven Kopplung von Fi. o = F3.1 = 0 entsprechen, in diesem Bereich in der
Tat nidherungsweise Null sind. Aus Abb. 7] (b) wird deutlich, dass die Indices
Cij i (€) der theoretischen Erwartung entsprechend gegeniiber den dominanten
Cic;(€) klein ausfallen. Im Bereich € > 0.27 wird diese Ubereinstimmung zu-
nehmend schlechter: Die Entwicklung der Cj;(€) und der E;.;(¢) weichen fiir
starke Wechselwirkungen der Oszillatoren voneinander ab. Mit der Stérke der
Kopplung nimmt die Amplitudendynamik der Oszillatoren zu, so dass die An-
nahme, dass sich das System in der Ndhe des Grenzzyklus befindet, zunehmend
unzutreffender ist. Die Abweichung kann demnach darauf zuriickgefiihrt wer-
den, dass die Grofien Cj;(€) auf Phasenmodellen beruhen, die nur noch grobe
Niherungen der eigentlichen Dynamik sind: So ist in Gl. (£36)) ersichtlich, dass
die Stérke des Einflusses der Oszillatoren nicht nur von der effektiven Kopplung
abhéingt, sondern ebenfalls vom Verhéltnis der Amplituden oder den autonomen
Frequenzen. Des Weiteren sind mit zunehmender Kopplung und somit zuneh-
mender Synchronisation bzw. Korrelation der drei Oszillatoren die gegebenen
Daten im 3-dimensionalen Zustandsraum der drei Phasen weniger homogen ver-
teilt, was auch zu Fehlern in der Bestimmung der iiber diesem Zustandsraum
definierten Funktionen fithren kann.

Fir € =~ 0.24 gibt es eine lokale Abweichung des Verlaufs von Cj;(€) in
Abb. [ (a). Um dieses Phiéinomen zu analysieren, wird der Synchronisations-
Index fiir drei gekoppelte Oszillatoren erweitert,

T
% / (o1 (O)Fmoa (D) +kd2 (1)) gy| (4.43)

0

Yn,m,k =

und aus den Phasen mit n = [1,2,...,4],m,k = [-4,... — 2,—1,0, 1,2, ..., 4] fiir
jeden Wert des Kopplungsparameters € berechnet. Aus diesen Ergebnissen wird
fiir jeden Wert von e der maximale Synchronisations-Index

Ymaz = MaZ (Yn,m,k) (4.44)

bestimmt. In Abb. L8 ist v4.(€) als Funktion des Kopplungsparameters e
dargestellt: Im Bereich von e = [0.22,0.25], also genau in dem Bereich der loka-
len Abweichung in Abb. 1] (a), ist ein plotzlicher Sprung auf einen Wert von
Ymaz(€) = 0.75 zu finden, der anzeigt, dass die drei Oszillatoren synchronisiert
sind. Dieser maximale Synchronisations-Index ist v;,_2,1(€) = 0.75. In der Tat
ist fiir e = [0.22,0.25] die generalisierte Phasendifferenz [5]

1By (t) — 205 (t) + B3(t)] < g vt (4.45)

strikt begrenzt, wihrend alle paarweisen generalisierten Phasendifferenzen un-
begrenzt wachsen, was dem Sachverhalt entspricht, dass auch alle drei nach
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Abbildung 4.8: Der maximale Synchronisations-Index 7,4, (€) der drei Oszillato-
ren, blaue Sterne, sowie die drei paarweisen maximalen Synchronisations-Indices
der drei Oszillatoren, 712 (€) rot, 423, (¢) violett, 73 (e) griin, als Funktion
des Kopplungsparameters e.

Gl. BI3) berechneten paarweisen Synchronisation-Indices, 757~ (Abb. EJ),
in diesem Bereich nicht auf eine paarweise Synchronisation der Oszillatoren
hindeuten. D.h. das System befindet sich in einem Zustand, in dem alle drei
Oszillatoren synchronisiert sind, aber keines der drei méglichen Paare von Os-
zillatoren. Diese Synchronisation bzw. die strikte Beschrénkung der generali-
sierten Phasendifferenz bedeutet, dass die drei Ostzillatoren im Zustandsraum
nur diejenigen Zusténde einnehmen, die der Bedingung in Gl. (£45) geniigen,
was einem 2-dimensionalen Unterraum entspricht: Einer der drei Freiheitsgrade
ist in diesem Bereich der Kopplungsstérke ,,versklavt“. In diesem Bereich wird
demnach eine Funktion von drei Variablen auf der Basis einer 2-dimensionalen
Datenverteilung bestimmt, was zu einer schlechten Qualitdt der Phasenmodelle
fiihrt, so dass die Wechselwirkungs-Indices in diesem Bereich nicht als addquate
Représentation der Systemdynamik angesehen werden kénnen.

49



Kapitel 5

Anwendung auf komplexe
Systeme: Phasenmodelle
der kardiorespiratorischen
Kopplung

In diesem Abschnitt geht es darum, die im letzten Kapitel entwickelte Phasen-
transformation gekoppelter Oszillatoren zur Analyse der kardiorespiratorischen
Wechselwirkung zu verwenden und gleichzeitig zu demonstrieren, dass die Pha-
sentransformation auch im Fall komplexer empirischer Daten bei unterschied-
lichen Observablen desselben Systems - ndmlich EKG und Puls - eine in guter
N#herung invariante Beschreibung der Dynamik erméglicht. Da einerseits fiir
eine moglichst prézise Rekonstruktion der Wechselwirkung die Verwendung von
zwischen markierten Ereignissen interpolierten Protophasen, Gl. ([ZI4]), unge-
eignet ist, siche Appendix [A] andererseits aber insbesondere die Trajektorie
des EKG Signals zu komplex ist, um eine monotone Protophase durch den
Winkel des Zustandsvektors, Gl. (2I6]), zu definieren, ergibt sich als Voraus-
setzung dieser Anwendung die zuséitzliche theoretische Problemstellung, eine
kontinuierliche Protophase fiir periodische Trajektorie ohne definiertes Rotati-
onszentrum zu bestimmen. Dieses Kapitel gliedert sich daher in zwei Teile: Im
ersten, theoretischen Teil wird eine Methode entwickelt, die eine kontinuierliche
Bestimmung einer Protophase fiir komplexe Trajektorien ermdoglicht, und an
einem numerischen Modellsystem getestet. Im zweiten Teil wird diese Metho-
de mit der Phasentransformation auf die physiologischen Zeitreihen von EKG,
Puls und Atmung angewendet, um Phasenmodelle der kardiorespiratorischen
Wechselwirkung zu rekonstruieren.

5.1 Protophasen komplexer Signale

Die Bestimmung der Phase bzw. der Protophase fiir komplexe Signale, deren
Trajektorien kein definiertes Rotationszentrum aufweisen, ist ein bislang nicht
zufriedenstellend gelostes Problem. Ein erster Ansatz, um dieses Problem zu
umgehen, besteht darin, nach alternativen Observablen des Systems zu suchen,
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fiir die ein solches Rotationszentrum existiert, was beispielsweise durch Koor-
dinatentransformationen oder durch andersartige Messungen realisiert werden
kann. So ist es z.B. unter Ausnutzung der Symmetrie des Lorenz-Attraktors
moglich, eine Protophase zu bestimmen [Bl 86], oder durch die Verwendung der
Ableitung @ an Stelle der Observablen x den Bereich des kritischen Parameters
des Rossler Systems, in dem noch eine monotone Protophase bestimmt wer-
den kann, weiter hin zum ,,Funnel Regime* zu verschieben [37]. Obwohl diese
Moglichkeit zwar in einzelnen Fillen besteht, ist sie keine universelle, systema-
tische Losung des Problems, so dass sie in den meisten Féllen nicht zum Erfolg
fiihren wird.

Ein weitere Moglichkeit, um Protophasen fiir komplexe Signale zu bestim-
men, ist durch die Verwendung von Filtern gegeben: Die jeweils gegebenen
Zeitreihe X (t) wird gefiltert bis Gl. (ZI0]) eine monotone Protophase ergibt.
So lassen sich z.B. langsame Trends der Baseline oder hohere, verrauschte Fre-
quenzanteile des Signals herausfiltern, um eine monotone Protophase zu erzeu-
gen Alternativ kann ein komplexes Morlet Wavelet verwendet werden, um
jeder Zeitskala 7 eine Protophase iiber die Grofie 8 der zeitabhéngigen Koeffi-
zienten W, (t)= Ay (t)ew(ﬂ(t) zuzuordnen. Dieses Vorgehen ist dquivalent mit
der Verwendung der Hilbert-Transformation, Gl. (ZI5]), nach Anwendung eines
Bandpass-Filters fiir die jeweilige Zeitskala 7 [39] 40} 41]. Solange sich dieses Vor-
gehen im moderaten Bereich eines gewohnlichen Preprocessing ansiedeln lasst,
besitzt zwar das Resultat weiterhin eine klar definierte physikalische Bedeutung,
der Effekt ist aber nicht ausreichend, um monotone Protophasen fiir komple-
xe Signale zu bestimmen, wiahrend andererseits ein ausreichend starkes Filtern
als eine Zerlegung des Signals in einzelne Moden anzusehen ist, die jeweils ein
engbandiges Spektrum aufweisen und daher eine monotone Protophase besitzen
[46]. Eine solche Zerlegung erméglicht zwar einerseits die Bestimmung einer mo-
notonen Protophase fiir die einzelnen Moden, anderseits ist deren physikalische
Bedeutung alles andere als klar, weil nicht geklért ist, in welchem Verhiltnis
die Phasen der einzelnen Moden eines Signals zur Phase des gesamten Signals
stehen.

Im Gegensatz zu den skizzierten Ansétzen, die aus genannten Griinden eben
keine addquate Losung der Problemstellung sind, soll im Folgenden eine Me-
thode zur Bestimmung von Protophasen entwickelt werden, die nicht auf der
Bearbeitung oder Zerlegung der Signale basiert, sondern als Koordinatentrans-
formation zu verstehen ist. Diese Methode geht davon aus, dass sich die Tra-
jektorie in unmittelbarer Nihe eines Grenzzyklus befindet, der unabhéngig von
der Komplexitit seiner Form als eindimensionale Struktur durch eine monoton
wachsende Variable parametrisiert werden kann. Diese Variable lésst sich dann
als Protophase auffassen, wihrend die geringfiigigen Abweichungen orthogonal
zum Grenzzyklus eine zweite Koordinatd? definieren, die im Folgenden als Am-
plitude bezeichnet wird.

1So wurde z.B. ein spezielles Filter entwickelt, um die Phase verrauschter Signale zu be-
stimmen, [38]. Dieser Ansatz setzt aber bereits eine ndherungsweise kreisférmige Trajektorie
voraus, und kann daher nicht zur Bestimmung der Phasen komplexer Signale verwendet wer-
den.

2In n-dimensionalen Systemen gibt es n — 1 Richtungen orthogonal zum Grenzzyklus. Der
im Folgenden diskutierte Ansatz basiert auf einer 2-dimensionalen Einbettung, so dass es hier
nur eine Richtung orthogonal zum Grenzzyklus - also eine Amplitude - gibt.

o1



5.1.1 Theorie

Der Ansatz geht in zwei Schritten vor: Im ersten Schritt wird aus den Daten
x(t), die sich in der Umgebung eines Grenzzyklus befinden, der Grenzzyklus
als durchschnittliche Datenverteilung rekonstruiert - im Folgenden als Average
Cycle bezeichnet. Die Daten z(t) werden dann im zweiten Schritt auf den als
Funktion einer Variablen 1 repriisentierten Average Cycle Z,.(1) projiziert, um
die Protophase 6 zu bestimmen.

Wenn ein Signal z(¢) mit einem néherungsweise periodisch wiederkehrenden
Muster gegeben ist, dann besteht der erste Schritt darin, das durchschnittliche
Muster als Funktion einer Variablen abzuschéitzen. Dazu werden zunichst die
Zeitpunkte T,, des Auftretens wiederkehrender Ereignisse oder Schnitte mit ei-
ner Poincaré-Ebene markiert, deren Abstand die Dauer der jeweiligen Periode
angibt. Aus T, wird dann durch Interpolation, Gl. (ZI4]), eine erste Schétzung
U (t) der Protophase bestimmt. Wenn 1)(t) gegeben ist, kann das durchschnittli-

P(rad)

Abbildung 5.1: Die Zyklen eines synthetischen EKGs, Abschnitt (1.2 (a) als
Funktion der Zeit und (b) als Funktion der ersten Schiitzung der Protophase .
Das durchschnittliche Muster ist als fette rote Linie dargestellt.

che Muster berechnet werden, indem die Zeitreihe 2(t) durch ¥ (t) parametrisiert
wird,

x(t) = z(v), (5.1)

und z(¢) als diskrete Fourierreihe,

N
w(W)~ Y G, (5.2)
n=—N

dargestellt wird, wobei N die maximale Ordnung der Exponentialfunktionen ist.
Der Theorie der Fourierreihenentwicklung folgend kénnen die Koeflizienten G,
aus der parametrisierten Zeitreihe X (¢/) durch

1
wmam

wm(ll‘
Gy / X (Y)e "™ dep (5.3)
0
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bestimmt werden, oder aber mit der Substitution von t(¢) durch ¢ direkt aus
der Zeitreihe x(t) berechnet werden:

LT i B
G, = o) /0 x(t)e L (t)dt. (5.4)
In Abb.[EJlist der Effekt der Parametrisierung und das aus der parametrisierten
Zeitreihe berechnete durchschnittliche Muster am Beispiel eines synthetischen
EKGs verdeutlicht, siche Abschnitt

Nun lésst sich die Zeitreihe z(t) so auffassen, also ob sie durch kleine Abwei-
chungen in der Umgebung des durchschnittlichen Musters generiert wurde, die
durch eine Amplitudendynamik r(¢) bedingt sind, wihrend die jeweils aktuelle
Position auf dem durchschnittlichen Muster durch die Protophase 6 bestimmt
ist:

N
X(@t) =r(t) Y Gnem, (5.5)
n=—N

Man kann den Kern dieser Methode als Umkehrung dieses Zusammenhangs
auffassen: iiber Gl. (0] werden aus der gegebenen Zeitreihe x(t) die Proto-
phase 0(t) und die Amplitude r(¢) bestimmt, indem diejenigen Werte bestimmt
werden, fiir die die Gleichung (&.0]) gilt. Leider handelt es sich in dieser Form
um ein unterbestimmtes Problem, da es beliebig viele Mdglichkeiten gibt, die
zwei Variablen der Funktion Gl. (&3] so zu wihlen, dass die Funktion einen
vorgegebenen Wert annimmt. Da die Ursache dieses Problems darin besteht,
dass zwei Variablen iiber eine skalare Funktion bestimmt werden sollen, lésst
sich dieses Problem durch den Ubergang zu einer zweidimensionalen Darstel-
lung der Zeitreihe z(t) 16sen, die sich durch das analytische Signal x(t) 4 i&(t)
realisieren lisst, das sich aus der Hilbert-Transformation Z(¢), Gl [2IH), aus
x(t) ergibt. Das durchschnittliche Muster in der komplexen Ebene, der Average
Cycle, ist eine geschlossene Kurve und daher eine periodische Funktion der Va-
riablen . Der Average Cycle bzw. die Koeffizienten seiner Reihenentwicklung
lassen sich auf der Basis allgemeiner Eigenschaften der Hilbert-Transformation
leicht analytisch aus den Koeffizienten G, iiber

2G, n>0
H, = G, n=0 (5.6)
0 n <0

bestimmen, oder direkt aus dem analytischen Signal durch den Zusammenhang

H, = L / T(x(t) + ia&(t))e_mw(t)d—w(t)dt (5.7)
(1) Jo dt
berechnen, so dass in Analogie zu Gl. (&.2)
N
() +id(t) & Y Hpe™'® (5.8)
n=0

gilt. Mit den Koeflizienten H,, ist der Average Cycle dann durch

N
Zac(p) = Hpe™ (5.9)
n=0
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gegeben. Z,.(1) ist eine in ¢ 27-periodische, 1-dimensionale Struktur in einem
2-dimensionalen Zustandsraum

Um eine Parametrisierung des gesamten 2-dimensionalen Zustandsraums zu
definieren, die es gestattet, die Protophase € auf und in der Umgebung des
Average Cycles zu bestimmen, muss eine Amplitude r hinzugefiigt werden. Es
sei darauf hingewiesen, dass dies grundsétzlich auf beliebig viele unterschiedliche
Weisen moglich ist, die alle mit unterschiedlichen Abbildungen der Zusténde x+
i4 auf die neuen Koordinaten 6 und r verbunden sind | Wenn die Trajektorie sich
aber in hinreichend geringer Entfernung vom Grenzzyklus befindet, konnen diese
Effekte vernachlissigt werden. Die Methode geht demnach von der Annahme
aus, dass sich die Trajektorie hinreichend nah am Grenzzyklus befindet.

Die gewéihlte Projektion ist dadurch motiviert, dass die Amplitude r» Abwei-
chungen orthogonal zum Grenzzyklus beschreibt, wobei r = 0 auf dem Grenz-
zyklus gilt. Mit der Definition des Average Cycles Z,.(¢), Gl. (&9), sind dann
die neuen Koordinaten des Zustandsraums in der Umgebung des Grenzzyklus
durch

N
+ Zac(0) = Hy + > (14 nr)Hye™? (5.10)

n=1

—10Z4c(0)
Zac ) 0)=r—gy—>
(r,0) =r—7pyg
definiert. Um eine gegeben Zeitreihe x(t) auf die neuen Koordinaten abzubilden,
also ihre Dynamik durch eine Protophase 6 und eine Amplitude r zu beschreiben,

muss die nicht lineare Gleichung

2(t) + i (t) = Zae(r (1), 0(t)) (5.11)

in jedem Punkt der Trajektorie z(¢) +42(t) fiir 6(¢) und r(¢t) gelost werden. Hier
ist zu beachten, dass es hdufig mehr als eine Moglichkeit gibt, einen Punkt im
Zustandsraum durch eine Wahl von r, § darzustellen - die Losung von Gl. (5I1))
ist also nicht eindeutig. Um dieses Problem zu l6sen, miissen zusétzliche Infor-
mationen herangezogen werden: Wenn das Signal x(t) strikt periodisch wére,
dann wiren alle Zyklen untereinander und mit dem Average Cycle identisch. In
diesem Fall ist klar, dass die korrekten Werte der Amplitude r(¢) = 0 sind und
die Protophase mit der ersten Schéitzung der Protophase 6(t) = (t) iiberein-
stimmen muss. Wird von der Annahme Gebrauch gemacht, dass es sich im Fall
nicht strikt periodischer Prozesse lediglich um kleine Abweichungen vom strikt
periodischen Verhalten handelt, folgt, dass die korrekte Projektion auf r» und 6
zu Werten fithren sollte, die moglichst wenig von » = 0 und 6 = ) abweichen. Die
Losung der Gl. (BIT)) kann demnach dadurch eindeutig gemacht werden, dass
als Nebenbedingung gefordert wird, dass r(¢) minimal von 0 und 6(¢) minimal

3Es sei darauf hingewiesen, dass der Average Cycle leicht verwendet werden kann, um
kiinstliche Daten eines periodischen Musters zu generieren, indem die Koeffizienten des Ave-
rage Cycles aus der entsprechenden Zeitreihe bestimmt werden und dann eine beliebige Phase
¢ generiert und in Gl. (59) eingesetzt wird.

4Die korrekte Projektion auf den Average Cycle entspricht der Projektion entlang von Iso-
phasen [5] - in der Literatur werden sie als Isochronen bezeichnet, was aber nur im Fall strikt
linear wachsender Phasen, also autonomer Systeme, eine korrekte Bezeichnung ist. Hierbei
handelt es sich um n — 1-dimensionale Unterrdume in n-dimensionalen Zustandsrdumen, die
denselben Werte der Phase ¢ besitzen. Da die Phase ¢ auch dadurch bestimmt ist, dass sie kei-
ne dynamischen Komponenten besitzt, die eine Funktion der Amplitude sind, siche Abschnitt
[B] fithren von den Isophasen abweichende Projektionen zu Protophasen 6, die Abhéingigkeiten
von der jeweils zugehorigen Amplitude r besitzen.
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von 1 (t) abweicht. Eine schlichte, hdufig bereits aber ausreichende Moglichkeit,
diese Nebenbedingung zu implementieren, besteht darin, ro(t) = 0, 0o(t) = ()
als Startwerte des Iterationsschemas zur Losung von Gl. (B.I1)) zu verwenden, so
dass die Iteration i.A. gegen Werte konvergieren wird, die auch der Minimalbe-
dingung geniigen. Als weitere Nebenbedingung wird verlangt, dass die Protopha-
se 6(t) monoton zu sein hat, so dass fiir jeden Zeitpunkt 0(t—1) < 6(t) < 0(t+1)
gilt. Diese weitere Nebenbedingung wird implementiert, indem in jedem Schritt
k des iterativen Losungsverfahrens fiir Gl. (G.I1) die jeweils berechnete Verinde-
rung der Protophase A6y so limitiert wird, dass die Monotoniebedingung erfiillt
ist. Gl. (BI0)) ldsst sich dann fiir jeden Zeitpunkt ¢ unter Erfiillung der Neben-
bedingungen durch das folgende Iterationsschema lésen - auf die Zeit wurde der
Ubersichtlichkeit der Darstellung halber hier verzichtet:

TOZO,
90:¢a

o (5.12)
Afp =% ((ac +i% — Zae(Tha1,0k)) - (M) ) 7

00

Or+1

Okr1 = Ok + AO,  mit > 0.

Dieser Algorithmus berechnet in jedem Schritt der Iteration den Fehlervek-
tor,  + & — Z4(0,0)), als Differenzvektor zwischen dem vorgegebenen Punkt
x4+ 12 und dem durch die jeweils aktuellen Werte von 6 bestimmten Punkt auf
dem Average Cycle. Die Projektion dieses Fehlervektors auf die Amplituden-
Richtung % bestimmt dann den jeweils neuen Wert der Amplitude 741,
wihrend die Veréinderung der Protophase A8y durch die Projektion des Feh-
lervektors auf die Richtung entlang des Average Cycles 9Z(09%) ormittelt wird.
Die Iteration konvergiert daher gegen einen Zustand, in dem der Fehlervektor
Null ist, bzw. im Fall von verrauschten Daten, gegen einen Zustand, in dem eine
weitere Minimierung des Fehlers durch die Monotoniebedingung ausgeschlossen
wird.

5.1.2 Numerischer Test: synthetisches EKG

Um zu demonstrieren, dass die Projektion auf den Average Cycle zu korrek-
ten Ergebnissen fiihrt, wird numerisch ein synthetisches EKG Signal mit einer
zumindest ndherungsweise bekannten Phasendynamik generiert, die es dann
durch die Projektion auf den Average Cycle zu rekonstruieren gilt. Das syn-
thetische EKG wird in zwei Schritten generiert. Zuerst werden die Phasen
D110d1 (), Prnoda(t) durch die numerische Losung des Phasenmodells, Gl. (B.13)),
berechnet, das die unidirektionale Kopplung des ersten Oszillators an einen
zweiten Oszillator mit strikt linear wachsender Phase simuliert:

Q:Smodl =w1t+c COS(¢mod1 - ¢mod2) + c2 COS(2¢mod1 - 2¢mod2)a

5.13
¢mod2 = W2. ( )

Die verwendeten Parameter des Modells sind: w; = 27, wy = 2, ¢; = 0.6 und
co = 0.4. Im zweiten Schritt wird aus der Zeitreihe ®,,,q41(t) die instantane
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Frequenz Q,041(t) = ®poq1 bestimmt, die als zeitabhingiger Parameter in ein
System von Differentialgleichungen,

a=1—/22(t) + y2),

_%::ax@)_spmdﬂﬂyﬁh
gy (5.14)
? = ay(t) + QUmoar (t)x(t),

= = —B(®),y(t) — 2(0),

eingesetzt wird, das den zeitlichen Verlauf eines EKG Signals simuliert [47],
wobei es sich bei B(z(t),y(t)) um eine Funktion handelt, die die Form des
EKGs definiert - sie ist in [47] ausfiihrlich erklédrt. Die numerischen Lésung
der Differentialgleichung mit dem Euler-Verfahren, Zeitschritt At = 0.002s,
ergibt das synthetische EKG, sECG(t) = z(t), mit einer Linge von 93.000
Daten und ca. 180 Perioden. Da die instantane Frequenz 2,041 (¢) durch das
Phasenmodell, Gl. (5.13)), berechnet wurde, ist zu erwarten, dass die Phase von
sECG(t) zumindest nidherungsweise der des Phasenmodells entspricht - eine
exakte Ubereinstimmung ist aber nicht zu erwarten, da Q,,041 (t) lediglich als
zeitabhingiger Parameter in einer nicht-linearen Gleichung auftritt.

4

sECG

sECG -
Abbildung 5.2: Die 2-dimensionale Einbettung des synthetischen EKGs,
sECG(t), mit Hilfe der Hilbert-Transformation, sECG, (gepunktete blaue Li-
ne). Der zugehorige Average Cycle Z,.(v) ist als durchgezogene rote Linie dar-
gestellt.

Das unter Verwendung der Hilbert-Transformation 2-dimensional eingebet-
tete synthetische EKG, sECG(t), ist in Abb.[B2ldargestellt. Die erste Schitzung
der Protophase ¥(t) wurde unter Verwendung eines markierten Ereignisses pro
Periode - der R-Zacke - durch Interpolation, Gl. ([ZI4]), berechnet. Unter Ver-
wendung von U(¢) wurde dann der Average Cycle nach Gl. (7)) mit einer
Ordnung von N = 60 bestimmt - er ist in Abb. 5.2 als durchgezogene rote Linie
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zu sehen. Auf der Basis des Average Cycles wurden die Protophase ©,.(t) und
die Amplitude R,.(t) nach Gl. (&I0), Gl. (&I1)) berechnet, indem das iterative
Losungsverfahren, Gl. (512)), mit 20 Iterationen verwendet wurde. Aus der Pro-
tophase ©,.(t) wurden nach Gl. (@I4]) und Gl. (I5) die Phase ®,.(¢) und das
entsprechende Modell der Phasendynamik mit einer Ordnung von N = 6 be-
rechnet, wobei die Phase des zweiten Oszillators des Phasenmodells, ®,,,042(t),
in der Phasentransformation als zweite, externe Protophase verwendet wurde.

Die Kopplungsfunktion guc(@ac, ®mod2) des so rekonstruierten Phasenmo-
dells ist dann in der Form

Gac(Bacs Dmod2) = Z Q?L?”rlei(nd)ac“l’m(lsmod?)

n,m

gegeben. Die Koeffizienten @7, kénnen dann mit denen der Referenzfunktion

Gmod(Pmod1 s Omodz2) verglichen werden, die sich unmittelbar aus den Parametern
des urspriinglichen Phasenmodells, Gl. (51I3)), ¢; = 0.6 und ¢p = 0.4 ergebenﬁ

(@ o () g
A 0.4 A 0.4
.0 .0
-4 -4
A 0 4 0 ) 0 4
n n

Abbildung 5.3: Die absoluten Werte der Koeffizienten Q7°,, der Kopplungsfunk-
tionen des synthetisch EKGs: (a) Die Koeffizienten des Referenzmodells :ffjf
(b) Die Koeffizienten des iiber den Average Cycle rekonstruierten Modells Q5,¢,,,.

Zu diesem Zweck sind die Koeffizienten der Kopplungsfunktionen in Abb.[(.3]
in Form einer Matrix bis zur Ordnung N = 4 dargestellt. Wenn die disku-
tierte Methode zu sinnvollen Ergebnissen fithrt, dann sollte das rekonstruierte
Ergebnis Q5¢,, ndherungsweise mit den Vorgaben QZf‘,’ff des Referenzmodells,
Gl. (5I3), iibereinstimmen. Wie bereits angemerkt, ist eine perfekte Uberein-
stimmung nicht zu erwarten, da das Phasenmodell zur Generierung des syn-
thetischen EKGs nur als zeitabhéngiger Parameter in ein nicht-lineares Glei-
chungssystem eingesetzt wurde. In der Tat sind die rekonstruierten Ergebnisse
ca. 30% grofler als die des Phasenmodells, weisen aber in guter Nidhrung die-
selbe Struktur auf. Vor dem Hintergrund der angefiithrten Uberlegungen zeigt
demnach das unter Verwendung des Average Cycles rekonstruierte Phasenmo-
dell eine zufriedenstellende Ubereinstimmung mit dem Referenzmodel, wobei zu

5Es ist hier zu beachten, dass im Phasenmodell, Gl.(EI3), die Funktion cos() auftritt,
wéhrend im rekonstruierten Phasenmodell Exponentialfunktionen verwendet werden, was im
Vergleich der Koeflizienten einen Faktor von 0.5 mit sich bringt.

o7



betonen ist, dass das Phasenmodell eines so komplexen Signals weder wegen der
Nyquist Limitierung durch den Interpolations-Ansatz, Gl. (214), noch wegen
der Uberschneidungen bzw. der Schleifen der Trajektorie iiber den Winkel der
Poloarkoordianten, Gl. (2I6) bestimmt werden kann.

5.2 Phasenmodelle der kardiorespiratorischen Wech-
selwirkung

Die in den vorangehenden Abschnitten entwickelte Methode wird nun verwen-
det, um Phasenmodelle der kardiorespiratorischen Wechselwirkung zu bestim-
men. Einerseits soll so demonstriert werden, dass es unter Verwendung der Pha-
sentransformation moglich ist, in guter Ndherung invariante Phasenmodelle aus
derartig unterschiedlichen Observablen wie Puls und EKG zu gewinnen, anderer-
seits konnen diese Modelle aber auch selbst von Relevanz fiir die physiologische
Forschung sein, weil sie moglicherweise Riickschliisse iiber die Wechselwirkung
von Atmung und Herz zulassen.

Die Rekonstruktion der kardiorespiratorischen Phasendynamik basiert auf
Messungen des EKGs, des Pulses und der Atmung in Form des Luftstroms
durch die Nase an einer ménnlichen, gesunden Versuchsperson im Alter von 35
Jahren. Es wurden Aufnahmen unter drei unterschiedlichen Bedingungen ge-
macht: (a) freie Atmung, (b) Atmung nach einem Metronom alle 5s und (c)
Atmung nach einem Metronom alle 2s. Die Daten wurden mit 1kH z gesampelt
und mit einem Savitzky-Golay-Filter der Ordnung 3 und einer Fenstergrofie von
53 bearbeitet - bei den Puls Daten wurden zusétzlich langsame Trends entfernt.
Aus der Aufnahme (a) werden zwei Zeitreihen unterschiedlicher Observablen
des ersten Ostzillators, Puls und EKG, sowie eine Zeitreihe der Atmung ver-
wendet, um zu demonstrieren, dass unterschiedliche Observablen zu &hnlichen
Phasenmodellen fithren. Von Aufnahme (b) werden die Zeitreihen von EKG und
Atmung jeweils in zwei Teile geteilt, um zu zeigen, dass die Phasenmodelle von
zwei Teilen derselben Zeitreihe zu konsistenten Ergebnissen fithren. Des Weite-
ren werden gleichermafien zwei Teile von EKG und Atmung von Aufnahme (c)
verwendet, um zu belegen, dass die Ergebnisse qualitativ invariant gegeniiber
einer Variation der Messbedingungen sind. Demzufolge werden die folgenden 6
Paare von Zeitreihen verwendet, um aus ihnen Modelle der Phasendynamik zu
rekonstruieren.

Aufnahme Herz Atmung Grofle

freie Atmung EKGyrei(t) | AT Mprei(t) | 400.000
freie Atmung PLSfrei(t) | AT Myrei(t) | 400.000
getriggerte Atmung 5s | EKGss1(t) | AT Mss1(t) | 300.000
getriggerte Atmung 5s | EKGss2(t) | AT Mss2(t) | 300.000
getriggerte Atmung 2s | EKGas1(t) | AT Mas1(t) | 400.000
getriggerte Atmung 2s | EKGag2(t) | AT Mas o(t) | 400.000

Diese Zeitreihen wurden unter Verwendung der Hilbert-Transformation, GI.
(213), 2-dimensional eingebettet. Die Protophasen der Atmung wurden iiber
den Winkel der Polarkoordinaten, Gl. (ZI6]), die Protophasen von EKG und
Puls unter Verwendung der Projektion auf den Average Cycle bestimmt, wo-
bei jeweils 32 Iterationen in Gl. (B.12) verwendet wurden. Der Average Cycle,
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Gl. (&71), der EKG Daten wurde mit einer Ordnung von N = 80 der Exponen-
tialfunktionen berechnet, der der Puls Daten mit einer Ordnung von N = 24,
wobei die jeweils verwendete erste Schitzung der Protophase durch Interpolati-
on zwischen markierten Ereignissen, Gl. (ZI4]), berechnet wurde - der R-Zacken
im Fall der EKG Daten und der Maxima im Fall der Puls Daten. Diese Pro-
tophasen wurden unter Verwendung von Gl. (@I4) und Gl. (@I5) mit einer
Ordnung von N = 11 in Phasen transformiert, um schlieffilich die folgenden
Kopplungsfunktionen, Gl. ({20)), zu berechnen, die die Einwirkung der Atmung
auf die Phasendynamik des Herzens beschreiben.

Aufnahme Kopplunsg funktion
, k
freie Atmung q;,l:gi (Gekgs Patm.)
freie Atmung q?rsei (Bplss Patm

)
getriggerte Atmung 5s qgfﬁ (Gekgs Patm)
)
)

. k
getriggerte Atmung 5s | q5.%(dekg, Patm
getriggerte Atmung 2s qgff’l (Gekgs Patm

getriggerte Atmung 2s qgl;% (Geckg, Patm)

Die Kopplungsfunktionen sind in Abb.[E.4ldargestellt: Offensichtlich weisen alle
Kopplungsfunktionen unabhéngig von den Messbedingungen und den verwen-
deten Observablen ein gemeinsames typisches Muster auf, wihrend andererseits
auch Differenzen zu erkennen sind, die die Unterschiede der Messbedingungen
reflektieren: Kopplungsfunktionen, die unterschiedlichen Teilen derselben Mes-
sung entsprechen, Abb. 54 (c), (d) und Abb. B4 (e), (f), sind jeweils deutlich
dhnlicher als Kopplungsfunktionen, die zu unterschiedlichen Messbedingungen
gehoren. Dieser visuelle Eindruck lédsst sich auch quantitativ durch die Norm,

GL (m;
N(Q) = A IZ |Qn,m|2

und die Korrelation, Gl. (£21),
Zn m '}L mQ%n 7meii(nA¢l+mA¢2)

2 2
\/Zn,m ‘Q}m,m| Zn,m ‘Q%,m|

der Kopplungsfunktionen erfassen. Die Norm ist Ausdruck der Amplitude der
Kopplungsfunktionen bzw. der Kopplungsstéirke, die Korrelation reprisentiert
die Ubereinstimmung der Form der Kopplungsfunktionen ist aber gegeniiber Va-
riationen der Amplitude invariant, so dass man zur Beurteilung der Ahnlichkeit
von Kopplungsfunktionen beide Gréflen heranziehen sollte. In der folgenden Ta-
belle sind Normen und Korrelation der sechs Kopplungsfunktionen aufgefiihrt:

p(qla q2) = MATA¢y,Ap2

k s k k kE k
P(a" q%) | 452 | Qi | 51 | B62% | doet’ | B5e% | | N(9)
a5, 1 |068]o081]081] 072 076 |1.39

g%, | 068 | 1 |0.60]|062| 043|049 | | 1.10
gsky 1 0.81]060| 1 |086|0.71]080| | 145
gk, | 0.81]0.62]086| 1 | 070|078 | 143
g5 1072043071070 1 |080| | 1.20
g5, 1 0.76 | 0.49 | 0.80 | 0.78 | 0.80 | 1 1.18
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(batm 0 0 d)ekg d)atm 0 0 ¢ekg

Abbildung 5.4: Die Kopplungsfunktionen der kardiorespiratorischen Wechselwir-

kung, berechnet aus: (a) EKG unter freier Atmung q;i‘zi(%kg,(ﬁatm), (b) Puls
unter freier Atmung q?i,sei(¢>pls, Gatm), (¢) erster Teil der EKG Daten unter alle
5s getriggerter Atmung qg’jﬁ (Pekgs Patm), (d) zweiter Teil der EKG Daten unter
alle 5s getriggerter Atmung qgf’%(@kg,(ﬁatm), (e) erster Teil der EKG Daten
unter alle 2s getriggerter Atmung qgf’gl (Pekg, Patm), (f) zweiter Teil der EKG

Daten unter alle 2s getriggerter Atmung qggé (Pekgs Patm )-
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Diese quantitativen Resultate reproduzieren den visuellen Eindruck: Die grofie
Ahnlichkeit aller Kopplungsfunktionen, das Vorliegen einer gemeinsamen, typi-
schen Form, wird durch die hohe Korrelation der Kopplungsfunktionen wieder-
gespiegelt, fiir die p(¢*, ¢?) > 0.6 mit einer Schwankung von weniger als 20%
gilt. Des Weiteren zeigt sich, dass Kopplungsfunktionen unterschiedlicher Teile
derselben Zeitreihe eine hohere Ahnlichkeit aufweisen, darin, dass diese Paare
erstens eine nahzu identische Norm besitzen, wihrend die der Kopplungsfunktio-
nen unterschiedlicher Messungen klar erkennbar voneinander abweichen. Auch
die Korrelationen der Kopplungsfunktionen von Teilen derselben Messung sind
typischerweise hoher als die unterschiedlicher Zeitreihen. Des Weiteren zeigt sich
auch hier, dass es die Phasentransformation erméglicht, in einem qualitativen
Sinn invariante Phasenmodelle aus so unterschiedlichen Observablen wie EKG
und Puls zu bestimmen, deren Kopplungsfunktionen mit p(q', ¢?) = 0.68 korre-
liert sind, was in der Groflenordnung der Korrelation der Kopplungsfunktionen
liegt, die vom selben Signal unter unterschiedlichen Messbedingungen gewonnen
wurden.

Die Ergebnisse sind aber nicht nur selbstkonsistent in dem Sinne, dass die
Resultate unterschiedlicher Abschnitte derselben Zeitreihen, die Resultate un-
terschiedlicher Messungen und die Resultate unterschiedlicher Observablen sehr
dhnlich bzw. stark korreliert sind, sondern sie sind des Weiteren auch physiolo-
gisch plausibel, wie abschlieffend diskutiert werden soll. Das fiir alle Grafiken in
Abb. B4 charakteristische Muster ist durch einen grofie Fliche konstanter Werte
in der Umgebung von Null charakterisiert - also durch einen Bereich, in dem
die Herz-Dynamik iiberhaupt nicht durch die Atmung beeinflusst wird - und (2)
durch einen Bereich kurz vor Beginn der Depolarisation (die R-Zacken entspre-
chen Werten der Phase von ¢ e, = 27n, n =0,1,...), innerhalb dessen es eine
typische Form der Abhéngigkeit der Herzdynamik vom Zustand der Atmung
gibt. Dieser Bereich der Phasen entspricht im EKG dem Bereich vom Ausklin-
gen der T-Welle bis zum Einsetzen der P-Welle, so dass die Phasendynamik
des Herzens im Bereich des P-T-Intervalls als autonom angesehen werden kann,
und nur im T-P-Intervall extern beeinflusst ist, was sich mit dem Sachverhalt
deckt, dass das EKG Signal im Bereich des P-T-Intervalls bis auf Amplituden-
schwankungen invariant ist und nur im T-P-Intervall eine Variabilitdt in Form
einer zeitlichen Stauchung und Dehnung aufweist und sich dementsprechend
nur gut vorhersagen ldsst, wenn die zur Vorhersage verwendeten Daten aus dem
P-T-Intervall stammen [48]. Solche Bereiche der Autonomie gegeniiber exter-
nen Einfliissen sind vom Verhalten von Neuronen als Refraktirphase bekannt -
dies ist die Zeitspanne nach der Depolarisation, in der keine erneute Depolari-
sation erfolgen kann [49] -, was die Vermutung nahelegt, dass das beobachtete
Muster durch Einwirkungen auf Neuronen oder den Sinusknoten verursacht sein
kénnte. Ein Vergleich mit den aus numerischen Simulationen in Abschnitt [£.2.3]
gewonnenen Kopplungsfunktionen eines Hindmarsh-Rose Neurons, das (a) von
einem zweiten Neuron oder (b) von einem regelmifiigen Van-der-Pol Oszilla-
tor beeinflusst wird, Abb. 312 (b),(c) zeigt, dass die aus den physiologischen
Daten gewonnen Kopplungsfunktionen in Abb. [5.4] eine verbliiffende Ahnlich-
keit mit der Kopplungsfunktion des durch den Van-der-Pol-Oszillator getrie-
benen Hindmarsh-Rose Neurons, Abb. E3}2 (c), aufweisen, withrend die Ahn-
lichkeit mit der Neuron-Neuron-Kopplung geringer ist. Dies legt den Schluss
nahe, dass der der kardiorespiratorischen Kopplung zu Grunde liegende Me-
chanismus, weniger eine direkte neuronale Wechselwirkung ist, als vielmehr der
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unmittelbare Einfluss eines regelméfligen Oszillators auf die Herzzellen - wie
etwa der mechanische Druck der respiratorischen Dynamik auf den Sinuskno-
ten. Des Weiteren weist die Abhéngigkeit der Herzdynamik von der Phase der
Atmung ein Maximum - also eine Beschleunigung des Herzschlages - kurz vor
Gatm = 2mn, n=20,1,... auf, und ein Minimum - also eine Abnahme der Herz-
frequenz - in der Ndhe von ¢g¢, = 7, n = 0,1,.... Da Werte der Phase der
Atmung von ¢u4, = 27n, n = 0,1, ... dem Maximum der Geschwindigkeit des
Luftstroms durch die Nase entsprechen, nimmt die Herzfrequenz beim Einatmen
zu und beim Ausatmen ab: Das fiir alle ermittelten Kopplungsfunktionen typi-
sche Muster zeigt den bekannten Effekt der Respiratorischen Sinus Arrhythmie
[51].

Die aus den physiologischen Daten gewonnenen Ergebnisse reproduzieren
demnach die bekannten physiologischen Sachverhalte der neuronalen Refraktér-
phase sowie der Respiratorischen Sinus Arrhythmie und legen im Vergleich mit
Kopplungsfunktionen numerischer Modelle nahe, dass der zu Grund liegende
Mechanismus mit der unmittelbaren, mechanischen Einwirkung der regelmafi-
gen Dynamik der Atmung auf die Herzzellen, wie etwa die des Sinusknoten,
zusammen héngt. Dieser Zusammenhang entspricht der Erkldrung der Respi-
ratorischen Sinus Arrhythmie durch das Phénomen des mechano-elektrischen
Feedbac/{:s@7 das die Riickwirkung des mechanischen Einflusses auf die Herzzel-
len - wie etwa durch die Verformung der Zellen oder ihre Volumen#nderung -
auf ihre elektrophysiologischen Eigenschaften und so letztlich auf die Dynamik
des Membranpotentials beschreibt: Die Respiratorische Sinus Arrhythmie wird
dieser Theorie nach zumindest teilweise nicht durch neuronale Wechselwirkun-
gen [53] Verursachtm sondern durch die unmittelbare physische Einwirkung der
Atmung auf das Herz, was dadurch belegt ist, dass sie sich auch nach Herz-
Transplantationen nachweisen lidsst [54]. Vermutlich wird sie durch die Einwir-
kung des respiratorisch modulierten ventsen Riickstroms des Blutes auf den
Sinusknoten, den Schrittmacher des Herzens, verursacht. So bewirkt die Zunah-
me des vendsen Riickstroms eine Zunahme der Herzfrequenz [55], was auch bei
der Dehnung isolierter Sinusknoten [56] und bei der Dehnung isolierter Sinus-
knotenzellen [57] zu beobachten ist.

Die in diesem Abschnitt aus physiologischen Zeitreihen rekonstruierten Pha-
senmodelle sind demnach wegen ihrer Selbstkonsistenz und zweitens wegen der
Reproduktion zentraler Aspekte gegenwértiger physiologischer Theorien als sinn-
volle Ergebnisse anzusehen, was die verwendeten Verfahren der Datenanalyse
- die Projektion auf den Average-Cycle zur Bestimmung der Protophase, die
Phasentransformation und die Rekonstruktion der Phasenmodelle - als ,, funkti-
onstiichtige Werkzeuge“zur Analyse der Wechselwirkung gekoppelter Oszillato-
ren ausweist. Insbesondere ist hier zu betonen, dass die Phasentransformation
auch im Fall so unterschiedlicher Observablen wie EKG und Puls zu einer in
guter Ndherung invarianten Darstellung der Systemdynamik fiihrt. Andererseits
ist abschlieBend anzumerken, dass in diesem Fall der Anwendung der Projekti-
on auf den Average Cycle auch zwei Probleme nicht gelést werden konnten, die
aus der spezifischen Form der gegeben Daten resultieren: (1) Das EKG weist
im Bereich zwischen T-Welle und P-Welle kaum eine Verdnderung des Signals

6Eine Ubersicht findet sich in [52]

"Ein alternativer Erklirungsansatz [58] kommt gleichermaBen zu dem Ergebnis, dass die
RSA nicht durch zentralnervése Wechselwirkungen verursacht wird, fithrt die RSA aber auf
die direkte Riickkopplung der Barorezeptoren auf die Herzdynamik zuriick.
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auf, was im Zustandsraum zu einer nahezu punktférmigen Konzentration dieser
Zusténde fiithrt, die auch noch durch ein, verglichen mit dem Dynamikumfang
dieser Zusténde, relativ starkes Rauschen iiberlagert sind. In diesem Bereich ist
die Phase durch die Daten daher nur sehr schlecht definiert, was sich in Ex-
tremféllen sogar in Spriingen oder kleineren Plateaus der Phase niederschlégt.
(2) Die verwendete Amplitude des Average Cycles ist nur unter der Bedingung,
dass die Abweichungen vom Average Cycle klein im Vergleich mit seinem Durch-
messer sind, eine gute Ndherung, die nicht zu amplitudenabhéngigen Variationen
der Phase fithrt. Sowohl in den EKG als auch in den Puls Daten gibt es aber im
Average Cycle eine kleine Schleifen, deren Durchmesser in der Gréflenordnung
der Amplitudendynamik liegt. Hier kommt es zu Verzerrungen der Phase und in
Extremfillen ebemfalls zu Spriingen und kleineren Plateaus. Aus diesen beiden
Griinden sind die Ergebnisse trotz der dargelegten Konsistenz erst einmal nur
als vorlaufiger, erster Schritt der Verwendung von Phasenmodellen zur Analyse
der kardiorespiratorischen Wechselwirkung zu verstehen.
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Kapitel 6

Phasen abseits des
Grenzzyklus

Wie in der Einleitung diskutiert, basiert der gesamte Ansatz auf der Annahme,
dass sich die jeweilige Trajektorie in der unmittelbaren Umgebung eines Grenz-
zyklus befindet, so dass die gesamte Dynamik des Systems in einer Ndherung
erster Ordnung auf die Phasendynamik reduziert werden kann. Ziel dieses Ka-
pitels ist es, erste Uberlegungen zu skizzieren, wie das Konzept der Phase bzw.
ihre Rekonstruktion aus Daten auf oszillierende Trajektorien iibertragen werden
kann, die eine hohere Dimension als ein Grenzzyklus besitzen - wie etwa seltsa-
me Attraktoren oszillierender chaotischer Systeme. Die folgenden Ausfithrungen
sind auf den Fall von ndherungsweise 2-dimensionalen Attraktoren beschrinkt,
konnen aber theoretisch unmittelbar auf beliebig viele Dimensionen {ibertra-
gen werden. Des Weiteren wird hier lediglich der Fall autonomer Oszillatoren
diskutiert - die Generalisierung auf gekoppelte Oszillatoren mit mehr als 1-
dimensionalen Trajektorien bleibt weiterhin eine offene Frage. Das Kapitel glie-
dert sich in einen theoretischen Teil, der von einem Abschnitt gefolgt wird, in
dem die Theorie an zwei Beispielen in ihrer Anwendung demonstriert wird.

6.1 Theorie

Es wird demnach im Folgenden davon ausgegangen, dass die 2-dimensional ein-
gebettete Trajektorie durch eine Protophase 6 und eine Amplitude r beschrieben
wird. Eine solche Reprisentation kann mit demselben Verfahren wie im Fall
von Grenzzyklen erreicht werden: Eine gegebene skalare Zeitreihe X (¢) wird
iiber die Hilbert-Transformation, Gl. ([2.I5]), in der 2-dimensionalen komplexen
Ebene eingebettet, X (t) + iX(t), die Protophase ©O(t) wird iiber den Winkel,
Gl. (2I6), und die Amplitude iiber den Absolutwert,

R(t) = |X(t) +iX(t)|,

definiert. In diesem Fall kann die Protophase

fl—f = o + f(0,7) (6.1)
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aber als Funktion beider Koordinaten # und r von der Definition der Phase ¢
autonomer Systeme, Gl. (2],
do
dt
abweichen, so dass die Phasentransformation iiber die Bedingung der Minimie-
rung der Abweichung von einer linearen Entwicklung, Gl. ([223]),

()

hier durch eine deterministische Koordinatentransformation beider Koordinaten
0 und r,

wo,

¢(9a T) =0+ G(G, T)v (62)

realisiert werden muss. Wird Gl. ([6.2]) in die Minimierungsbedingung, Gl. (2:23)),
eingesetzt, ergibt sich

T 2
. oG . 0G
0— —O0+—7 ) dt=min . 6.3

/0 ( wo + 20 arr) min (6.3)

Da Phase und Protophase wieder dieselbe beobachtete Frequenz, Gl. (ZI2),

besitzen miissen, ist wy durch
de
=(—( 6.4
w=(G0) (6.4

bestimmt. Um die Minimierung, Gl. (6.3]), numerisch auszufithren, wird fiir die
Transformation

GO,r) = Z Sym€™ Ly (1) (6.5)

als Ansatz gewihlt, wobei die L, (r) Legendre—PolynomeE der Ordnung m sind.
Wird Gl. (G) in Gl ([63) eingesetzt, folgt

2
T
. , . dL
;o inf inf m . _ .
/0 (9 —wo + g Sn.m {me L (r) +e 7(7‘)7“]) dt = min. (6.6)

n,m

Aus der Minimierungsbedingung, dass die partiellen Ableitungen nach allen

Koeffizienten 5 SB Null sein miissen, ergibt sich das lineares Gleichungssystem
Qnm + Z Sp,q ﬂn,m,p,q =0 Vn,m, (67)
p.q

wobei die Koeflizienten durch
T
. , dL .
— _ —inf [ M L
om,m—/o (9 wo)e ( o (r)r mLm(r)G) dt (6.8)
und

T
o= [ 0 (G0 +ipky (06 ) (S0 L (16
(6.9)

IDa Legendre-Polynome nur im Definitionsbereich von [—1,1] orthogonal sind, wird die
Amplitude r(¢t) auf diesen Bereich reskaliert.
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gegeben sind. Sind 6(¢) und r(¢) und somit ihre Ableitungen sowie wy durch
GL. ([64) gegeben, lassen sich die Koeffizienten a, ,,, durch Gl. (6.8)) und By, m p.q
durch Gl. ([@3) numerisch durch Integration iiber die Zeitreihen berechnen. Das
Gleichungssystem Gl.([6.7) 1l4sst sich dann 16sen, um die Koeflizienten S, ,,, zu
bestimmen. Mit den Koeffizienten S, ,,, ergibt sich dann aus

o(0,r) =0+ Z Sypm €™ Ly (1) (6.10)

n,m

die gesuchte Transformation von Protophase und Amplitude zur Phase.

6.2 Anwendung

Die im letzten Abschnitt dargestellte Theorie wird nun auf zwei Beispielsysteme
angewendet. Zuerst wird die Phase eines Landau-Stuart Oszillators aus dessen
skalarer Zeitreihe bestimmt. Diese Anwendung ist dadurch motiviert, dass in
diesem Fall eine analytisch herleitbare Beziehung zwischen Phase, Protophase
und Amplitude existiert, so dass sich feststellen lisst, ob die Phasentransfor-
mation das theoretisch korrekte Ergebnis liefert. Als zweites Beispiel wird das
schwach chaotische Rossler-System verwendet, um die Anwendbarkeit auf kom-
plexere Trajektorien zu demonstrieren.

6.2.1 Landau-Stuart-Oszillator

Die Dynamik des Landau-Stuart Oszillators ist in Polarkoordinaten 6, r durch
das Gleichungssystem
r=7r(l—1r?)

§— o (6.11)

gegeben [0], wobei o und 7 frei withlbare Konstanten sind. Der Grenzzyklus
liegt bei r = 1, so dass sich 8 auf dem Grenzzyklus mit konstanter Frequenz

Wop="1nN—«

entwickelt. Offensichtlich erfiillt die Protophase 6 in Gl. (GII]) jenseits des
Grenzzyklus r # 1 nicht die Definition der Phase eines autonomen Systems
¢ = wp, wihrend die durch folgende Transformation definierte Phase

o(0,r) =0 —«a In(r) (6.12)
mit do
o =« (6.13)

diese Bedingung im gesamten Zustandsraum erfiillt, wie sich leicht durch Ein-
setzen iiberpriifen ldsst. Gl. (€12]) ist damit die theoretisch korrekte Phasen-
transformation des Landau-Stuart-Oszillators.

Um zu iiberpriifen, ob die im theoretischen Abschnitt entwickelte Phasen-
transformation das theoretisch korrekte Ergebnis reproduzieren kann, wird das
Gleichungssystem Gl. (611) mit den Parametern n = 1.3 und @ = 0.3 und 1.000
zufilllig gewiihlten Anfangsbedingungen im Bereich 0.5 < r < 1.5 numerisch
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geléstE wobei jede der 1.000 Losungen die Léange einer Periode besitzt. Die sich
aus diesen Losungen ergebenden Zeitreihen ©(¢) und R(t) werden mit den durch
Gl ([67), Gl ([€8) und Gl. ([@3) bestimmten Koeflizienten Sy, ., - n = [—3, ..., 3]
und m = [0, ..., 7] - in die Phasentransformation, Gl. (G.I0]), eingesetzt, um die
Phase ®(t) zu berechnen. Des Weiteren wird aus ©(¢) und R(¢) iiber Gl. ([€12])
theoretisch die Phase ®ype0(t) bestimmt, die mit ®(¢) iibereinstimmen sollte.

(a) (b)

1.5 1.5

Abbildung 6.1: (a) Die Trajektorien des Landau-Stuart-Oszillators in der kom-
plexen Ebene und die Isophasen auf der Basis der theoretisch abgeleiteten Phase.
(b) Die Trajektorien des Landau-Stuart-Oszillators und die Isophasen auf der
Basis der durch die Phasentransformation berechneten Phase. (c¢) Die Absolut-
werte der Koeflizienten S, ,,, der Phasentransformation.

Um die beiden Phasen zu vergleichen, sind in Abb. deren Isophasen
dargestellt. Isophasen sind n — 1-dimensionale Unterrdume in n-dimensionalen
Zustandsrdumen, deren Zustédnde denselben Wert der Phase besitzen [50} [5]. In
diesem Fall sind sie als farbig markierte Punkte auf der Trajektorie dargestellt,
die den gleichen Wert der Phase haben: In Abb. (a) sind die Isophasen von
Diheo(t) als griine Linien und in Abb. (b) die Isophasen von ®(¢) als rote
Linien zu sehen. Offensichtlich sind die theoretisch bestimmten Isophasen und
die iiber die Phasentransformation bestimmten Isophasen identisch.

In Abb. 61 (c¢) sind die Absolutwerte der Koeffizienten S, ,, der Phasen-
transformation dargestellt: Aussschliellich Koeffizienten mit n = 0 sind von Null
verschieden - d.h. es kommen nur Komponenten in der Phasentransformation
vor, die nicht von der Protophase, sondern nur von der Amplitude abhéngen,

2Die Gleichung wurde mit dem Euler-Verfahren mit einem Zeitschritt von At = 0.01s
gelost.
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was dem theoretischen Ergebnis, Gl. ([6.12]), entspricht: In der Tat ist die dar-
gestellte Kombination der Koeffizienten im Bereich von 0.5 < r < 1.5 eine sehr
gute Naherung der Funktion 0.3 ln(r) Die Resultate zeigen demnach, dass
die Phasentransformation das theoretisch abgeleitete Ergebnis aus gegebenen
Zeitreihen zu rekonstruieren gestattet.

6.2.2 Rossler-System

Als zweites Beispiel soll das schwach chaotische Rossler-System verwendet wer-
den, das eine oszillierende Dynamik auf einem néherungsweise 2-dimensionalen
Attraktor aufweist. Die Differentialgleichung des Rossler Systems,

T=—-y— 2,
Y=+ ay, (6.14)

wird fiir « = 0.18, 8 = 0.4 und v = 8.5 mit dem MATLAB Algorithmus ode45
numerisch geldst. Die Zeitreihe X (¢), Y (¢) mit einer Linge von 75.000 Daten
und ca. 400 Daten pro Periode werden verwendet, um die Protophase iiber den
Winkel der Trajektorie in der X-Y-Ebene

O(t) = arctan <%>

zu definieren. Da sich die Projektion der Trajektorie in der X-Y-Ebene schnei-
det, wire eine allein in der X-Y-Ebene definierte Amplitude nicht in der Lage,
Zusténde zu unterscheiden, die dieselbe Projektion auf diese Ebene besitzen.
Daher wird in diesem Fall die Amplitude als

R(t) = /X2(t) + Y2(t) + Z2(t)

definiert. Die Protophase O(t) und die Amplitude R(t) werden mit den durch
Gl. (67), Gl @8) und Gl. ([@3) bestimmten Koeffizienten S, ,, mit n =
[-28,...,28] und m = [0, ...,7] in die Phasentransformation, Gl. ([@I0), einge-
setzt, um die Phase ®(t) zu berechnen. Wegen der Komplexitét der Protopha-
sendynamik wurde das Verfahren 4-fach iteriert.

Die Koeflizienten der Transformation Sy, ., sind in Abb. (b) dargestellt:
In diesem Fall hingt die Korrektur der Protophase sowohl von der Amplitude
R(t) - der ausgepriigteste Term ist hier das Legendre Polynom 2-ter Ordnung,
also ein parabolische Abhéngigkeit -, als auch von der Protophase O(¢) ab. Um
die Abhingigkeit von der Phase auflésen zu kénnen, mussten Fourier-Terme bis
zur Ordnung von 28 verwendet werden, was bedeutet, dass diese Abhéingigkeit
innerhalb eines relativ kleinen Bereiches stark variiert. Dies spiegelt den Sach-
verhalt wider, dass die Ableitung der Protophase 9(9) im Bereich 6 = [0, ..., 5],
also im Bereich der sprunghaften Dynamik der Z-Komponente, einer extremen
Variation unterliegt, Abb. (c) (blau). Die regelmifligere Abweichung der
Protophase von einem konstanten Wachstum des restlichen Bereichs ist allein
eine Funktion der Protophase selbst und wird durch die Koeffizienten S, o in
Abb. (b) widergespiegelt.

3Dass der Absolutwert des Koeffizienten Sp,1 & 0.15 ist und nicht 0.3, ist darin begriindet,
dass fiir die Verwendung der Legendre Polynome die Amplitude - hier im Bereich 0.5 < r < 1.5
- auf den Definitionsbereich [—1,1] der Legendre Polynome abgebildet wird.
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Abbildung 6.2: (a) Die Projektion des Attraktor des Rossler-Systems auf die
X-Y-Ebene (blau) mit 16 farbigen Isophasen. (b) Die Koeffizienten S, ,, der
Phasentransformation der ersten Iteration. (¢) Die Ableitung der Protophase als
Funktion der Protophase (#) (blau) und die Ableitung der Phase als Funktion
der Phase ¢(¢) (rot). (d) Die Riickkehrzeit T in Bezug auf die Isophase ¢ = 0
(griin) als Funktion der Amplitude r: Die Werte der Zeitreihe sind als blaue
Rauten dargestellt, die rote Funktion ist der Fit der Datenverteilung mit einem
Polynom 6-ter Ordnung. Die ,,Quantelung“der Werte (blaue Rauten) entspricht
dem Zeitschritt der diskreten Zeitreihe der Daten.
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Da in diesem Fall keine analytische Losung der Phasentransformation exis-
tiert, konnen die Resultate nicht unmittelbar iiberpriift werden. Es ldsst sich
lediglich feststellen, ob bzw. inwieweit die Phasentransformation die Abweichun-
gen von einem linearen Wachstum eliminiert. In Abb. (c) ist die Ableitung
der Phase als Funktion der Phase ¢(¢) dargestellt (rot), die der Theorie fol-
gend eine Konstante sein sollte. Einerseits ist zu erkennen, dass die Phasen-
transformation diesem Ideal bereits sehr nahe kommt, auch wenn noch kleinere
Abweichungen erhalten geblieben sind. Insbesondere zeigt der Vergleich mit der
Protophase 6(f) (blau), dass die Phasentransformation die Abweichung von der
konstanten Entwicklung erheblich reduziert hat. Die nicht eliminierten Abwei-
chungen im Bereich von ¢ = [O, ceey g} sind darauf zuriickzufiihren, dass eine
deterministische Représentation der Dynamik 3 Koordinaten verwenden miiss-
te, aber die Zeitreihen dieser 3 Koordinaten auf dem nahezu 2-dimensionalen
Attraktor stark korreliert wéren, so dass die Verwendung einer weiteren Koor-
dinate in Gl. (61), Gl. (68) und Gl. (€9) auf Grund dieser Korrelation nicht
moglich ist. Die gew#ihlte Amplitude

R(t) = v/ X2(t) + Y2(t) + Z2(t)

ist in diesem Sinne als eine moglichst gute Ann#herung aufzufassen, die aber
eben nicht perfekt ist.

Des Weiteren ist in Abb. (c) festzustellen, dass die Ableitung der Pha-
se (rot) sich einer breiten, ,verschmierten“Linie an Stelle einer klar definierten
Konstante annéhert: Die Phasentransformation eliminiert zwar alle Komponen-
ten, die sich als Folge der Wahl des Koordinatensystems auffassen lassen, erhélt
aber dynamische Komponenten, die als Phasen Diffusion bezeichnet werden
und durch die chaotische Sensitivitdt der Dynamik gegeniiber der Variation der
Anfangsbedingungen bedingt sind. Ostzillierende chaotische Systeme besitzen
keine klar definierte Frequenz, sondern lediglich eine mittlere Frequenz um die
herum die ,instantane Periodenlinge“ schwankt [5]. Dies ist in Abb. (d)
dargestellt: Dort ist die Riickkehrzeit T'(r), die das System benétigt, um nach
dem Verlassen der Isophase ¢ = 0 (griin) diese wieder zu erreichen, als Funkti-
on der Amplitude, r, aufgetragen, die das System beim Verlassen der Isophase
besitzt. Offensichtlich ist die Riickkehrzeit nicht konstant, sondern &dndert sich
als Funktion der Anfangsbedingung r in einem Bereich von AT = 0.2 s.

In Abb. (a) ist die Projektion der Trajektorie auf die X-Y-Ebene mit 16
Isophasen dargestellt. Die zuriickgekriimmten Isophasen (griin / magenta) sind
ein Effekt der Projektion auf die 2-dimensionale Ebene. In einer 3-dimensionalen
Darstellung des Attraktors wéren es Linien, die in Z-Richtung den , Trich-
ter“des Attraktors hinauflaufen, wihrend sie hier durch die Projektion {iber-
einander gefaltet werden. Hier macht sich der Effekt der Beriicksichtigung der
Z-Komponente in der Definition von R(f) bemerkbar: Wire die Amplitude nur
in der X-Y-Ebene definiert worden, konnten Punkte mit denselben Koordinaten
in der X-Y-Ebene nicht auf unterschiedliche Werte der Phase abgebildet werden,
so dass die Projektionen dieser beiden Isophasen auf einer Linie ldgen.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Ausgangspunkt der hier dargestellten Uberlegungen ist eine Liicke zwischen der
Theorie der Phasendynamik und ihrer Anwendung zur Modellierung und Cha-
rakterisierung der Dynamik von Oszillatoren: Wihrend im theoretischen Kon-
zept der Phase die autonome Dynamik eines Oszillators ausschliellich durch
seine konstante Frequenz wy und die jeweils externen Einfliisse durch Kopplungs-
funktionen bzw. Rauschterme beschrieben werden, was eine eindeutige Defini-
tion der Phase impliziert, Abschnitt 2.1l fithren die Methoden zur Bestimmung
der Phase aus skalaren Zeitreihen, Abschnitt 2.2] neben einem konstanten Term
zu eigenperiodischen Termen in der Beschreibung der autonomen Dynamik der
Oszillatoren, die je nach verwendeter Observable oder Einbettungsmethode va-
rileren und daher keine invariante Beschreibung der Systeme erméglichen. Um
diese Differenz zu verdeutlichen, wurde die terminologische Distinktion zwischen
den eindeutig bestimmten, invarianten Phasen und den aus Zeitreihen bestimm-
ten, von Observablen abéngigen Protophasen eingefiihrt, Abschnitt 23]

Ziel dieser Arbeit ist es, diese Diskrepanz zwischen Phase und Protophase
durch eine Phasentransformation zu iiberbriicken, die beliebige Protophasen ei-
nes Systems zur eindeutig bestimmten, einzigen Phase transformiert, indem die
eigenperiodischen Terme der Protophasen eliminiert werden. Diese Phasentrans-
formation ist als deterministische, invertierbare Koordinatentransformation kon-
zipiert, die dadurch definiert wird, dass sie alle Abweichungen der Protophase
von einem linearen Wachstum eliminiert, die sich als Funktion der Protophase@
selbst ausdriicken lassen: Die Phasentransformation minimiert die Abweichun-
gen der Protophasen von einer linearen Entwicklung durch eine deterministische
Koordinatentransformation, und erhélt daher alle Komponenten der Dynamik,
wie etwa Rauschen oder den Einfluss der Kopplung zweier Oszillatoren, die sich
nicht als eine deterministische Funktion der Koordinaten ausdriicken lassen.
Diese Phasentransformation wurde fiir autonome Oszillatoren in Abschnitt B
und fiir gekoppelte Oszillatoren in Abschnitt 1] theoretisch abgeleitet. Des
Weiteren wurde fiir gekoppelte Oszillatoren die Invarianz der Resultate theo-
retisch nachgewiesen, Abschnitt 1.2 sowie eine Methode zur Rekonstruktion
der autonomen Frequenzen aus Daten gekoppelter Oszillatoren entwickelt, Ab-
schnitt LT3

Die Funktionsweise und der Effekt der Phasentransformation wurden an-

1In Abschnitt [ sind es Protophase und die entsprechende Amplitude.
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schliefend durch Anwendungsbeispiele illustriert. Hier wurden einerseits nume-
risch generierte Datensétze verwendet, die (1) die Funktion haben, an Daten,
deren Phasenmodelle bekannt sind, oder an Daten einfacher Systeme zu de-
monstrieren, dass die Phasentransformation den erwiinschten Effekt hat, und
die (2) zeigen sollen, dass Standardmethoden der Datenanalyse von Oszillato-
ren durch die Verwendung der Phasentransformation optimiert werden kénnen.
Andererseits wurden empirisch gemessene Datensétze verwendet, deren Funk-
tion es ist, nachzuweisen, dass die Rekonstruktion invarianter Phasenmodelle
iiber die Phasentransformation auch im Fall komplexerer Daten eine sinnvolle
Methode der empirische Forschung sein kann.

Die Illustration des Effekts der Phasentransformation wurde erstens am Bei-
spiel eines autonomen, verrauschten Van-der-Pol Oszillators, Abschnitt [B.2.T]
vorgenommen, indem gezeigt wurde, dass zwar die durch die unterschiedlichen
Observablen bedingten eigenperiodischen Terme eliminiert, aber die unmittelba-
ren Effekte des Rauschens sowie die durch das Rauschen erzeugte Phasendiffu-
sion erhalten bleiben. In Abschnitt 2.2l wurde des Weiteren demonstriert, dass
die Phasentransformation fiir gekoppelte Oszillatoren im Gegensatz zur Proto-
phasendynamik eine in guter Ndherung invariante Rekonstruktion von Kopp-
lungsfunktionen fiir unterschiedliche Observablen desselben Systems ermdoglicht.
Im Idealfall eines Phasenmodells ohne explizite Amplitudendynamik konnten die
Kopplungsfunktionen sogar véllig exakt rekonstruiert werden, Abschnitt [£2.T]
In diesen beiden Beispielen hat sich erstens aber auch gezeigt, dass sich die
Effekte unterschiedlicher Methoden der Einbettung nicht in derselben Qualitét
wie die Effekte unterschiedlicher Observablen neutralisieren lassen, und zweitens
dass die Einbettung durch die Hilbert-Transformation zu den besseren Ergeb-
nissen fiithrt, weswegen sie als optimale Methode der Einbettung in den folgen-
den Beispielen verwendet wurde. In Abschnitt L24] wurde belegt, dass sich die
autonomen Frequenzen gekoppelter Van-der-Pol Oszillatoren aus mehreren Da-
tensétzen unterschiedlicher, aber unbekannter Kopplung rekonstruieren lassen,
wéihrend in Abschnitt die Erweiterung des Konzepts auf drei gekoppelte
Van-der-Pol Oszillatoren demonstriert wurde.

In Abschnitt und Abschnitt 2.3 wurde am Beispiel der Phasendyna-
mik von numerisch simulierten Neuronen gezeigt, dass sich die Bestimmung des
Synchronisations-Index sowie die Bestimmung des Richtungs-Index durch die
Phasentransformation optimieren lassen - in diesen Beispielen waren sogar nur
durch die Anwendung der Phasentransformation bedeutungsvolle Resultate zu
erzielen.

In Abschnitt [f] wurden erstmalig Phasenmodelle der kardiorespiratorischen
Kopplung aus den physiologische Messdaten des EKGs, des Pulses und der At-
mung bestimmt. Zu diesem Zweck musste ein neues Verfahren zu Berechnung
kontinuierlicher Protophasen aus sich schneidenden Trajektorien komplexer Si-
gnale entwickelt werden, Abschnitt [B.I.1] dass an synthetischen EKG-Daten
erfolgreich getestet wurde, Abschnitt Die dann in Abschnitt aus den
physiologischen Zeitreihen bestimmten Ergebnisse lassen sich einerseits wegen
ihrer Selbstkonsistenz und anderseits wegen ihrer physiologischen Plausibilitét
als sinnvolle Ergebnisse einstufen: Selbstkonsistent sind sie in dem Sinne, dass
die Kopplungsfunktionen unterschiedlicher Abschnitte derselben Zeitreihen, die
Kopplungsfunktionen unterschiedlicher Observablen und die unter unterschied-
lichen Messbedingungen gewonnen Kopplungsfunktionen sehr &hnlich sind bzw.
starke Korrelationen aufweisen. Physiologisch plausibel sind die Ergebnisse, weil
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das charakteristische Muster aller Kopplungsfunktionen die physiologisch be-
kannten Phidnomene der neuronalen Refraktirphase und der Respiratorischen
Sinus Arrhythmie zeigen und sich konsistent vor dem Hintergrund der Theorie
des mechano-elektrischen Feedbacks als Grundlage der Respiratorischen Sinus
Arrhythmie interpretieren lassen. Auch in diesem Fall komplexer empirischer
Daten ermoglicht die Phasentransformation die Rekonstruktion von in guter
Néherung invarianten Phasenmodellen aus unterschiedlichen Observablen des-
selben Systems.

Waéhrend alle bisherigen Ergebnisse auf der Annahme beruhen, dass die Tra-
jektorie sich in der N#he eines Grenzzyklus befindet, so dass der Effekt der Am-
plitudendynamik in einer Naherung erster Ordnung vernachlissigt werden kann,
ist Abschnitt [6] als ein erster Schritt zu verstehen, das Konzept der Phase auch
jenseits dieser Annahme - also auch auf oszillierende Systeme mit einer ausge-
prigten Amplitudendynamik - anwenden zu kénnen. In diesem Abschnitt wurde
eine Phasentransformation fiir autonome Oszillatoren entwickelt, die sowohl die
Protophase als auch die Amplitude verwendet, Abschnitt [6.1] die dann auf zwei
numerische Bespiele angewandt wurde. Im ersten Beispiel gelang es, die analy-
tisch bekannte Phasentransformation und somit die Isophasen aus der Zeitreihe
eines Landau-Stewart Oszillators exakt zu rekonstruieren, Abschnitt Im
zweiten Beispiel wurde iiber die Phasentransformation die Phase das Rossler-
Systems bestimmt, Abschnitt Im Vergleich zur Protophase ist diese Pha-
se durch eine drastischen Reduktion der Abweichung vom linearen Wachstum
ausgezeichnet, wihrend anderseits die durch die chaotische Dynamik bedingte
Phasen-Diffusion erhalten geblieben ist.

Als weitere Problemfelder der zukiinftige Forschung sind abschlieend die
Erweiterung der Methode fiir eine grofie Anzahl gekoppelter Oszillatoren und
die Entwicklung einer Theorie sowie einer Phasentransformation fiir gekoppel-
te Oszillatoren mit ausgeprigter Amplitudendynamik zu nennen: (1) Obwohl es
theoretisch moglich ist, mit den dargestellten Methoden Phasenmodelle beliebig
vieler gekoppelter Oszillatoren zu bestimmen, stoft diese Moglichkeit doch sehr
schnell an numerische Grenzen, da die Anzahl der aus den Daten zu berech-
nenden Koeffizienten mit der Ordnung der Modelle N und mit der Anzahl der
Oszillatoren m durch (2N + 1)™ gegeben ist. (2) Wéhrend im Fall der Giiltig-
keit der Annahme, dass sich das System in der Umgebung eines Grenzzyklus
befindet, durch ein storungstheoretisches Niherungsverfahren geklért ist, dass
und in welchem Sinne die Phasenmodelle als Modelle der gesamten Systemdy-
namik aufgefasst werden konnen, fehlt eine solche theoretische Grundlage fiir
Systeme mit ausgepriagter Amplitudendynamik. Des Weiteren ist in diesem Fall
auch noch unklar, wie die Phasentransformation im Fall gekoppelter System zu
definieren ist.
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Anhang A

Sample Theorem fiir
interpolierte Phasen

Eine monotone Protophase kann immer als Summe eines strikt linearen Terms
und einer Funktion f(t), die die Abweichung von der linearen Entwicklung be-
schreibt, dargestellt werden:

0(t) = wot + f(t).

Der Definition der Phase nach ist sémtliche Information tiber die Kopplung von
Oszillatoren in der Funktion f(¢) enthalten - d.h. die Qualitit der Phasenmodelle
hiingt unmittelbar von der Qualitéit der Rekonstruktion der Funktion f(¢) aus
den Daten ab. Wiahrend die Bestimmung des linearen Terms unproblematisch
ist, hingt die Rekonstruktion von f(t) von der Samplerate ab, mit der 6 aus
den Daten bestimmt wird. Um diesen Effekt zu analysieren, wird das Sampeln
als Multiplikation des originalen Signals f(¢) mit einem Zug von gleichmifig

verteilten Pulsen,
(o)
> 6t —nr),

n=—oo

die im Zeitabstand 7 auftreten, aufgefasst [60]. Im Fall der linearen Interpolati-
on von Protophasen auf der Grundlage markierter Ereignisse entspricht 7 dem
durchschnittlichen Abstand zwischen diesen Ereignissen - also der Periodenlénge
T. Das gesampelte Signal ist dann

fs(n) = f(nT)

Der Prozess der Interpolation, der von den diskreten Samplen fs(n) zuriick zu
einer kontinuierlichen Funktion fiihrt, kann als Faltung von fs(n) mit einem
Low-Pass Filter

Tsin(ml)
() = 27/
®) 7t ’
mit der Bandweite B = —T aufgefasst werden [60], so dass die interpolierte
Funktion durch
Z 1 Tsm( tent)
n) Cw(t—nT)

n=—oo
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gegeben ist. Die interpolierte Funktion ist daher die Faltung einer Funktion mit
dem Produkt zweier Funktionen:

filt) = 1(t) = (£ (t) - p(2))- (A1)

Die Fouriertransformierte von f(¢) wird als F(w) bezeichnet und fiir die Fre-
quenz des Oszillators gilt wy = 2% = 2% withrend die Fouriertransformierte der

- 7 — T
Pulse durch

P(w) = wy Z 0(w — nwo)

n=—oo

gegeben ist [60] und die des Low-Pass Filters durch eine spektrale Fenster-
Funktion
TE |wl <

L{w) = 0& |w| >

wfEsff

Die Fouriertransformierte der gesampelten Funktion kann dann durch die Ver-
tauschung von Faltung und Multiplikation der Fouriertransformierten in G1. (A1)
berechnet werden:
1 1 &
Fy(w) = %F(w) * P(w) = - Z F(w — nwo). (A.2)
n=—oo

Diese Funktion ist eine Superposition von Replikationen von F(w), die ihren
Mittelpunkt jeweils bei w = nwgy haben. Aufeinanderfolgende Replikationen
koénnen nur getrennt werden bzw. {iberschneiden sich nur dann nicht, wenn
F(w > %) = 0 gilt. Die Fouriertransformierte der interpolierten Funktion f;(t)
kann aus Gl. (A2) durch Multiplikation mit L(w) bestimmt werden:

o0
Y Flw—nw) & |w] < 22
Fw)= 20w " 2 (A.3)
0< |wl > 5
Auf der Grundlage dieses Ergebnisses kann der Effekt der Berechnung der Pro-
tophase aus der Interpolation diskutiert werden. Aus Gl. ([(A2]) ist klar, dass
unterschiedliche Replikationen sich nur fiir F(w > %) = 0 nicht iiberschnei-
den, withrend Gl. (A3]) zeigt, dass im Fall trennbarer Replikationen die Fou-
riertransformierte des urspriinglichen Signals F'(w) exakt rekonstruiert werden
kann, weil alle Replikationen aufler derjenigen bei n = 0 durch die Multiplikati-
on mit der Fenster-Funktion eliminiert werden. Daraus ergibt sich eine Version
des Nyquist-Shannon Theorems fiir die Rekonstruktion von Protophasen durch
die Interpolation zwischen markierten Ereignissen: Wenn die Protophasen Ab-
weichungen vom linearen Wachstum,

0(t) = wo -t + F(1),

aufweisen, kénnen die Abweichungen f(¢) nur dann exakt rekonstruiert werden,
wenn f(t) keine Frequenzanteile aufweist, die grofer als die halbe durchschnitt-
liche Frequenz der Protophase sind:

wo

F
(] > 2

) =0. (A.4)
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Des Weiteren tritt fiir den Fall, dass diese Bedingung verletzt wird, der Effekt des
Aliasing [61] auf, weil Anteile der zweiten Replikation in das Fenster hineinrei-
chen und dort die zentrale Replikation tiberlagern und so Frequenzkomponenten
erzeugen, die im Originalsignal nicht vorhanden sind. Diese Methode schneidet
demnach Frequenzanteile, die grofier als %2 sind, ab und erzeugt Artefakte.

Ein einfacher und intuitiver Weg, um diese Einschrinkungen zu umgehen
oder den Effekt zu reduzieren, besteht darin, mehr als ein markiertes Ereig-
nis pro Periode fiir die Interpolation zu verwenden. Wird mit Ng die Anzahl
der markierten Ereignisse pro Periode und mit 7,, wieder die Zeitpunkte der
Ereignisse bezeichnet, dann ist die Protophase durch

t—1T, 1
o(t) = (277 " 4 27771) No Ty <t <Thya, (A.5)

Tn+1 - Tn E

gegeben. Es sei darauf hingewiesen, dass im Fall, dass die markierten Ereig-
nisse nicht dquidistant sind, ©(¢) auch auf Grund dieser Definition von einem
linearen Verlauf abweicht. Dieses Problem wird durch die Phasentransformation,
Abschnitt [3, geldst.
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Anhang B

Berechnung der
Koefhizienten der
Fourierreihen

In diesem Abschnitt werden zwei Moglichkeiten beschrieben, um die Dynamik
der Phasen bzw. der Protophasen explizit als Funktionen der Phase bzw. Pro-
tophase in Form von Summen von Exponentialfunktionen darzustellen. Wenn
die Zeitreihen ©1(t), ©2(t) gegeben sind, besteht die erste Moglichkeit in der
Minimierung des RMS-Fehlers, also der Differenz zwischen der Ableitung der
O, (t) und ihrer Darstellung als Summe von Exponentialfunktionen:

2
T
ER = / < ZF ¢! (nO1 (1) J”"@z(t))) dt = min . (B.1)
0

Um das Minimierungsproblem zu 16sen, miissen die F3, ,, so bestimmt werden,
dass alle partiellen Ableitungen des Fehlers nach den Koeffizienten F}, ,,, Null
sind,

OER . . ,
-9 0+ (1) — E,, i(nO1(t)+mO2(t)) 7z(r@1(t)+s@2(t))dt =0
OF . A < 0= 2 Fane ’ ’

was zu den Relationen
j;) 7z(r@1(t)+s@2(t))dt z (n—7r)©1(t)+(m— s)@z(t))dt

. Y pdet _ (B.2)

n,m

fiihrt. Das Integral auf der linken Seite sei als

Je—i(rO1(0)+502 (1) gy
Br.s = o © 7 (B.3)
bezeichnet - hier gilt 3, s = 8%, _; dasjenige auf der rechten Seite als
T ittn_r m—s
f et((’rL—r)@l(t)+(rn—(s)®2(t))dt
Y(n—r),(m—s) = 0 T . (B4)
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Der absolute Wert von v(,—y),(m—s) ist als Synchronisationsindex [42] bekannt,
und es gilt Y(n—p),(m—s) = V() (s—my- Mit GL. (B3) und Gl. (BA) lisst sich
Gl. (B2) als lineares Gleichungssystem

Br.s = Z an’y(nfr),(mfs) (B'5)

n,m

schreiben und leicht 16sen, um die Koeflizienten F, ,,, zu erhalten, so dass dann
die Protophasendynamik bzw. Phasendynamik explizit durch

0(601,02) = Z Fp e’ n01m02) (B.6)

gegeben ist.
Als zweite Moglichkeit geht man von der Wahrscheinlichkeitsverteilung

o600 = 7 [ " 5(01(1) — 01)5(Oa(t) — o) (B.7)
aus, die gleichermaflen als Summe von Exponentialfunktionen représentiert wird:
p(61,02) ZR einfrtimba, (B.8)
2m p2m , .
Rym = W /O /O p(61,02)e M0 =im02qp, 44, (B.9)

Die Koeffizienten R, ,, kénnen nach dem Einsetzen von GI. (B) durch
— 1 ’ in©1(t)—imOs(t)
R, .m dte—tnO1() —imOx2(t B.10
m, T(2 )2 /0 € ( )

bestimmt werden. Der Vergleich mit Gl. (B4) zeigt, dass die Wahrscheinlich-
keitsverteilung p(61,62) ebenfalls durch die Synchronisationsindices 7y, m be-

stimmt ist und )

an’b = R ’)/_»m_m (Bll)
gilt. Gl. (B ist eine Faltung der Koeffizienten, was einer Multiplikation der
entsprechenden Funktionen,

ZB oli(ro1+s02)) _ (ZF (i(n91+n92))> S kel H102)

n,m k,l
(B.12)
entspricht und sich durch Ausfithren der Multiplikation und das Zuordnen glei-
cher Exponentialfunktionen auf beiden Seiten nachpriifen ldsst. Mit Gl. (B:9)
folgt dann

Z F ’L n91+n02)) 27.78 /Br,se (T91+592)) (B 13)
iy V—k,—1eliROL+102)) 7 .

Alternativ ldsst sich also die Phasendynamik bzw. die Protophasendynamik

durch
erﬁ 6(1(7914-592))
dm?p(61,02)

0(61,02) = (B.14)
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ausdriicken, ohne die Koeffizienten F), ., explizit zu berechnen, indem die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, Gl. (B.9)), mit den Koeffizienten R, ,,, Gl. (B10), und
die Koeffizienten 3, s iiber G1.(B.3) bestimmt werden. Wenn die Phasen linear
in der Zeit sind, sind die Synchronisationindices 7, = 0 und die Wahrschein-
lichkeitsverteilung ist konstant. In diesem Fall wird Gl. (B:I4) zu einer gewthn-
lichen Fourierreihe und Gl. (B fithrt zu F,, ,,, = Bn,m, so dass mit Gl. (B.3) die
Koeffizienten F, ,,, gleichermaflen als die einer Fourierreihe bestimmt werden.
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Anhang C

LOsung des
Gleichungssystems der
Phasentransformation

Das Gleichungssystem Gl. (@I0), Gl. @II), Gl. @I2), Gl. (@I3) kann auf

zwei Weisen gelost werden: Erstens durch eine Iteration, die eine explizit auf
einem Gitter gegebene Protophasendynamik verwendet, und zweitens durch eine
Berechnung auf der Basis der in Gl. (B.6]) explizit gegeben Koeffizienten F, ,,.

C.1 Iteration

Die erste Methode l6st das Gleichungssystem Gl. (Z10), Gl. (@I1), G1. EI2),
Gl. @I3) iterativ, um wq, wa, oM (0y), 0(?(02) zu bestimmen, und setzt ledig-
lich voraus, dass die Protophasendynamiken f(:2) explizit als Funktionen auf
einem 2-dimensionalen Gitter gegeben sind. Wenn die Iteration mit dem obe-
ren Index o0(®) und der Index des Oszillators mit einem unteren Index o(1)(61),
0(2)(02) bezeichnet wird, ergibt sich das Iterationsschema

1 m 21 "
Ty 1,
WY o [T O (01, 02)0(3) (62)dbs

1 m 21 "
Ty 2,
Wit o 5T O (02,00)0(y) (61)d6y

A2, FHD) (C.1)
(k+1) - 7I8 wl
(1) (61) = — 1 (k) )
fO f( )(91, 92)0'(2) (92)6[92
bt 1 47r2w(k+1)
UEQ;L (02) = :

()27r f(2)(927 91)0'8? (91)6[91 ,

das gegen die gesuchte Losung konvergiert, wenn man mit der Identitdts-Trans-
formation

0?1)(91) = 0?2)(92) =1
beginnt.
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C.2 Analytische Berechnung der Koeffizienten

In der zweiten Variante werden die Transformationen o) (6;) explizit als Fou-
rierreihen,

oW = sVemn o@D () =) S, (C2)

geschrieben und die explizite Darstellung der Protophasendynamik,

FO2(01,00) = Y Fyr P etk (C.3)
Ik

nach Gl. (B.f]) verwendet. Diese expliziten Darstellungen der Funktionen werden
in Gl. (@I0) und G. (@II)) eingesetzt und man erhélt nach der Integration

S oSWSPEY, L, = wido,

Wllig C.A4
ST SWSPEE) = b (©4)

An Stelle der Normalisierungsbedingung wird hier der dquivalente Zusammen-
hang S(()I) = (()2) = 1 verwendet, so dass sich das Gleichungssystem Gl. (C4)
z.B. durch den MATLAB Algorithmus fsolve numerisch losen lisst.
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Anhang D

Phasentransformation fiir
drei Oszillatoren

Wenn die Protophasen 61, 65, 83 von drei wechselwirkenden Oszillatoren gegeben
sind, die jeweils durch die Protophasendynamik

01 = fV(01,09,03), 02 = fP(02,03,01), 63 =f3(05,0,,0)) (D.1)

beschrieben werden, kénnen diese zu Phasen transformiert werden, die der Pha-
sendynamik
o1 = w1+ 4V (1,02, 3),
G2 = w2 + 4 (02,03, 1), (D.2)
03 = w3 + 4% (3,02, 1)

gehorchen. Wie im Fall zweier gekoppelter Oszillatoren, wird als definierende
Bedingung der Phasendynamik angenommen, dass ihre Kopplungsterme immer
auch von wenigstens einer der externen Phasen periodisch abhéngen miissen, so
dass das Integral iiber die externen Phasen Null ergibt:

27 27
[ an 62 ondsadon =0,
027r 027r
/ / ¢ (pa, ¢3, P1)dp3dpr = 0, (D.3)
0, Jo,_
/ / 43 (¢3, p2, 1)dprdes = 0.
o Jo

Mit dieser Annahme fithrt die Integration iiber Gl. (D.2)) zu

1 2 2

— d1 dadgs = wi,
4772 0 0

27 27
. /0 / bo dzdgn = wo, (D.4)

42

1 2 027r .
w/ ¢3 do1dda = w3.
o Jo
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Analog dem Fall zweier Oszillatoren werden drei Transformationen o(?) definiert:
27
dey = oM (6,)db, / oM (6,)do, = 2,
0
2
deo = 0P (05)db, / o @ (6,)dby = 2, (D.5)
0
27
depz = o (63)db3 / o®)(63)db3 = 2,
0

fiir die die angegebenen Normierungen gelten miissen, um die beobachteten
Frequenzen Q; zu erhalten. Mit Gl.(D.)) fithrt die Division durch dt zu

¢i = oD (6:)6; = ) (6:) 19,

woraus sich durch Einsetzen in Gl. (D.4)) und durch Austausch der Integrati-
onsvariablen mit Gl. (D.5)

2 2
% / / c M (0)f D (01, 02,03)0 (02)0) (03)dO2d0s = w1,
47T 0 0
1 2 27
4—2/ / 0@ (02)F @ (02, 05,01)0® (03)0V) (01)d03d0; = ws,
™ Jo 0

1 27 27 ) )
yo / / @ (03) fO) (s, 01, 05)0™M (0)0 (03)d0,dOy = ws
0 0

ergibt. Dieses Gleichungssystem kann in der Form

4 2
aM(6r) = 27 2m T - ,
o Jo D01, 02,05)02) (62)0 ) (03)dO2dbs
42w
2 (6,) = 2
g - T T P ) D.6
( 2) 02 O2 f(2)(92;93791)0(3) (93)0(1) (91)d93d91 ( )
4A72ws

3 (g ) =
g
(s 2T 2T £G) (03, 01, 02)0 D (61) 02 (0)dbr dO

geschrieben werden, wihrend die Konstanten w; durch die Normalisierungsbe-
dingung in Gl. (D.5) bestimmt werden:

1 27 o
— = 2 27 1 5 3 d91,

“1 o o Jo SO(O1,02,03)0) (02)0) (03)dO2dbs3

1 2m o

o 2m (27 p(o 3 1 d92, (D?)
w2 Joo [57[5T P (02, 03,601)0®) (03)0 (D) (61 )db3db;

1 2m o

05 .

d
ws Jo [T ST £ (05,01, 05)0) (01)0 ) (02)d0, dO

Wie in Appendix[CJkann das geschlossene Gleichungssystem, Gl. (D.6), Gl. (D7),
auf zwei Weisen geldst werden, wenn die Protophasendynamiken f(), f(2) f(3)
gegeben sind, um die unbekannten wy, ws, ws und die Transformationen oV,
0(2), o®) zu erhalten.
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