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Abstract (englisch)

The study of microlensed astronomical objects can reveal information about the size and
the structure of these objects.

In the first part of this thesis we analyze the spectra of three lensed quasars obtained with
the Potsdam Multi Aperture Spectrophotometer (PMAS). The spectra of the quadrupole
quasar HE 0435-1223 and the double quasar HE 0047-1756 show evidence for microlensing
whereas in the double quasar UM 673 (Q 0142-100) no evidence for microlensing could be
found.

By inverting the lightcurve of a microlensing caustic crossing event the one dimensional
luminosity profile of the lensed source can be reconstructed. This is investigated in the
second part of this thesis.The mathematical formulation of this problem leads to a Volterra
integral equation of the first kind, whose solution is an ill-posed problem. For the solution
we use a local regularization method which is better adapted to the causal structure of the
Volterra integral equation compared to the so far used Tikhonov-Phillips regularization.
Furthermore we show that this method is more robust on reconstructing small structures
in the source profile. We also study the influence of irregular sampled data and gaps in
the lightcurve on the result of the inversion.



Abstract (deutsch)

Die Untersuchung mikrogelinster astronomischer Objekte ermoglicht es, Informationen
iiber die Grofse und Struktur dieser Objekte zu erhalten.

Im ersten Teil dieser Arbeit werden die Spektren von drei gelinsten Quasare, die mit dem
Potsdamer Multi Aperture Spectrophotometer (PMAS) erhalten wurden, auf Anzeichen
fiir Mikrolensing untersucht. In den Spektren des Vierfachquasares HE 0435-1223 und
des Doppelquasares HE 0047-1756 konnten Hinweise fiir Mikrolensing gefunden werden,
wéhrend der Doppelquasar UM 673 (Q 0142-100) keine Anzeichen fiir Mikrolensing zeigt.

Die Invertierung der Lichtkurve eines Mikrolensing-Kausik-Crossing-Ereignisses ermog-
licht es, das eindimensionale Helligkeitsprofil der gelinsten Quelle zu rekonstruieren. Dies
wird im zweiten Teil dieser Arbeit untersucht. Die mathematische Beschreibung dieser
Aufgabe fiihrt zu einer Volterra’schen Integralgleichung der ersten Art, deren Losung ein
schlecht gestelltes Problem ist. Zu ihrer Losung wird in dieser Arbeit eine lokale Regu-
larisierung angewendet, die an die kausale Strukture der Volterra’schen Gleichung besser
angepasst ist als die bisher verwendete Tikhonov-Phillips-Regularisierung . Dariiberhin-
aus zeigt sich, dass mit dieser Methode eine bessere Rekonstruktion kleinerer Strukturen
in der Quelle moglich ist. Weiterhin wird die Anwendbarkeit der Regularisierungsmetho-
de auf realistische Lichtkurven mit irregulirem Sampling bzw. groferen Liicken in den
Datenpunkten untersucht.
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1 Einfiihrung

Seit der Entdeckung des ersten Gravitationslinsensystems, einem gelinsten Quasar, hat
sich das Forschungsgebiet der Gravitationslinsen zu einem wichtigen Zweig innerhalb der
Astrophysik entwickelt. Neben der Untersuchung des eigentlichen Effekts, die Ablenkung
von Lichtstrahlen an einer Masse, steht immer mehr seine Anwendung im Vordergrund.
Mit Hilfe des Gravitationlinseneffekts ist es moglich, Informationen iiber astrophysikalische
Objekte zu erhalten, die mit anderen Methoden nicht zu erhalten sind. So kann mit ihm
die Massenverteilung von Galaxien und Galaxienhaufen untersucht werden und daraus auf
den Anteil der dunklen Materie im Universum geschlossen werden, eine wichtige Grofe fiir
den Aufbau und der Entwicklung des Universums. Auch ist es moglich, mit ihm aus dem
Laufzeitunterschied eines Linsensystems die Hubble-Konstante zu bestimmen.

Der Gravitationslinseneffekt dient aber nicht nur dazu, Information iiber extragalakti-
sche Objekte und iiber das Universum im Ganzen zu erhalten, sondern auch am anderen
Ende der astronomischen Grofenskala wird er eingesetzt, beispielsweise bei der Suche nach
extrasolaren Planeten. Er ermoglicht es, Planeten zu entdecken, die mit anderen Methoden
nicht zu finden sind.

Auch in dieser Arbeit werden wir uns mit einer Anwendung des Gravitationslinsen-
effekts beschiftigen: dem Mikrogravitationslinseneffekt (Microlensing) zur Untersuchung
astrophysikalischer Objekte:

Wir werden die Spektren von drei gelinsten Quasarsystemen, dem Vierfachquasar HE
0435-1223 und den Doppelquasaren UM 673 und HE 0047-1756, untersuchen, um festzu-
stellen, ob es in diesen Systemen Anzeichen fiir Mikrolensing gibt.

Anschliefend befassen wir uns mit der Aufgabe, aus beobachteten Mikrolensing-Licht-
kurven das Helligkeitsprofil zu rekonstruieren. Dafiir sind aber, wie wir sehen werden,
spezielle mathematische Verfahren nétig, die Regularisierungsverfahren. Wie werden fiir
Mikrolensing-Lichtkurven ein neues Verfahren anwenden, die lokale Regularisierung, und
sie mit dem bisher verwendeten, der Tikhonov-Phillips-Regularisierung, vergleichen, um
festzustellen, welche Methode hierfiir besser geeignet ist. Dabei werden wir auch untersu-
chen, welche Anforderungen an die Lichtkurven zu stellen sind, um mit ihnen eine zuver-
lassige Rekonstruktion des Profil zu ermoglichen.



Einfiihrung




2 Der kosmologische Hintergrund

Da es bei den astrophysikalischen Objekten, die wir mit Hilfe des Gravita-
tionslinseneffekts untersuchen wollen, zum Teil um extragalaktische Quellen
handelt, ist es notwendig, vorher einige Begriffe und Ideen der Kosmologie
vorzustellen. Wichtig ist dabei vor allem die Definition der Winkeldurchmes-
serdistanz (angular diameter distance).

2.1 Rotverschiebung, Expansion und CMB

Eine der wichtigsten Grundlagen fiir das heutige Standardmodell des Weltalls ist die von
Hubble | | entdeckte Expansion des Weltalls. Er stellte fest, dass die Spektren entfern-
ter Galaxien rotverschoben sind und diese Rotverschiebung mit grofer werdender Entfer-
nung der Galaxien zunimmt. Bezeichnen wir mit A1 die zur Zeit ¢ emittierte Wellenldnge
einer Spektrallinie und die zur Zeit ¢y beobachte Wellenlénge mit Ag, so ist die Rotver-
schiebung z gegeben durch

Ao
=—-1 2.1
2= (21)
Fiir ein expandierendes Universum bestimmt sich die Rotverschiebung z aus
t
) (2.2)
a(t1)

mit dem Skalenfaktor a(t), der beschreibt, wie sich Entfernungen im Weltall im Laufe der
Zeit dndern. Der heutige Wert des Skalenfaktors wird gleich 1 gesetzt,

a(ty) = 1. (2.3)
Die relative Expansionsrate
a
H=— 2.4
: (2.4

wird als Hubble-Parameter bezeichnet. Der heutige Wert fiir H, die Hubble-Konstante
Hy, liegt nach den Messungen des Hubble-Key-Projekts bei Hy = 72 &+ 8kms ™! Mpc~!
[ |. Oft wird die Hubble-Konstante in der Form Hy = 100hkms™! Mpc™! mit dem
dimensionslosen Parameter h dargestellt.

Aus der Ausdehnung des Weltalls kann man schlieffen, dass die Dichte und damit die
Temperatur des Weltall zu fritheren Zeiten sehr viel hoher gewesen sein muss. Dabei sollte
es einen Zeitpunkt gegeben haben, bis zu dem die Materie komplett ionisiert war und mit
der elektromagnetischen Strahlung wechselwirkte, so dass das Universum undurchsichtig
war. Wahrend der Abkiihlung ging die Materie dann in den neutralen Zustand iiber und
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die Strahlung wurde von der Materie entkoppelt. Die von dem Zeitpunkt der Entkopplung
stammende Reststrahlung des Universums beobachtet man heute aufgrund der hohen Rot-
verschiebung z 2 1000 zu diesem Zeitpunkt als eine Strahlung mit einer Temperatur von
T = 3K. Sie wird als CMB (cosmic microwave background) bezeichnet.

Der CMB wurde, ausgehend von einer Arbeit von Gamov {iber den Zustand des frithen
Universums | |, Ende der vierziger Jahre des 20. Jahrhunderts von Alpher und Her-
man | | vorausgesagt und 1965 von Penzias und Wilson | | beobachtet. Von Dicke
et al. wurde der CMB dann als kosmische Hintergrundstrahlung identifiziert | |.
Hinweise auf die Existenz dieser Strahlung hatte es aber schon vorher gegeben, der friithe-
ste wohl aus dem Jahr 1941, als McKellar aus Radiobeobachtungen von CN-Molekiilen im
Weltall auf eine Strahlung mit einer Temperatur von 7' = 2 K folgerte | |.

Mit dem 1989 gestarteten COBE!-Satelliten wurde zum ersten Mal aufterhalb der Erdat-
mosphére das Spektrum des CMB vermessen, es zeigte sich, dass die Strahlung der eines
Schwarzen Korpers mit einer Temperatur von 7' = 2,7 K entspricht | |. Aufserdem
konnten mit dem COBE-Satelliten Fluktuationen in der Hintergrundstrahlung entdeckt
werden, die seit 2001 vom WMAP?-Satellit genauer untersucht werden, um daraus Riick-
schliisse auf den Zustand und den Aufbau des Universums zu ziehen.

2.2 Dynamik des Universums

Die beobachtete Ausdehnung des Weltalls zeigt, dass der Raum keine statische Grofse ist.
Anstelle eines dreidimensionalen euklidischen Raumes ist zur Beschreibung der Geometrie
des Universums eine vierdimensionale, nicht notwendigerweise euklidische, Raumzeit erfor-
derlich. Der Zusammenhang zwischen der Geometrie und der Verteilung von Materie und
Energie ist durch die Einstein’schen Feldgleichungen der allgemeinen Relativitatstheorie
[ | gegeben. Die Geometrie der Raumzeit wird dabei beschrieben durch die Metrik
guv- Das Linienelement ds?, also der raumzeitliche Abstand zwischen zwei Ereignissen mit
Koordinaten x* und x* + dx* ergibt sich aus

ds? = Zgwjda}“dx”. (2.5)
nuv
Die Summation erfolgt dabei {iber die vier raumzeitlichen Koordinaten p = 0,1,2,3. Zur
Beschreibung des Universums miissen nun die Feldgleichungen gelést werden, was aber
in voller Allgemeinheit nicht moglich ist. Zur Hilfe kommt uns hier die Annahme, dass
das Weltall auf grofen Skalen isotrop und homogen ist. Damit kann man zeigen, dass die
Metrik die Form der Robertson- Walker-Metrik

dr?

2 2142 2
ds® = ¢*dt —(Z(t) m

+ 7% (d6? + sin® 6 d¢?) (2.6)
mit mitbewegten (comoving), spharischen Koordinaten (r, 6, ¢) annimmt. Je nach Vorzei-
chen der Krimmung K ist die Geometrie des Raumes sphérisch (K > 0), flach (K = 0)
oder hyperbolisch (K < 0).

! Cosmic Microwave Background Explorer
2Wilkinson Microwave Anisotropy Probe
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Fiir ein homogenes, isotropes und expandierendes Weltall reduzieren sich die Feldglei-
chungen zu den Friedmann-Gleichungen

. A7 G 3p A,
und ) o SN
a 87Gp Kc
H? = — -t 2.8
a? 3 a? + 3’ (2.8)

mit der Gravitationskonstante G und der Lichtgeschwindigkeit ¢. Aus deren Losung ergibt
sich die zeitliche Entwicklung des Skalenfaktors a. Die Materie- und Energieverteilung
gehen dabei iiber die Dichte p und den Druck p in die Gleichungen ein.

In den Gleichungen tritt auferdem die kosmologische Konstante A auf, von der lange
Zeit angenommen wurde, dass sie nicht existiert und daher in den Gleichungen nicht be-
riicksichtigt werden bréauchte. Beobachtungen von Supernova la-Ereignissen zeigten jedoch
vor wenigen Jahren, dass ihr Beitrag nicht vernachlassigbar und sie zu einer zusétzlichen
Expansion des Universums beitragt. Supernovae vom Typ la zeichnen sich dadurch aus,
dass es einen Zusammenhang zwischen ihrer Lichtkurve und ihrer absolute Helligkeit gibt.
Sie eignen sich daher zur Entfernungsbestimmung im Weltall. Man entdeckte, dass weit
entfernte Supernovae Ia schwicher leuchten als erwartet und schloss daraus auf die Fxis-
tenz der kosmologischen Konstante | |. Thr physikalische Ursprung wird in einer
Energiedichte des Vakuums gesehen.

Fiir die Zeit nach der Entkopplung von Strahlung und Materie kénnen wir den Druck
vernachlassigen und die Dichte p in den Friedmann-Gleichungen ist allein durch die Dichte
Ppm der Materie gegeben. Definieren wir die mit der kosmologischen Konstante verbundene
Dichte zu

A
PA = G (2.9)
so folgt aus Gleichung (2.8)
8tG Kc?
H? = —3 (Pt pn) =5 (2.10)
Umformen ergibt

K¢ 8rG

22 = g2 (Pmtpa) — L. (2.11)

Die Kriimmung héangt somit nur von der Materiedichte py, und von der Dichte py der
kosmologischen Konstanten ab. Wir konnen eine kritische Dichte

3H?

Perit = e (2.12)

definieren, bei der fiir py, + po = porit die Krimmung verschwindet (K = 0). Mit der
Hubble-Konstante Hy erhalten wir ihren heutigen Wert zu perito = 1,9 - 1072h2 gem 3.
Ublicherweise normiert man die auftretenden Grofen auf die kritische Dichte und erhélt
dadurch die Dichteparameter

Pm
QO = — 2.13
2 219
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und
Oy =2 (2.14)
Pc
Damit folgt aus Gleichung (2.11)
Kc?
T = O +Q4 — 1. (2.15)

Fir Qu + Q4 = 1 entspricht die Dichte des Universums der kritischen Dichte und
wir erhalten ein geschlossenes Universum mit einer flachen Geometrie. Flir 2, + Q) < 1
nimmt die Kriimmung einen negativen Wert an, das Universum ist offen mit hyperbolischer
Geometrie. Fiir 2,4+, > 1 ergibt sich ein geschlossenes Universum mit einer sphérischen
Kriimmung.

Um die zeitliche Entwicklung des Universums zu verstehen, miissen wir berticksichti-
gen, wie sich die Dichten py, und pp bei der Anderung des Skalenfaktors verhalten. Die
Materiedichte py, skaliert mit dem Volumen,

P
pm(a) = =55, (2.16)

pm,0 bezeichnet dabei den heutigen Wert der Materiedichte. Die Dichte p der kosmologi-
schen Konstante dndert sich nicht durch die Expansion des Universums, ihr Wert ist gleich
der heutigen Dichte py o,

pa(a) = konstant = pp g . (2.17)

Einsetzen in Gleichung 2.10 ergibt

87G / pm.o K
2 ,
H* = 3 (ag +PA,0> 2 (2.18)

Im néchsten Schritt ersetzen wir py, o und pa o durch die heutigen Werte der Dichtepa-
rameter

G

Qo= —0m 2.19
und ar
T

= 2.20

und erhalten damit )

Q ,0 Ke

Aus Gleichung (2.15) folgt

Kc? = H Qo+ Qo — 1) (2.22)

und die Kombination der beiden letzten Gleichungen liefert

1 1
H? = H}? <$Qm,0 + =5 (1= Qo — Do) + QA,0> : (2.23)
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Abbildung 2.1: Die Winkeldistanz D,,, in Abhéngigkeit von der Rotverschiebung z
in Einheiten von ¢/Hy fiir das Einstein-de Sitter Modell mit (2, = 1; Qp = 0) (ge-
strichelte Linie) und fiir das heute favorisierte Standardmodell mit (2, = 0,3; Qy =
0,7)(durchgezogene Linie)

Die zeitliche Entwicklung des Skalenfaktors wird somit vollstdndig durch die heutigen
Dichten von Materie und der kosmologischen Konstanten beschrieben und man kann unter-
suchen, wie sich das Weltall fiir verschiedene Kombination von £, o und 24 o entwickelt.

Heutzutage wird das Modell eines flachen Universums favorisiert, das Standardmodell,
gestiitzt unter anderem durch die Analyse der Temperaturfluktuationen im CMB durch den
WMAP-Satelliten | |, mit Q0 = 0,3, Qr0 = 0,7 und dem schon oben erwéhnten
Wert fiir die Hubble-Konstante von Hy = 72 + 8kms ™! Mpc~ L.

Die Gesamtmasse besteht dabei zum grofiten Teil aus der dunklen Materie, die bisher nur
iiber ihre gravitative Wirkung beobachtet wurde, beispielsweise in den Rotationskurven
von Galaxien | |. Nur etwa 5 % der gesamten Materie liegt in Form von baryonischer
Materie vor.

2.3 Entfernungen im Universum

Im Gegensatz zu einem statischen Raum mit euklidischer Geometrie gibt es im expan-
dierenden Universum keine eindeutige Definition einer Entfernung mehr. Betrachten wir
eine Quelle mit der Rotverschiebung z; und einen Beobachter mit der Rotverschiebung
zo am Ort r = 0. Die mitbewegte Entfernung (comoving distance) Dcom(z0,21) ist ge-
geben durch die Koordinatendifferenz zwischen Quelle und Beobachter | |. Da sich
Licht auf Nullgeodéten (ds = 0) bewegt, folgt aus der Robertson-Walker-Metrik (2.6) mit
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dd =dep =0
cdt dr
—_— = 2.24
a V1— Kr? (2:24)
Integration liefert
a(22) cdt
Dcom(20,21) = 2.25
(20, 21) /0 1-— Kr’2 / (2.25)
Mit Ldt = ﬁ%‘l = ﬁ und Gleichung (2.23) folgt
a(z2) 1
Dcom(ZQ, Zl) = / Hy Qm 0+ (1 — Qm,[) — QA70) + CLQQA’O da. (226)
a(z1)

Fiir die Beschreibung des Gravitationslinseneffekts miissen wir wissen, wie groft der
tatsdchliche Durchmesser einer Quelle bei z; ist, die unter einem bestimmten Winkel
von einem Beobachter bei zg beobachtet wird. Das Verhéltnis von Durchmesser zu beob-
achtetem Winkel ist durch die Winkeldurchmesserentfernung (angular diameter distance)
Dang (20, 21) gegeben, die sich aus Dgom zu

Dang(zﬂvzl) = a(zl)Dcom(ZO,Zl) (2.27)

bestimmt | |.

In Abbildung (2.1) ist die Winkeldurchmesserdistanz fiir zwei verschiedene kosmologi-
sche Modelle, dem Einstein-de Sitter-Modell und dem heutigen Standardmodell darge-
stellt. Die Auswertung von Gleichung (2.27) erfolgte dabei durch numerische Integration.
Bei dem Einstein-de Sitter-Modell handelt es sich um ein Universum mit verschwindender
kosmogischer Konstante (24 = 0) und mit Q,, = 1.

Neben der Winkeldurchmesserdistanz miissen wir bei der Untersuchung astronomischer
Objekte auch beriicksichtigen, wie die beobachtete Helligkeit einer Quelle von ihrer Ent-
fernung abhéngt. Dies wird durch die Leuchtkraftentfernung Dy, (20, 21) beschrieben, die
durch

Diym (20, 21) = Dang (20, 21)

gegeben ist.

Die oben definierten Entfernungen wurden unter der Voraussetzung eines homogenen
und isotropen Universum hergeleitet. Fiir eine genaue Bestimmung der Entfernungen miis-
sen wir aber berticksichtigen, dass es auf Skalen bis etwa 1 Gpc Abweichungen von einer
homogen Massenverteilung gibt. Dyer und Roeder fithren dazu einen Parameter « ein,
der das Verhiltnis von gleichméfig verteilter Materie zu geklumpter Materie beschreibt
[ |. Fiir die gesuchte Winkeldurchmesser D, erhélt man eine Differentialgleichung
der Form

d?r
dz2
dr
dz

+§aﬂm,0(1+z)2r =0 (2.28)

(14 2) (Qmo(L+2)% + Qo1 +2)% + Qap)

1
+5 (Tm0(1 + 2)* + 6Qx o(1 + 2)* + 404 0) —
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mit 7 = Dapg = und Qg g = —ﬁ [

et al. | | und Demianski zu finden.

|. Methoden zu ihrer Losung sind bei Kayser
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3 Quasare

3.1 Bezeichnungen und Eigenschaften

In den sechziger Jahren des letzten Jahrhundert entdeckte man bei der Durchmusterung
der Himmels mit Radioteleskopen eine grofle Anzahl leuchtkréftiger Objekte, die in op-
tischen Aufnahmen nicht von Sternen unterschieden werden konnten und die deshalb als
Quasare (quasistellar radio source) bezeichnet wurden. Auffallend war ihre hohe Rot-
verschiebung, so dass bald deutlich wurde, dass es sich dabei um extrem leuchtkréftige
Galaxien handelt. Spéater entdeckte man, dass nicht alle dieser Objekte im Radiobereich
strahlen, so dass man sie alle unter dem Begriff QSO (quasistellar object) zusammenfasste.

In der Literatur wird aber nicht immer durchgéingig zwischen den beiden Begriffen un-
terschieden und ich werde im Weiteren den Begriff Quasar verwenden.

Heutzutage geht man davon aus, dass es sich bei den Quasaren um die Kerne sogenannter
aktiver Galaxien (AGN-active galactic nuclei) handelt, zu denen man eine Reihe weiterer
Objekte zdhlt, wie Radiogalaxien, Seyfert-Galaxien und BL Lac-Objekte.

Die aktiven Galaxien zeichnen sich dabei aus durch

e cine hohe Leuchtkraft des Kernes im Vergleich zum Rest der Galaxie
e hohe Leuchtkraft im ultravioletten Wellenldngenbereich (UV-Exzess)

e Emissionslinien im Spektrum

Dariiber hinaus beobachtet man etwa 10% aller AGN einen aus der Zentralregion heraus-
ragenden Jet und eine damit verbundene Radioemission. Diese AGN werden als radiolaut
bezeichnet.

Die folgende Ubersicht gibt einen Uberblick iiber die verschiedenen AGN-Phinomene
(nach | D:

Seyfert-Galaxien sind Galaxien, die im Vergleich zu normalen Galaxien einen leucht-
kraftigeren Kern besitzen und in deren Spektren Emissionslinien beoachtet werden.
Man unterscheidet zwei Klassen von Seyfert-Galaxien. In den Typ-I-Seyfert-Galaxien
treten in den Spektren sowohl breitbandige Emissionslinien (broad lines) als auch
schmalbandige Emissionslinien von verbotenen Ubergingen auf (narrow lines), wih-
rend in den Seyfert-II-Galaxien nur die schmalbandigen Linien beobachtet werden.

BL Lac-Objekte sind AGNs mit einer starken (2 0,1 mag) und schnellen Variabilitét
ihrer Helligkeit im gesamten Frequenzbereich.
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Quasare weisen &dhnliche spektrale Eigenschaften wie die Seyfert-I-Galaxien. Sie unter-
scheiden sich aber insoweit, dass man die Host-Galaxie nur schwer identifizieren
kann.

Radiogalaxien mit den spektralen Eigenschaften von Seyfert-Galaxien werden ebenfalls
zu den AGNs gezdhlt. Man unterscheidet, dhnlich wie bei den Seyfert-Galaxien,
zwischen broad line radio galazies (NLRG) und narrow line radio galaxies (BLRG).

Man geht davon aus, dass sich die unterschiedlichen AGN-Typen durch ein einziges
Modell erklédren lassen, das die verschiedenen Eigenschaften aller AGNs zusammenfasst
(Abb. 3.1). In diesem Modell héngt der Typus des beobachteten AGN vor allem von der
Blickrichtung ab, unter der man einen AGN betrachtet | I .

Nach diesem Modell befindet sich im Innern eines AGN ein Schwarzes Loch mit einer
Masse von 107 — 10? Mg. Die in dieses zentrale Schwarze Loch einstromende Materie
formt eine Akkretionscheibe, deren Grofe einige 100 AU betrégt. In dieser Scheibe wird
die Kontinuumsstrahlung des Quasares erzeugt, die vom infraroten Wellenldngenbereich bis
in den Rontgenbereich reicht und sich dadurch deutlich von dem Spektrum einer normalen
Galaxie unterscheidet. Der spektrale Verlauf der Kontinuumsstrahlung kann grob durch
ein Potenzgesetz der Form F), o =% mit « zwischen 0 und 1 beschrieben werden. Im UV
und im optischen Bereich wird ein als “big blue blump” bezeichneter Exzess der Strahlung
beobachtet, der vermutlich durch die thermische Strahlung der Akkretionsscheibe entsteht.

Auferhalb der Akkretionsscheibe liegt die Broad-Line-Region (BLR), in der sich mit
hoher Geschwindigkeit (~ 5000 kms~!) bewegende Gaswolken befinden, in denen die brei-
ten Emissionslinien in den Quasarspektren entstehen. Die Dichte innerhalb dieser Wolken
ist mit > 10°cm™> so hoch, dass in ihnen nur erlaubte Spektraliiberginge auftreten.
Ihre Anzahl wird auf 107 — 109 geschiitzt. Die Groke der BLR liegt zwischen 0,01 und
0,1 pc. Umgeben ist die Akkretionsscheibe von einem Staubtorus. Man nimmt an, dass
die Blickrichtung bei den Seyfert 2-AGNs gerade so ist, dass die BLR von diesem Staub-
torus verdeckt wird und man deshalb in den Spektren die breiten Emissionslinien nicht
beobachtet.

Die Gaswolken in der BLR werden durch Photoionisation von der zentralen Quelle zur
Linienemission angeregt, so dass eine Anderung des Linienflusses mit dem Fluss aus der
Kontinuumsregion korreliert ist. Dies nutzt man bei der Methode der Echokartierung (re-
verberation mapping), um Informationen iiber die BLR zu erhalten | |. Dabei unter-
sucht man die Anderungen des Linienflusses, der aus einer Anderung des Kontinuumsflus-
ses resultiert, um daraus Informationen iiber die Grofse Rg g der BLR und der Verteilung
der Gaswolken in ihr zu bestimmen. Kaspi et al. schliefsen aus ihren Echo-Kartierungen
an 17 Quasaren, dass die Rg R mit Lg’lz%iom skaliert, wobei Lsigg der Fluss bei der Wel-
lenlinge 5100 A ist | |

An die BLR schlieft sich die Narrow-Line-Region (NLR) an, in denen die schmalban-
digen Emissionslinien entstehen. Die Geschwindigkeit der sich hier befindenen Wolken ist
nicht so hoch (~ 500kms~!) wie in der BLR und ihre Dichte ist mit 10% — 106 cm™3 so
gering, dass auch verbotene Ubergiinge auftreten. Die NLR wird nicht mehr durch den
Staubtorus verdeckt, ihre Grofle wird zu 50 — 100 pc geschétzt.

Bei vielen AGN beobachtet man einen Jet, der aus senkrecht zur Akkretionsscheibe
ausstromenden Materie gebildet wird. Der Jet kann dabei weit aus der Galaxie hinaus-
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Abbildung 3.1: Schematisches Modell eines AGN (nicht mafsstabsgerecht). Das zentrale
Gebiet besteht aus einem supermassiven Schwarzen Loch (BH), um das die einstromende
Materie eine Akkretionsscheibe bildet. Eingebettet ist dieses Gebiet in die aus einzelnen
Gaswolken bestehende Broad-Line-Region (BLR). Ein Staubtorus umgibt Akkretionsschei-
be und BLR. Aufsen schliefst sich die Narrow-Line-Region an (nach Urry und Padovani

[UP93)).
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reichen. Nahe am Zentrum war es bei einigen AGN moglich, direkt die Bewegung von
Strukturen im Jet iiber mehrere Jahre zu verfolgen. Die Ausbreitung erfolgt dabei schein-
bar mit Uberlichtgeschwindigkeiten, was allerdings eine Folge der sich mit relativistischer
Geschwindigkeit in Richtung auf den Beobachter bewegenden Materie ist.

3.2 Akkretionsscheiben

Als energieerzeugender Mechanismus eines AGN wird die Freisetzung von Gravitations-
energie bei der Akkretion von Materie auf das zentrale Schwarzes Loch vermutet.

Der Drehimpuls der einstromenden Materie fiihrt zur Ausbildung einer Akkretionsschei-
be. Solche Akkretionsscheiben treten nicht nur bei den AGNs auf, sondern werden auch
bei vielen anderen astrophysikalischen Systemen wie jungen Sternen, kataklysmischen Ver-
anderlichen und Rontgendoppelsternen beobachtet | |.

3.2.1 Scheibenmodelle

Zur Beschreibung einer Akkretionsscheibe nimmt man an, dass die Materie nur langsam
nach innen einstromt und sich anndhernd auf Kreisbahnen um den zentralen Korper be-
wegt. Da der Drehimpuls in der rotierenden Scheibe nach innen hin abnimmt, ist fiir das
Einstromen ein Drehimpulstransport nach aufen notwendig. Die Ursache der dafiir nétigen
Viskositéat in der Scheibe ist nicht genau bekannt, man vermutet turbulente Stromungen
oder Magnetfelder.

In einem einfachen Modell einer Akkretionsscheibe rotiert die Materie mit der Keplerge-
schwindigkeit vg um den zentralen Kérper. Weiter wird vorausgesetzt, dass die Leuchkraft
L der Scheibe klein gegeniiber der Eddington-Leuchtkraft

drGMmpc

(3.1)
arT

Lgaa =
ist. Die Eddington-Leuchtkraft Lgqq ist die Leuchtkraft, bei der der Strahlungsdruck gleich
dem Gravitationsdruck wird. Dabei bezeichnen M die Masse des strahlenden Korpers, m,
die Protonenmasse und o1 den Thomson-Wirkungsquerschnitt.

Die vertikale Ausdehnung der Scheibe ist dann vernachléssigbar klein gegeniiber ihrer
radialen Ausdehnung, eine solche Scheibe wird als eine diinne Akkretionsscheibe (thin disk)
bezeichnet.

Durch die bei der Akkretion freigesetzte Energie wird die Scheibe aufgeheizt. Unter der
Annahme eines optisch dichten Mediums kann die Scheibe lokal durch einen Schwarzen
Korper beschrieben werden. Damit ergibt sich der radiale Temperaturverlauf zu

3GMM e
8woR3 R
mit der Stefap—Boltzmann—Konstante o, der Masse M des zentralen Korpers, der Ak-
kretionsrate M und dem inneren Radius Ry der Akkretionsscheibe | |. Fiir eine

Akkretionsscheibe um ein schwarzes Loch ist der innere Radius Ry durch den kleinsten
Radius gegeben, um den ein stabiler Orbit um das Schwarze Loch mdglich ist. Dieser

1/4

T(R) = (3.2)
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disk brightness

Abbildung 3.2: Radialer Helligkeitsverlauf einer diinnen Akkretionsscheibe fiir
A=14000A , A=6000 A und A\ = 8000 A . Zum roten Wellenlingenbereich hin nimmt
die beobachtete Groke der Akkretionsscheibe zu.

Radius wird auch als der marginal stabile Radius bezeichnet und betrégt fiir ein nicht-
rotierendes Schwarzes Loch R, = 3R, dabei ist Ry = QCC;QM der Schwarzschildradius des
Schwarzen Loches. Der Temperaturverlauf geht fiir grofse Entfernungen vom Zentrum in
R~3/*-Abhéngigkeit iiber.

Der radiale Helligkeitsverlauf der Akkretionsscheibe fiir eine bestimmte Wellenldnge A
ergibt sich aus der Temperaturverteilung durch

I\(R) = BA[T(R)] (3-3)
mit der Planck’schen Strahlungsgleichung

2hc? 1

BA(T) = No ghe/kAT _ 1 °

(3.4)

Die beobachtete Grofse einer Akkretionsscheibe ist wellenldngenabhéngig. In Abbildung
3.2 ist der radiale Helligkeitsverlauf fiir verschiedene Wellenldngen im visuellen Bereich
dargestellt. Man erkennt, dass zum roten Spektralbereich hin die Akkretionsscheibe grofer
erscheint.

Durch Integation der Gleichung (3.3) ist es moglich, das Spektrum einer diinnen Akkre-
tionsscheibe zu berechnen und mit dem beobachteten Kontinuumsverlauf eines Quasares
zu vergleichen. Es zeigte sich, dass mit diesem Modell fiir eine diinnen Akkretionsscheibe
nur eine schlechte Beschreibung von Quasarspektren moglich ist | |.

Shakura und Sunyaev beriicksichtigen in ihrem Modell fiir eine diinne Akkretionsscheibe
den Prozess des Drehimpulstransports | |. Dabei stellen sie die effektive Viskositét der



16 Quasare

Scheibe durch einen Parameter « dar (0 < o < 1) mit
n=acH. (3.5)

Hierbei bezeichnet H die vertikale Ausdehnung der Scheibe und ¢y die Schallgeschwindig-
keit des Gases.

Neben den diinnen Scheiben, die als Standardakkretionsscheiben bezeichnet werden,
sind auch Modelle fiir andere Typen von Akkretionsscheiben entwickelt worden. ADAFs!
weisen bei gleicher Akkretionsrate eine geringere Leuchkraft als eine vergleichbaren Stan-
dardscheibe auf | |. Bei den Zwei-Temperatur-ADAFs ist die Dichte in der Scheibe
so gering, so dass es nicht zu einer Kopplung zwischen Ionen- und Elektronentemperatur
kommt. Die viskosen Prozesse heizen dann nur das Ionensystem auf. Dadurch wird die
freiwerdene Gravitationsenergie nicht abgestrahlt, sondern mit der Materie nach innen
tranportiert | |.

Bei einer hohen Akkretionsrate M kann die Leuchtkraft die Eddington-Leuchtkraft Lgqq
erreichen. Durch den hohen Strahlungsdruck kann die vertikale Ausdehnung der Scheibe
dann so grofs werden, dass sie die Grofse des Scheibenradius erreicht. Eine solche Scheibe
wird als eine dicke Akkretionsscheibe (thick disk) bezeichnet | .

! Advection-Dominated Accretion Flows
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Uber das Gebiet der Gravitationslinsen gibt es eine Reihe von guten Einfithrungen, zu
erwéhnen ist hier vor allem die Monographie von Schneider, Ehlers und Falco | ],
die allerdings seit 1992 unveradndert ist und somit die aktuellen Entwicklungen in diesem
Forschungsgebiet nicht mehr beriicksichtigt. Eine knappe Ubersicht iiber dieses Gebiet gibt
Wambsganss | |. Beide Arbeiten bilden die Grundlage fiir den folgenden Abschnitt.

Die 2002 erschienen Monographie von Petters, Levine und Wambsganss | | bietet
ebenfalls eine umfassende Einfiihrung in dieses Gebiet, ist aber in Teilen mathematisch
sehr anspruchsvoll.

4.1 Historisches

In diesem Abschnitt sollen nur die wesentlichen historischen Schritte, die zur Entwicklung
dieses Forschungsgebiets fiihrten, kurz dargestellt werden. Einen wesentlich umfangreichen
Uberblick bilden die bereits erwihnten Arbeiten von Schneider et al. und von Wambsganss.

Anfang des 19. Jahrhunderts berechnete Soldner die Ablenkung, die ein Lichtstrahl in
einem Gravitationsfeld erfahrt | |. Er nahm dabei an, dass das Licht genauso wie
ein Masseteilchen dem Einfluss des Gravitationsfeldes unterliegt. Mit diesem Ansatz be-
stimmte er den Ablenkwinkel & eines Lichtstrahls, der an einer Masse M im Abstand &

vorbeilduft, zu

. 2GM

&= = (4.1)
und erhielt fiir einen Lichtstrahl, der an der Sonnenoberfliche vorbeilduft, einen Ablenk-
winkel von 0783.

Die Arbeit von Soldner geriet allerdings in Vergessenheit und erst 100 Jahre spéater
untersuchte Einstein erneut die Auswirkung eines Gravitationsfeldes auf die Lichtausbrei-
tung. Mit der von ihm entwickelten Speziellen Relativitatstheorie | | erhielt er fiir den
Ablenkwinkel den gleichen Zusammenhang zwischen Masse M und Abstand & wie schon
Soldner vorher und er schlug vor, die Lichtablenkung an der Sonne wéhrend einer totalen
Sonnenfinsternis zu iiberpriifen.

Wenige Jahre spéter erkannte Einstein aber, dass fiir eine korrekte Behandlung der
Lichtausbreitung in einem Gravitationsfeld die von ihm entwickelte Allgemeine Relati-
vitdtstheorie | | zugrunde gelegt werden muss. Der damit erhaltene Wert fiir den
Ablenkwinkel ist genau doppelt so grof wie der vorher von Soldner gefundene Wert.

Mit der Beobachtung von Sonnenfinsternissen wurde spéter versucht, den wahren Wert
des Ablenkwinkel zu bestimmen, eine prézisere Messung ermdglichten aber erst Radio-
beobachtungen des Quasares 3C 279, der einmal jdhrlich von der Sonne bedeckt wird.
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Anfang der siebziger Jahre des 20. Jahrhunderts konnte damit der von der Allgemeinen
Relativitatstheorie vorausgesagte Wert bestétigt werden | |.

Chwolson veréffentliche 1924 eine Arbeit | |, in der er zeigte, dass die Lichtablen-
kung an einem Stern dazu fithren kann, dass ein dahinterliegender Stern doppelt erscheint.
Fiir den Fall, dass Beobachter und die beiden Sterne exakt auf einer Linie liegen, sollte sich
ein ringformiges Bild ergeben, ein Phdnomen, das heutzutage als Einstein-Ring bezeichnet
wird.

Einstein, der ebenfalls den Einfluss der Lichtablenkung von einem Stern auf die Bilder
der dahinterliegenden Sterne untersuchte, fand heraus, dass es dabei zu einer Verstéarkung
kommen sollte. Allerdings hielt er die Wahrscheinlichkeit, ein solches Gravitationslinsen-
system tatséchlich zu beobachten, fiir sehr gering | |.

Zwicky untersuchte die Moglichkeit, ob extragalaktische Objekte ebenfalls als Gravita-

tionslinse wirken konnen | | und stellte fest, dass dieser Effekt tatséchlich beobacht-
bar sein sollte | |. Tatséchlich vergingen dann noch mehr als 40 Jahre, bis 1979 von
Walsh et al | | das erste Gravitationslinsensystem entdeckt wurde, der Doppelqua-

sar 0957+561.

4.2 Die Grundlagen des Gravitationslinseneffekts

Nach der Allgemeinen Relativitdtstheorie wird ein Lichtstrahl, der an einem Korper der
Masse M in einer minimalen Entfernung ¢ entlang lauft, um den Winkel

A4GM
A= —— 4.2
«Q ng ( )
abgelenkt. Der Ablenkwinkel ist dabei unabhéngig von der Wellenlénge des Lichtes.
Die Abbildung 4.1 zeigt die Situation bei der Lichtablenkung an einer Punktmasse. Aus

der dargestellten Geometrie ist unmittelbar die Linsengleichung
B=0—-a, (4.3)

die den Zusammenhang zwischen der Position 8 der Quelle und der Position 6 des Bildes
beschreibt, zu erkennen. Der Winkel @ wird als reduzierter Ablenkwinkel bezeichnet und
bestimmt sich mit den Entfernungen D1g und Dg aus dem Ablenkwinkel & zu

_ Dis

D—Sa. (4.4)

Einzelne Punktmassen als Gravitationslinsen beobachtet man z.B. in der Milchstras-
se, bei denen Sterne zwischen uns und dem Zentrum der Galaxis als Linse wirken. Fiir
rdumlich ausgedehnte Objekte wie die Linsengalaxien von Mehrfachquasaren reicht die
Beschreibung durch eine einzelne Punktmasse nicht mehr aus. Ist die Ausdehung eines
solchen Systems klein gegeniiber den Entfernungen zwischen Beobachter, Linse und Quel-
le, so kénnen wir die Linse durch eine zweidimensionale Massenverteilung in einer Ebene
darstellen, in der wir die dreidimensionale Massenverteilung der Linse hineinprojizieren
(thin lens approximation).

Bei den meisten der beobachteten Mehrfachquasarsysteme geht man davon aus, dass
der Gravitationslinseneffekt in diesen Systemen im Wesentlichen durch eine einzige Linse
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Abbildung 4.1: Lichtablenkung an einer Punktmasse

Die Winkel 8 und 6 bezeichnen die Position der Quelle bzw. ihres Bildes, & ist der Winkel,
um den der an der Linse in der Entfernung ¢ entlang laufende Lichtstrahl abgelenkt wird.
Dy, und Dg sind die Entfernungen vom Beobachter zur Linse und zur Quelle und Dr,g die
Entfernungen von der Linse zur Quelle. Der Winkel « wird als reduzierter Ablenkwinkel
bezeichnet. Nicht dargestellt ist das durch die Lichtablenkung entstehende zweite Bild der
Quelle.

erzeugt wird, die dann durch eine einzige Linsenebene dargestellt werden kann (single plane
lensing).

Wie man sich leicht iiberlegen kann, gilt auch in diesem Fall die Linsengleichung, aller-
dings treten statt der bisher verwendeten skalaren Groéfsen jetzt Vektoren fiir die Quellpo-
sition 3, die Bildposition € und den reduzierten Ablenkwinkel & auf,

B=6—-«a0). (4.5)

Den Ablenkwinkel & konnen wir dann durch Summation iiber alle in dieser Linsenebene
vorhandenen Massen

" 4G — &,
a(§) = Z C—Qmiﬁ (4.6)

i=1
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berechnen, bzw. im Fall einer kontinuierlichen Massenverteilung durch das Integral iiber
die Massenflachendichte ¥ (&)

. 4G NE R
ale) =" [ D€)== (4.7)
¢ Jr2 & —¢|
Mit o = B und € = D, folgt
4GDLDLS/ N Ay
oa=— »(0)—— d%0' . 4.8
Z D5 e ( )’0_0,‘2 (4.8)

Aus der Integraldarstellung des Ablenkwinkels a folgt, dass a als Gradient eines Potentials

4G D1, Dy s
v=—
c Dyg

/}RQ 2(6)In |6 - @'|° a2’ (4.9)

dargestellt werden kann. Bei der Lichtablenkung an einer Punktmasse ergeben sich zwei
Bilder der Quelle auf den gegeniiberliegenden Seiten der Linse an den Stellen

1 Drs 16GM
0= - + 2. 4.10
5 (ﬁ \/ Dips @ P (4.10)
Fiir den Fall, dass Beobachter, Linse und Quelle genau auf einer Geraden liegen, wer-

den die Bilder zu einem einzigen Ring verformt, dem Einsteinring, der in Abbildung 4.3
dargestellt ist. Aus Gleichung 4.10 ergibt sich mit 8 = 0 der Offnungswinkel dieses Ringes

zu
AGM Dig
O = 1/ 4.11
E 2 DiDs (4.11)

und seinen Radius in der Quellebene zu

4GM DisD
Rps = Db = 4/ . I;L 5 (4.12)

Der Einsteinring ist eine charakteristische Grofie bei der Untersuchung des Gravitati-
onslinseneffekts. So ist der typische Abstand der sich durch die Lichtablenkung ergebenden
Bilder von der Grofenordnung 26g. Quellen, die sich im Inneren des Einsteinringes befin-
den, werden im Allgemeinen erheblich verstérkt.

Fiir eine Galaxie der Masse M, einer Rotverschiebung von zy = 0,5, und einer Quelle
mit einer Rotverschiebung von zg = 2,0 hat der Einstein-Radius eine Grofie von

0 = 0,65 M (4.13)
e =0, 10107, arcsec . .

Der Einsteinradius eines einzelnen Sternes der Masse M aus dieser Galaxie ist um Gro-

Kenordnungen kleiner,
Op.=2-107° M arcsec (4.14)
* Mg : .
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Abbildung 4.2: Grofe des Einstein-Radius Rg (in pc und in AU) in der Quellebene fiir
Gravitationslinsen der Masse 1 M, in Abhéngigkeit von der Rotverschiebung von Linse
und Quelle. Eingetragen ist auch die Position einiger bekannter Gravitationslinsensysteme.



22 Gravitationslinsen

In Abbildung 4.2 ist die Grofe des Einsteinringes fiir Sterne mit einer Masse von 1M,
in Abhéngigkeit von der Rotverschiebung von Quelle und Linse dargestellt. Fiir die meis-
ten Systeme liegt die Grofe des Einsteinradius in Bereich von einigen 1000 AU und liegt
damit ein bis zwei Grofenordnungen iiber der vermuteten Grofe der Akkretionsscheibe
von Quasaren.

Betrachten wir anstelle einer einzelnen Punktmasse eine Kreisscheibe mit konstanter
Massendichte als Linse, so erhalten wir durch Integration von Gleichung (4.8) fiir den
Ablenkwinkel

o= DLTZLS%:—?WZ@. (4.15)
In diesem Fall beobachtet man einen Einsteinring, wenn die Massendichte einen Wert von

4;2G DDB iiberschreitet. Dies fiihrt zur Definition der kritischen Massendichte,
LLS

¢ Dg
Yerit = .
4rG DLDLS

(4.16)

Indem wir die in der Linsengleichung (4.5) auftretenden Grofen in Einheiten des Einstein-
radius darstellen,

0 B - o
= — = — = 4.1

erhalten wir die normierte Linsengleichung
y=x -« (4.18)

Mit k wird die auf die kritische Massendichte

62 DS
Sexit = —— , 4.19
'~ 4nG Dy.Dys (4.19)
normierte Massendichte bezeichnet,
by
= . 4.2
" Ecrit ( 0)
Damit ergibt sich der Ablenkwinkel zu
1 / - / /
a=2 /,{(e ) 076 2 (4.21)
i 66|
und das Potential zu .
b= / k(0')In|6 — 6'|* a9’ (4.22)
™ JR2

Die Bedingung x > 1 fiir einen Punkt in der Linsenebene ist eine hinreichende Bedingung,
dass durch die Linse Mehrfachbilder erzeugt werden. Lokal kénnen wir eine Gravitations-
linse durch die Jacobi-Matrix der Linsengleichung

_98

A0) = 0

(4.23)
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observer

Abbildung 4.3: Entstehung eines Einsteinringes bei einer Punktmasse. Beobachter, Lin-
se und Quelle liegen auf der gemeinsamen Verbindungsgeraden, so dass das entstehende
Bild die Form eines Kreisringes hat. Mit g wird der Offnungswinkel des Einsteinradius
bezeichnet, mit Rg sein Radius (hier in der Quellebene).

beschreiben. Die Komponenten von A(@) sind dabei durch

_ 08 _ o O
Aij = 90, = iy 99,

gegeben. Damit kann die Jacobi-Matrix A dargestellt werden durch

_(1mEmm e
A(e)_( - HM%). (4.25)

Die Matrix A beschreibt die Form und die Gréfe der durch den Gravitationslinseneffekt
entstehenden Bilder. Die Auswirkung der verschiedenen Komponenten in A ldsst sich am
besten anhand einer kreisformigen Quelle darstellen. Die Massendichte k fithrt zu einer
isotropen Grofsenédnderung dieses Kreises, k£ wird daher auch als Konvergenz oder Ricci-
Fokus bezeichnet. Durch die Scherung (shear)

v =1/7}+ 2 (4.26)

wird das Bild der kreisférmigen Quelle zu einer Ellipse deformiert.

4.3 Kritische Kurven und Kaustiken

Durch den Gravitationslinseneffekt dndert sich, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben,
die Form und die Groéfse der Bilder im Vergleich zur Quelle. Da aber die Flachenhelligkeit
konstant bleibt, dndert sich dadurch ebenfalls der von der Quelle empfangene Fluss. Be-
schrieben wird dies durch den Verstarkungsfaktor p, der sich aus der Determinante der
Jacobi-Matrix A durch

= L = L 4.27
~det AB) (1 —k)2—~2 (4.27)

7
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Abbildung 4.4: (Links) Kritische Kurven (oben) und Kaustiken (unten) fiir eine Dop-
pellinse mit m; = mo = 0,5Mj. Die Linsen befinden sich bei £ = 0 und y = £0,5. Die
Léngeneinheit ist der Einsteinradius Ry fiir die Masse 1Mj.

(Rechts) Kritische Kurven (oben) und Kaustiken (unten) fiir ein Linsensystem aus meh-
reren Punktmassen. Die Léngeneinheit ist ebenfalls der Einsteinradius Rg fiir die Masse
1Mj. Die entsprechende Verstarkungskarte ist in Abbildung 4.5 dargestellt.
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ergibt. Dabei kann p sowohl positive als auch negative Werte annehmen, die korrespondie-
renden Bilder werden mit positiver bzw. negativer Paritat gekennzeichnet. Die beobachtete
Verstarkung ist durch den Absolutbetrag || gegeben.

An den Stellen, an denen die Determinante det .A(@) den Wert Null annimmt, wird die
Verstarkung formal unendlich hoch. Diese Stellen werden als Singularitéten bezeichnet.
Man unterscheidet zwischen den Singularitéten in der Linsenebene, den kritischen Kurven
und den dazu korrespondierenden Kaustiken in der Quellebene.

Eine unendlich hohe Verstarkung erscheint zunédchst physikalisch unsinnig, aber in rea-
len Linsensituationen sind die Quellen rdumlich ausgedehnt und die gesamte Verstérkung
ergibt sich durch Mittelung der Verstarkung iiber die Quelle und bleibt dadurch endlich.

Fiir eine einzelne Punktmasse ist die Verstiarkung durch

Y2
Yy +4

gegeben mit y = %. Die Kaustik besteht somit aus einem einzelnen Punkt am Ort der
Linse, die kritische Kurve ist in diesem Fall gerade der Einsteinring.

Fiir Linsensysteme aus mehreren Punktmassen sind die Kaustiken nicht mehr punktfor-
mig, sondern bilden geschlossene Kurven. In Abbildung 4.4 sind die kritischen Kurven und
Kaustiken fiir eine Doppellinse und fiir ein Ensemble aus vielen Einzellinsen dargestellt.
Die Berechnung erfolgte mit einer von Witt erarbeiteten Methode | ) |.

Abbildung 4.5 zeigt die Verstérkungskarte des Linsenensembles, die mit dem Ray-
Tracing-Programm von Wambsganss berechnet wurde | |.

Aus den Abbildungen ist zu erkennen, dass die Kaustiken geschlossene, sich teilwei-
se liberschneidende Kurven bilden. Die kritischen Kurven bilden geschlossene, sich nicht
iiberschneidene Kurven.

Eine mathematische Beschreibung der Linsenabbildung in der Nahe der kritischen Punk-
te erfolgt auf Grundlage der Katastrophentheorie bzw. Singularitdtentheorie. Dadurch
kann gezeigt werden, dass zwei Klassen von Singularitiaten auftreten, die sich durch das
Verhalten des Gradienten VD der Determinanten D = det A unterscheiden | |:

(4.28)

Cusp-Kaustiken Bei den Cusp-Kaustiken verschwindet der Gradient VD = 0. Sie sind
die Eckpunkte der Fold-Kaustiken.

Fold-Kaustiken Die Fold-Kaustiken haben einen nichtverschwindenden Gradienten VD #
0. Sie bilden geschlossenen Kurven.

In Abbildung 4.6, ein Ausschnitt des in Abbildung 4.4 gezeigten Kaustik-Felds, sind die
beiden Kaustik-Typen dargestellt.

Fiir die Anwendung des Mikrolensing sind vor allem die Fold-Kaustiken interessant, da
sich beim Uberschreiten einer Fold-Kaustik die Verstirkung des Linsensystems drastisch
dndert. Dargestellt ist dies in Abbildung 4.5, in der die Verstirkung entlang der in der
Karte eingezeichneten Linie dargestellt ist. Erkennbar ist, dass zwischen den Kaustiken
die Verstarkung stark von dem Abstand zu Kaustik abhéngt, wihrend aufserhalb die Ver-
stdrkung nur gering und anndhernd konstant ist. Auffallend ist aufierdem der typische
,M‘-férmige Verlauf der Verstiarkung zwischen den Kaustiken. Wenn wir im folgenden von
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Abbildung 4.5: (Oben) Verstiarkungskarte eines Ensembles von Punktmassen. Die Ver-
starkung nimmt dabei von den helleren Bereichen zu den dunkleren zu. Die mittlere Mas-
sendichte betragt x = 0,36, die Wert fiir die Scherung v = 0,4. Die korrespondierenden
Kaustiken sind in Abbildung 4.4 dargestellt. (Unten) Verstarkung entlang der eingezeich-
neten Linie. Bei den Fold-Kaustiken tritt der typische ,M‘-férmige Verlauf der Verstérkung
auf.
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Abbildung 4.6: Ausschnitt aus dem Kaustik-Feld von Abbildung 4.4.

Mikrolensing-Ereignissen sprechen, meinen wir, wenn nicht anders angegeben, damit das
Uberqueren einer Fold-Kaustik (Kaustik-Crossing).

Lokal ist es moglich, eine Fold-Kaustik durch eine Gerade zu approximieren. Die Ver-
starkung in der Nahe einer Kaustik hingt dann davon ab, auf welcher Seite der Kaustik
wir uns befinden. Fiir die Gebiete innerhalb kann man bei der lokalen Beschreibung zeigen,
dass die Verstarkung einer Punktquelle vom Abstand Ay zur Kaustik abhidngt mit

U= —F=, (4.29)
VAy
wihrend die Gebiete aufterhalb eine verschwindende Verstarkung p = 0 aufweisen.
Der Faktor k gibt die Starke der Kaustik an und wird mitunter als Flussfaktor bezeich-
net. Der Wert von k ist von der Grofenordnung 1, falls wir Koordinaten verwenden, die
entsprechend Gleichung 4.17 auf den Einstein-Radius normiert wurden.

4.4 Mehrfachquasare

Seit der Entdeckung des ersten Gravitationslinsensystems, dem 1979 gefundenen Dop-
pelquasar 09574561, wurden mehr als 80 gelinste Quasare gefunden, darunter auch eine
Vielzahl von Systemen, die mehr als zwei Bildern aufweisen. Der typische Abstand zwi-
schen den Quasarbildern bei diesen Systemen liegt im Bogensekundenbereich, es ist erst
ein System mit einem Bildabstand von iiber 10” bekannt, der 2003 von Inada et al. ent-
deckte Vierfach-Quasar SDSS J1004+4112 mit einem maximalen Bildabstand von 14762
[ |. Eine, allerdings nicht vollstindige Ubersicht, iiber die bekannten Quasargravi-
tationslinsensystemen gibt der Castles-Survey | |.

Um ein Gravitationslinsensystem von zuféllig nahe beieinander stehenden Quasaren
unterscheiden zu kénnen, werden iiblicherweise die drei folgenden Kriterien herangezogen:
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1. Die Spektren der Quasarbilder miissen die gleiche Rotverschiebung aufweisen
2. Die Spektren sollten eine dhnlichen Verlauf aufweisen.

3. Zwischen uns und dem Quasar sollte sich eine als Gravitationslinse wirkende Galaxie
bzw. ein Galaxienhaufen befinden

Das wichtigste Kriterium zur Unterscheidung ist die Forderung nach der identischen Rot-
verschiebung. Nur wenn fiir Bilder die gleiche Rotverschiebung beobachtet wird, kann es
sich um ein gelinstes System handeln. Die beiden anderen Kriterien liefern dann Hinwei-
se, um zu entscheiden, ob es sich tatséchlich um ein Gravitationslinsensystem handelt.
Allerdings kénnen auch bei einem gelinsten System die Spektren unterschiedlich sein. Da
die einzelnen Bilder getrennte Lichtwege aufweisen, kann auf diesen Wegen beispielsweise
eine unterschiedliche Extinktion auftreten. Auch Mikrolensing, auf das wir weiter unten
eingehen werden, kann die Spektren der einzelnen Bilder unterschiedlich beeinflussen.

Die Entdeckung einer als Gravitationslinse wirkende Galaxie bzw. ein Galaxienhaufen
gibt weitere Hinweise auf das Vorhandensein eines Gravitationslinsensystems. Allerdings
ist es in vielen Féllen schwierig, eine Linse zu erkennen, da sie in der Regel eine viel
geringere Helligkeit als die Quasarbilder aufweist. Nicht auszuschlieffen ist aufserdem die
Existenz von Linsen, die aus dunkler Materie bestehen, die somit optisch iiberhaupt nicht
zu erkennen sind.

Aus der Beobachtung eines gelinsten Quasares ist es moglich, die Masse der Gravitati-
onslinse und ihre Verteilung zu bestimmen. Dazu versucht man, ein Modell fiir die grofirau-
mige Massenverteilung an die Positionen und Helligkeiten der beobachteten Quasarbilder
anzupassen. Zur Beschreibung von Linsengalaxien werden dabei unterschiedliche Modelle
wie isotherme Ellipsoide und de Vaucouleurs-Profile verwendet, es existieren daneben aber
eine Reihe weitere Modelle. Ein Uberblick findet sich bei Keeton | |-

Durch die Wirkung der Gravitationslinse erreicht das Licht der einzelnen Quasarbilder
den Beobachter auf verschiedenen Wegen. Da die Lichtlaufzeit der einzelnen Wege unter-
schiedlich sein kann, erreicht ein Signal der Quelle einen Beobachter nicht mehr unbedingt
zur gleichen Zeit, es kommt zu einen Laufzeitunterschied At (time delay). Die Bestim-
mung des Laufzeitunterschieds fiir eine konkretes System ist in der Praxis oft schwierig,
der Castle-Survey gibt aktuell daher nur fiir 10 der iiber 80 aufgefiihrten Systeme ein
gemessenes Time-Delay an. Die Grofienordnung reicht dabei von einigen Tagen bis mehre-
ren hundert Tagen. Da das Time-Delay von den Entfernungen von Beobachter, Linse und
Quelle abhéngt, kann die Messung von At auch zur Bestimmung der Hubble-Konstante
Hy genutzt werden, wie 1964 von Refsdal gezeigt wurde | |.

4.5 Mikrolensing bei Quasaren

Die grofrdumige Massenverteilung einer Gravitationslinse bedingt die Anzahl, Positio-
nen und Helligkeiten der beobachteten Quasarbilder. Dieser Effekt wird als Makrolensing
bezeichnet. In vielen Féllen verlduft der Lichtweg der gelinsten Quasarbilder allerdings
auch durch Teile der Linsengalaxie und hier konnen die einzelnen Sterne in der Gala-
xie ebenfalls als Gravitationslinsen wirken. Dies wird als der Mikrogravitationslinseneffekt
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(Mikrolensing) bezeichnet, da der Abstand der sich dadurch ergebenden Bilder von der
Grokenordnung von 1070 arcsec ist. Eine Auflésung der einzelnen Bilder ist daher mit
den heutzutage zur Verfligung stehenden Techniken nicht moglich. Mikrolensing kann nur
durch den Einfluss auf die Helligkeit der durch das Makrolensing erzeugten Quasarbilder
beobachtet werden. Um den Effekt von Mikrolensing am Ort der beobachteten Bilder zu
beschreiben, ersetzen wir die kontinuierliche Massenverteilung durch ein Ensemble von
Punktmassen, deren Flachenmassendichte x und Scherung v durch das Massenpotential
der Linsengalaxie gegeben ist. Die Verstdarkungskarte eines solchen Systems hatten wir in
Abbildung 4.5 vorgestellt.

In einem Punktmassenensemble sind die Abbildungseigenschaften stark ortsabhéngig.
Andern sich nun im Laufe der Zeit durch eine relative Bewegung von Beobachter, Galaxie
und Quelle die Abbildungseigenschaften, kann es durch das Mikrolensing zu einer Hel-
ligkeitsvariation der beobachteten Quasarbilder kommen und es ist dadurch mdoglich, den
Mikrogravitationslinseneffekt in den Lichtkurven nachzuweisen.

Mikrolensing konnte inzwischen in den Lichtkurven von Gravitationslinsensystemen
nachgewiesen werden. Am deutlichsten wurde dieser Effekt beim Vierfachquasar Q2237+0305
beobachtet. In Abbildung 4.7 ist die Lichtkurve der vier Komponenten von Q223740305
dargestellt. Die Daten stammen von den OGLE!-Beobachtungen | |. Da der ver-
mutete Laufzeitunterschied At des Systems unter einem Tag liegt | |, kénnen int-
rinsische Variationen als Ursache der beobachteten Helligkeitsdnderungen des Quasares
ausgeschlossen werden.

Neben dem Einfluss auf die Gesamthelligkeit der Quasarbilder kann Mikrolensing auch
zu einem chromatischen Effekt fithren. So kommt es fiir eine ausgedehnten Quelle durch
Mikrolensing zu einer unterschiedlichen Verstarkung der verschiedenen Gebiete der Quelle.
Bei den Akkretionsscheiben von Quasaren geht man davon aus, dass ihre Temperatur
zum Zentrum hin ansteigt, sie zeigen daher eine unterschiedliche Gréfse in verschiedenen
Wellenlangenbereichen. Wambganss und Paczynski zeigten, dass Mikrolensing bei einer
solchen Quelle zu unterschiedlichen Lichtkurven in verschiedenen Wellenldngenbereichen
fithren kann | |.

Auch das Profil von Spektrallinien kann Mikrolensing beeinflussen. Das konnten Schnei-
der und Wambganss fiir verschiedene Modelle der Broad-Line-Region eines Quasares zeigen
[ |. Eine Beobachtung dieses Effektes steht aber noch aus.

4.6 Stellares Mikrolensing

Aufser bei gelinsten Quasaren wird Mikrolensing auch an Sternen der Milchstrae und
benachbarter Galaxien wie den Magellan’schen Wolken und der Andromedagalaxie M31
beobachtet. Zu erwdhnen sind hier vor allem die Beobachtungen des OGLE-Teams, das
regelméfig im Zentrum unserer Galaxis und in den Magellan’schen Wolken nach Hel-
ligkeitsdnderungen von Sternen sucht, um damit unter anderem rechtzeitig Mikrolensing-
Ereignisse zu entdecken| |, die dann detailliert von anderen Teams wie der PLANET-
Kollaboration | | beobachtet werden. Seit Beginn der OGLE-Beobachtungen wur-

!Optical Lensing Gravitational Experiment
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Abbildung 4.7: Lichtkurve der vier Komponenten des Quasars QSO
223740305] |

den mehrere hundert Mikrolensing-Ereignisse entdeckt, darunter auch mehrere Kaustik-
Crossings.

Im Gegensatz zum Quasarmikrolensing ist die Massendichte in der Milchstrafse so gering,
dass nur Ereignisse an einzelnen Sternsystemen auftreten.

4.7 Kaustik-Crossing

Die Bewegung der Quelle relativ zum Verstarkungsfeld der Linsengalaxie fithrt, wie wir
gesehen haben, zu einer Anderung der beobachten Helligkeit der Quelle. Besonders drasti-
sche Anderungen entstehen dabei, wenn die Quelle durch eine Fold-Kaustik iiberschritten
wird (Kaustik-Crossing). Im folgenden wollen wir annehmen, dass die Quelle klein genug
ist, so dass wir die Kaustik durch eine gerade Linie anndhern konnen. Nach Grieger et al
[ | sollte die Grofe der Quelle dafiir maximal 0,1 Ry sein.

Der von der Quelle empfangene Fluss ist durch die Faltung der Verstarkung der Gravi-
tationslinse mit dem Helligkeitsprofil der Quelle gegeben. Bei einer Fold-Kaustik werden
die von der Kaustik gleich weit entfernten Bereiche der Quelle um den gleichen Faktor
verstirkt, der zum Zeitpunkt ¢ bzw. der entsprechenden Kaustik-Position x beobachtete
Fluss f(z) = f(x(t)) der Quelle ergibt sich dann durch die Faltung des eindimensionalen
Helligkeitsprofils g(£) der Quelle mit der Verstarkungsfunktion (4.29) der Kaustik

Fa) = / Az — €)g(€) € + folx). (4.30)

Dabei ist x(t) die Position, die die Kaustik zum Zeitpunkt ¢ hat. A ist die Verstarkungs-
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Abbildung 4.8:  Darstellung  eines
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Eindimensionales Helligkeitsprofil ¢(¢),
das sich durch Integration parallel zur
Kaustik tiber die Helligkeitsverteilung
der Quelle ergibt. (3) Verstarkungs-
funktion A(&) der Kaustik. Auferhalb
der Kaustik ist die Verstarkung Null,
innerhalb fallt sie mit der inversen Wur-
zel des Abstands ab. (4) Beobachtete
Lichtkurve f(z). Der aktuelle Hellig-
keitswert ergibt sich aus der Faltung des
eindimensionalen Profils ¢(§) mit der
Kaustik-Verstéarkung A(§).
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funktion der Kaustik,

D =
A(ﬂﬁf)—{ 0 st (4.31)

wobei wir die Koordinaten so wihlen, dass die Bewegung der Kaustik in Richtung positiver
& erfolgt.

fo(x) ist ein zusétzlicher Beitrag zum Fluss, der durch andere nicht aufgeloste Mikro-
bilder entsteht, der in erster Niherung durch einen linearen Verlauf fo(z) = fo(z — )
approximiert werden kann.

Die Lichtkurve enthélt nun die Information {iber das eindimensionale Helligkeitsprofil
der Quelle, die man im Prinzip wieder aus den Lichtkurven erhalten kann. Dazu gibt es
zwei Moglichkeiten:

1. Wir nehmen ein physikalisches Modell, von dem wir annehmen, das es eine gute
Beschreibung der Eigenschaften der Quelle ist und fitten dieses an die Lichtkurve
an.

2. Wir bestimmen das Helligkeitsprofil direkt durch eine Entfaltung der Lichtkurve.

In dieser Arbeit werden wir uns mit der letzteren Methode beschéftigen. Dafiir sind aber
spezielle mathematische Methoden, die Regularisierungsverfahren, nétig. Darauf werden
wir im Abschnitt 6 genauer eingehen.

Um die Lichtkurve entfalten zu konnen, miissen wir den Fluss fo(x) vom beobachteten
Fluss f(z) subtrahieren. Wir nehmen an, dass wir dafiir fo(x) mit ausreichender Genau-
igkeit bestimmen koénnen und erhalten die Gleichung

f@) = Fa) = folw) = [ Al - g(6)de, (132
source
fiir f(x), aus dem wir das Profil g(§) bestimmen wollen.

Damit wissen wir aber noch nicht die absolute Gréfse der Quelle, da wir nicht die tatséch-
lichen Positionen x(t) der Kaustik kennen. Nur wenn wir Annahmen tiber Geschwindigkeit
V', mit der sich die Kaustik iiber die Quelle bewegt, haben, konnen wir die tatsdchliche
Grofse der Quelle bestimmen. Weiterhin bendtigen wir Kenntnis {iber Grofe des Einstein-
radius Rg in der Quellebene, den wir aber durch die Annahme, dass die Masse der meisten
Sterne zwischen 0,3M) — 1M liegt, abschétzen.

Schwieriger ist die Bestimmung der Kaustik-Geschwindigkeit, die als effektive Trans-
versalgeschwindigkeit V' bezeichnet wird. Sie hdngt ab von den Geschwindigkeiten von
Beobachter vyps, Linse vy, und Quelle vg | |,

1 Dig 1 Dyg n 1
= v « — —v
Ttz DL °® 14200 ° 7 1+ 25

vs. (4.33)

Fiir das System Q 22374030 wurde von Wyithe et al. aus der Analyse der einen Zeit-
raum von 10 Jahren umfassenden OGLE-Daten von Q 2237+030 eine obere Grenze fiir die
effektive Transversalgeschwindigkeit von V' = 500kms™! gefunden | |. Ein &hnli-
ches Resultat erhélt Gil-Merino aus den GLITP-Daten | |, die von ihm bestimmte
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obere Grenze liegt bei V' ~ 600 kms~! unter der Annahme, dass die Mikrolinsen eine Mas-
se von 0,1M ) haben. Fiir Mikrolinsen der Masse 1M, folgt ein héherer Wert fiir die obere
Grenze der Transversalgeschwindigkeit von V' ~ 2000kms™! | .

Eine interessante Methode, um die Transversalgeschwindigkeit exakt zu bestimmen,
schlagen Grieger et al. vor | |. Danach ist es moglich, die Transversalgeschwindig-
keit aus dem zeitlichen Abstand der Mikrolensing-Ereignisse fiir zwei rdumlich getrennte
Beobachter zu erhalten. Allerdings muss der Abstand ausreichend grofs sein (> 1 AU), so
dass dies nur durch Beobachtungen von Satelliten aus moglich ist.

Bis jetzt haben wir nur die relativen Bewegungen von Quelle, Linse und Beobachter
betrachtet, aber auch die einzelnen Mikrolinsen in der Linsengalaxie bewegen sich. Wichtig
ist dabei vor allem die Bewegung der einzelnen Mirkrolinsen mit einer zuféllig verteilten
Geschwindigkeitskomponente, die durch die Geschwindigkeitsdispersion beschrieben wird.
Sie fiithrt dazu, dass das Verstarkungsfeld nicht statisch bleibt, sondern sich im Laufe der
Zeit andert.

Kundi¢ und Wambsganss konnten zeigen, dass eine Geschwindigkeitsdispersion der Mi-
krolinsen zu einer Anderung der Kaustikstruktur im Verstiarkungsfeld fiihrt, in der sich die
Positionen der Kaustiken verschieben | |. Dadurch wird die Zeitdauer der Mikrolensing-
Ereignisse gegeniiber einem statischen System verkiirzt. Aufterdem treten diese Ereignisse
héufiger auf | ]. Uberwiegt die Transversalgeschwindigkeit des Systems gegeniiber
der Geschwindigkeitsdispersion, so konnen wir fiir die Beschreibung eines Mikrolensing-
Ereignisses in erster Naherung die individuelle Bewegung der einzelnen Linsen vernachlas-
sigen.
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5 Mikrolensing in Quasarspektren

Im Zeitraum 2.9.2002 bis 5.9.2002 wurden am 3,5 m-Teleskop auf dem Calar
Alto mehrere gelinste Quasare mit dem am Potsdamer Astrophysikalischen
Institut entwickelten PMAS-Instrument, einem Integral-Field-Spektrografen,
beobachtet. Die Untersuchungen hatten die Zielsetzung, in den Spektren der
Quasare Hinweise auf Mikrolensing in den Systemen zu finden. Beobachtet
wurden das Vierfachsystem HE 0435-1223 und die Doppelquasare UM 673 (Q
0142-100) und HE 0047-1756.

5.1 Mikrolensing und Quasarspektren

Die Strahlung eines Quasares entstammt, wie wir gesehen haben, nicht einer einzelnen
Quelle, sondern wird in unterschiedlichen Regionen erzeugt. So kommt die in den Spektren
beobachtete Linienemission aus einem Gebiet, das sehr viel grofer als die Kontinuumsre-
gion ist.

Durch Mikrolensing kann es zu einer unterschiedlichen Verstarkung der verschiedenen
Gebiete eines Quasares kommen. Insbesondere sollte vor allem der Fluss der Kontinuums-
region eines Quasares aufgrund ihrer im Vergleich zur Broad-Line-Region deutlich gerin-
geren Grofe durch Mikrolensing beeinflusst werden. Dies sollte sich durch Unterschiede in
dem Kontinuumsfluss der einzelnen Komponenten bemerkbar machen. Durch einen Ver-
gleich von Linienfluss und Kontinuumsfluss der Spektren untereinander sollte dieser Effekt
erkennbar sein.

Die Suche nach Anzeichen von Mikrolensing bei gelinsten Quasaren hat unter anderem
die Zielsetzung, festzustellen, welche Systeme iiberhaupt durch Mikrolensing beeinflusst
werden. Bei solchen Systemen kann dann versucht werden, mit Hilfe von Mikrolensing
diese Objekte genauer zu untersuchen.

Um festzustellen, ob Anzeichen fiir Mikrolensing vorliegen, miissen wir die Linienemissi-
on einer Spektrallinie mit der Kontinuumsemission in den einzelnen Spektren miteinander
vergleichen. Ein quantitatives MaR dafiir ist die Aquivalentbreite

2 SN —I(N)
oo IO

einer Spektrallinie. Dabei ist S(A) der totale Fluss bei der Wellenlénge A und I(\) der
Kontinuumsfluss. Die Wellenldngen A\; und Ao geben dabei das Interval an, in dem sich
die Linie befindet.

Neben Mikrolensing kénnen aber auch intrinsische Variabilitdten zu einem unterschiedli-
chen Linien-zu-Kontinuum-Verhaltnis in den Spektren eines Quasares fiihren. Eine sichere

W, = dA (5.1)
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Abbildung 5.1: Datenkubus des PMAS-Instruments.

Bestatigung fiir Mikrolensing kann man dann allerdings durch mehrfache Beobachtungen
unter Beriicksichtigung des Time-Delays erhalten.

Bei einigen untersuchten Quasarlinsensystemen konnten spektrale Hinweise auf Mikro-
lensing entdeckt werden. So wurden von Wisotzki et al. in den Spektren des Doppelquasars
HE 1104-1805 Unterschiede zwischen dem Linien-zu-Kontinuum-Verhaltnis der Emissions-
linien beobachtet. Dariiber hinaus scheint durch Mikrolensing auch die Kontinuumskompo-
nente in diesem System beinflusst zu sein, die A-Komponente weist einen deutlich héheren
Kontinuumsfluss im blauen Bereich auf. Die Ursache fiir diesen chromatischen Effekt ist
eine unterschiedliche Verstarkung verschiedener Teile der Akkretionsscheibe | ].

Lewis et. al beobachteten 1991 und 1994 den Vierfachquasar @ 22374030, ein System,
von dem durch die OGLE-Beobachtungen bekannt ist, dass in ihm Mikrolensing auftritt.
In den von Lewis untersuchten Spektren sind daher auch deutliche Hinweise auf Mikro-
lensing zu finden, die Aquivalentbreiten der einzelnen Komponenten weisen signifikante
Unterschiede auf | ]. Weiterhin wurde eine zeitliche Variation der Aquivalentbrei-
ten festgestellt. Der Einfluss des Mikrolensings ist also zeitlich variabel, was ebenfalls durch
die OGLE-Daten bestétigt wird.

Beim Doppelquasar HE 0512-3329 wurden in HST-Spektren von Wucknitz et al. eben-
falls Hinweise auf Mikrolensing in dem System entdeckt | |. Daneben wird in den
Spektren beider Quasarbilder eine unterschiedlich ausgeprigte Extinktion beobachtet.

Wir wollen anhand der Spektren von drei Objekten, dem Vierfachquasar HE 0435-1223
und den Doppelquasaren UM 673 (Q 0142-100) und HE 0047-1756 untersuchen, ob es
in diesen Systemen Anzeichen fiir Mikrolensing gibt. Die Objekte wurden im Zeitraum
zwischen dem 2.9.2002 und dem 5.9.2002 mit dem 3,5 m-Teleskop auf dem Calar Alto
beobachtet. Zum Einsatz kam der am Potsdamer Astrophysikalischen Institut entwickelte
PMAS-Spektrograph.
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5.2 Das PMAS-Instrument

Das PMAS'-Spektrometer ist ein Instrument, das am Astrophysikalischen Institut in Pots-
dam zur Integral-Field-Spektroskopie entwickelt wurde. Bei dieser Technik ist es moglich,
ein zweidimensionales Gebiet rdumlich aufgelost wahrend einer einzelnen Beobachtung
zu spektroskopieren. Gegeniiber der Spaltspektroskopie bieten sich damit eine Reihe von
Vorteilen | |:

e Es konnen gleichzeitig Systeme mit mehr als zwei Komponenten beobachtet werden.
Bei der Spaltspektroskopie ist es notwendig, den Spalt entlang der Objekte auszu-
richten. Dadurch ist es nicht méglich, Systeme mit mehr als zwei Komponenten, die
nicht auf einer Linie liegen, gleichzeitig zu spektroskopieren.

e Mogliche Seeingverluste werden verringert, die bei der Spaltspektroskopie aufgrund
der endlichen Breite des Spaltes auftreten kénnen.

e Der Einfluss der atmosphérischen Dispersion wird gemindert. Durch die Dispersion
kommt es, abhéngig von der Zenitdistanz, zu einer spektralen Zerlegung der Objekt-
bilder. Die Richtung dieser Spektren und die Spaltorientierung sind im Allgemeinen
nicht parallel, so dass es hierdurch zu Lichtverlusten kommen kann, oder, falls die
Spaltbreite so grofs gewahlt wird, dass Lichtverluste minimiert werden, zu einer Ver-
ringerung der spektralen Auflésung.

e Auflerdem verringert die Integral-Field-Spektroskopie den Aufwand fiir den beob-
achtenden Astronomen, da nicht ldnger ein Spalt entlang der Objekte ausgerichtet
werden muss?.

Das PMAS-Instrument befindet sich im Ritchey-Chrétien-Fokus des 3,5 m-Teleskops auf
dem Calar Alto. Mit Hilfe einer Feldoptik wird das Offnungsverhéltnis des Teleskops auf
f/118 reduziert. Das Licht fallt auf ein Array von 16 x 16 einzelnen Linsen (sogenann-
te Lenslets). Jede dieser Linsen hat eine Gréfe von 1mm x 1mm, entsprechend einer
Auflésung von 0,5”.

Von jeder Linse wird das Licht mittels einer Glasfaser einem Beugungsgitter zugefiihrt.
Die entstehenden 256 Spektren werden gemeinsam auf einen CCD-Chip projiziert. Die
Reduktion der daraus erhaltenen Rohdaten erfolgt mit der dafiir entwickelten P3d-Software
[ I

Aus dem zweidimensionalen Feld des CCD wird dabei ein dreidimensionaler Datenkubus
(Abbildung 5.1) der Grofe 16 x 16 x n erzeugt, wobei die einzelnen 16 x 16-Felder aus den
monochromatischen Bildern der Objekte bei den entsprechenden Wellenléngen bestehen.
Die Anzahl n der Wellenldngenintervalle in den Spektren liegt typischerweise bei etwa
1000.

Fiir die hier erfolgten Untersuchungen standen die bereits soweit reduzierten Daten zur
Verfiigung, aus denen dann fiir die weiteren Analysen die Spektren extrahiert wurden.

!Potsdam Multi Aperture Spectrophotometer

280 war es am 3,5m-Teleskop auf dem Calar Alto bis vor kurzem notwendig, das Teleskop in eine
bestimmte Position zu bringen, um dann den Spalt direkt am Teleskop auszurichten. Inzwischen ist es
aber moglich, dies ferngesteuert durchzufiihren.
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3925 — 3938 A 7215 — 7228 A

. . .

Abbildung 5.2: Die Bilder von HE 0047 (Spektrum 1) in zwei verschiedenen Wellenlén-
genbereichen. Die Seitenlinge betriagt 8”. Deutlich ist zu erkennen, dass sich die Position
der Quasarbilder d&ndert. Zur besseren Erkennbarkeit wurden jeweils 5 Bilder in den ange-
gebenen Wellenldngenbereichen addiert.

5.3 Extraktion der Spektren

Bei der Extraktion der Spektren aus den Datenkuben sind zwei Effekte zu beriicksichtigen:

e Durch die atmosphérischen Turbulenzen sind die punktformigen Bilder der einzelnen
Objekte zu einem Seeingscheibchen verformt, dessen Profil durch die PSF (point
spread function) gegeben ist.

e Die atmospharische Dispersion fiihrt zu einer wellenldngenabhingigen Verschiebung
der Bildpositionen. Abbildung 5.2 zeigt diese Verschiebung fiir die Bilder des Dop-
pelquasares HE 0047-1756.

Die Extraktion der Spektren erfolgt durch einen Fit einer Kombination von n Gaufsfunk-
tionen an die n Komponenten des Quasarsystems, wobei wir davon ausgehen, dass die
Halbwertsbreite fiir alle Komponenten gleich ist.

Insgesamt entsteht dadurch ein System aus n x 3+ 2 Fitparametern, bestehend aus den
zweidimensionalen Positionen der Zentren und den Amplituden der einzelnen Gauffunkti-
on, der Halbwertsbreite und einem Untergrundfluss. Der Fit erfolgt in mehreren Schritten.
Als erstes werden alle Parameter variabel gehalten. Die damit erhaltenen Positionen und
die Halbwertsbreite werden dann durch Polynome approximiert und nicht weiter variiert.
Im folgenden, letzten Schritt wird nur noch die Amplitude der Gaufkfunktion gefittet.

Aus den erhaltenen Parametern ergibt sich die Anzahl der Counts durch das Produkt
von Amplitude und quadrierter Halbwertsbreite. Eine absolute Flusseichung erfolgt mit
einem in gleicher Weise extrahierten Spektrum des Sterns HZ4.
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Abbildung 5.3: Verlauf der wellenldngenabhingigen Verschiebung der Position des Dop-
pelquasars 0047-1756 in den PMAS-Daten. Dargestellt ist die sich nach dem Fit einer
Gauffunktion ergebende relative Position des Zentrums der A-Komponente von HE 0047—
1756 in den PMAS-Daten.
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Abbildung 5.4: Verlauf der Halbwertsbreite der Quasarbilder von HE 0047-1756 in Ab-
héngigkeit von der Wellenlange.
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Objekt Koordinaten Rotverschiebung
RA (2000) Dec (2000) 21, zs
HE 04351223 04P38™M14500 —12°38'1474 0,44 (7) 1,69
HE 0047-1756 0025027583 —17°40/8"8 >06(?) 1,67
UM 673 (=Q 0142-100) 01M45™16%5  —09°45'17" 0,49 2,72

Tabelle 5.1: Daten der beobachteten Quasarsysteme. Bei zwei der Systeme ist die Rotver-
schiebung der Linse nicht genau bekannt, die vermuteten Werte sind durch ein Fragezeichen
gekennzeichnet

Abbildung 5.3 zeigt die wellenldngenabhéngige Position der Komponente A von HE
0047-1756. Die Graphik zeigt, dass eine Verschiebung iiber mehrere Pixel auftritt.

In Abbildung 5.4 ist die Wellenldngenabhéngigkeit der Halbwertsbreite dargestellt. Zu
erkennen ist, dass das Seeing mit zunehmender Wellenldnge besser wird, ein Effekt, der
auch theoretisch vorhergesagt wird | |. Danach ist die Groke des Seeingscheibchens
proportional zu A~%2.

Tabelle 5.1 enthélt eine Ubersicht iiber die Daten der beobachteten Quasarsysteme.
Von zwei der beobachteten Systeme, HE 0435-1223 und HE 0047-1756, waren mehrere
Spektren beobachtet worden. Beim Vergleich der einzelnen Spektren konnten keine signi-
fikanten Unterschiede festgestellt werden, so dass zur weiteren Analyse die Einzelspektren
zu einem Gesamtspektrum addiert wurden. Die Wichtung der Messwerte erfolgte dabei
gemil dem Inversen ihrer Standardabweichung (inverse variance weighting). Bei diesem
Verfahren ergibt sich ein neuer Messwert f aus den Messwerten f; der einzelnen Messungen
durch

(5.2)

wobei s; die Standardabweichung der i-ten Messung ist | |.

5.4 Analyse der Spektren

Zur Analyse der Spektren miissen wir die Aquivalentbreiten der einzelnen Linien bestim-
men. Wir wenden dafiir folgendes Verfahren an: Links und rechts einer Emissionslinie legen
wir zwei Fenster fest, zwischen denen der lokale Verlauf des Kontinuums durch einen li-
nearen Verlauf dargestellt wird. Anschliefend legen wir ein Fenster fiir die Emissionslinie
fest und subtrahieren von dem Spektrum das lokale Kontinuum, um dann durch Integra-
tion den Fluss der Emissionslinie zu erhalten. In Abbildung 5.5 ist die C IV-Linie von HE
0435-1223 mit dem Verlauf des lokalen Kontinuums dargestellt. Die aus den Emissionsli-
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Abbildung 5.5: C IV-Linie von HE 0435-1223. Die gestrichelte Linie gibt den Verflauf
des lokalen Kontinuums an, mit dem die Aquivalentbreite W, der Linie bestimmt wurde.

nien bestimmte Aquivalentbreite W27 wird durch

1
o = z 5.3
W 1+ ZWe (5:3)
in das Ruhesystem des Quasars iibergefiihrt.
5.5 HE 0435-1223
Das System HE 0435-1223 wurde durch den Hamburg-ESO-Survey | | als Qua-
sarkandidat gefunden. Weiterfithrende Beobachtungen von Wisotzki et al. mit dem 6,5m
Baade-Teleskop am Las Campanas Observatorium in Chile | | zeigten, dass es

sich bei diesem Objekt um ein gelinstes Vierfachsystem handelt. Die Rotverschiebung des
Quasares liegt bei z = 1,69, seine Helligkeit im G-Band betriagt 17,8.

Im Zeitraum 4.9.2002 bis 6.9.2002 wurden vier Spektren von HE 0435-1223 aufgenom-
men. Die Belichtungszeit eines der Spektren betrug 1200s, die der drei anderen 1800s.
Zur Auswertung wurden die Spektren verwendet, die von Lutz Wisotzki nach einer Neu-
reduktion der PMAS-Daten extrahiert wurde. Die damit gewonnenen Resultate sind in
[ | verdffentlicht.

Zwischen den einzelnen Spektren konnten keine Unterschiede festgestellt werden, zur
Analyse wurden sie daher nach dem Inverse-Variance-Weighting-Verfahren zu einem Spek-
trum zusammengefasst, das in Abbildung 5.6 dargestellt ist.

Die fiir die Analyse der Spektren verwendeten Kontinuums- und Linienfenster sind in
Tabelle 5.2 aufgefiihrt. Der erhaltene Linienfluss und die Aquivalentbreiten der C IV- und
der C III]-Linien fiir die vier Komponenten sind in Tabelle 5.3 aufgefiihrt. Es zeigt sich, dass
die Aquivalentbreiten zwischen den einzelnen Komponenten sich deutlich unterscheiden.
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Abbildung 5.6: Spektren der vier Komponenten des Systems HE 0435-1223.
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Abbildung 5.7: Vergleich der aufeinander skalierten Emissionslinien von HE 0435-1223.
Die A-Komponente ist durch die diinne Linie dargestellt.
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C1V C 11|
Komponente A1 f
Kontinuum 1 3980 — 4020 A 4890 — 4950A
Kontinuum 2 4530 — 4630A 5380 — 5440A
Linie 4020 — 4300A 5075 — 5180A

Tabelle 5.2: Verwendete Kontinuums- und Linienfenster fiir die Analyse der Emissions-
linien im System HE 0435-1223

CIlv C I11j
Komponente f We f We
120,1 19,2 60,3 13,5
90,4 242 46,3 17,2
86,0 26,8 42,3 16,9
66,2 18,3 31,7 11,8

CaQw =

Tabelle 5.3: Linienfluss f (in 10~ % ergs—! cm~2) und Aquivalentbreiten W, (in A) der
Emissionslinien im Spektrum von HE 0435-1223.

Die auf einen gemeinsamen Linienfluss skalierten Emissionslinien sind in Abbildung 5.7
dargestellt. Zwischen der Profilform der jeweiligen Linien ist kein signifikanter Unterschied
festzustellen. Die beobachteten Unterschiede in den Aquivalentbreiten der Emissionslinien
von HE 0435-1223 deuten daraufhin, dass in diesem System Mikrolensing auftritt. Da das
erwartete Time-Delay bei etwa 10 Tagen liegt | | und keine Unterschiede zwischen
den zu unterschiedlichen Zeitpunkten gemessenen Spektren beobachtet wurden, scheinen
intrinsische Variabilitdten nicht die Ursache der beobachteten Unterschiede zu sein.

5.6 UM 673 (Q0142-100)

Der Doppelquasar UM 673 (Abbildung 5.8) wurde 1982 durch ein Quasar-Suchprogramm
der Universitdt Michigan von MacAlpine und Feldman als Einzelquelle entdeckt | |
und spéter von Surdej et al. als Doppelquasarsystem identifiziert. Der Abstand der beiden
Komponenten betragt 2722. Die Linsengalaxie liegt auf der Verbindungslinie zwischen den
beiden Quasarbildern, (/8 von der B-Komponente entfernt | |. Die Helligkeiten des
Systems fiir verschiedene Wellenléngenbereiche sind in Tabelle 5.4 angegeben.

Durch die Analyse der Spektren konnten Surdey et al. zeigen, dass es sich bei UM
673 um ein Gravitationslinsensystem mit einer Rotverschiebung von zg = 2,719 handelt.
Die Rotverschiebung der Linsengalaxie von z; = 0,49 wurde durch die in dem Spektrum
der B-Komponente beobachteten Ca II-Absorptionslinien bestimmt. Beim Vergleich des
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Abbildung 5.8: Der Doppelquasar UM 673 im R-Band |
Quasarkomponenten, G ist die Linsengalaxie.

Keeton et al. (1998)

|. A und B sind die beiden

A B G
FI60W  15,2840,02  17,57+£0,03  16,63+0,03
F555W  16,8040,09  19,13+0,04  20,8140,02
F675W  16,674£0,06  18,96+0,03  19,3540,01
F814W  16,6240,18  18,71+£0,15  18,72+0,05

Tabelle 5.4: Helligkeiten des Systems UMG673 in unterschiedlichen Wellenléngenbereichen
(Daten vom Castles-Survey |

-

SiIV/O 1V] C1V C I11]
Komponente
Kontinuum 1 5005 — 5070 A 5485 — 5560 A 6660 — 6725 A
Kontinuum 2 5340 — 5470 A 5905 — 5990 A 7230 — 7250 A
Linie 5120 — 5360 A 5550 — 5890 A 6900 — 7180 A

Tabelle 5.5: Verwendete Kontinuums- und Linienfenster fiir die Analyse der Emissions-
linien im System UM 673.
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Abbildung 5.9: Spektren des Doppelquasars UM 673 mit den identifizierten Emissions-
und Absorptionslinien.

SIIV/O 1V] CIv C 1I11j
Komponente f We f We f We
A 184,5 6,4 4425 16,0 275,8 14,8
B 26,3 6,9 58,5 16,3 48,7 17,8

Tabelle 5.6: Linienfluss f (in 107 ergs~! cm™2) und Aquivalentbreiten W, der Emissi-
onslinien im Spektrum von UM 673. Die in der ST IV /O IV]-Linie liegende Absorptionslinie
wurde nicht korrigiert.
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Abbildung 5.10: Spektren des Doppelquasars UM 673. Die A-Komponente wurde mit
einem Faktor von 0,12 skaliert.
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Abbildung 5.11: Differenz der Spektren aus Abbildung 5.10. Deutlich ist die nur in
der B-Komponente auftretende Ca II-Absorptionslinie der Linsengalaxie bei 5900 A zu

erkennen.
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Emission-zu-Kontinuum-Verhéltnisses der Emissionslinien konnten keine Unterschiede zwi-
schen den beiden Komponenten festgestellt werden. Die B-Komponente weist allerdings
einen deutlichen Exzess fiir A > 5800 A auf, den die Autoren durch eine Uberlagerung des
Quasarspektrums und dem Spektrum der Linsengalaxie erkldren | |.

Aufler der Linsengalaxie konnten in beiden Spektren weitere Absorptionssysteme iden-
tifiziert werden, neben mehreren Lya-Absorptionssysteme auch ein System mit C IV- und
SI IV-Absorptionslinien bei einer Rotverschiebung von z = 2,356. Durch die Untersuchung
der Lya-Systeme konnten Smette et al. die untere Grenze der Ausdehnung der Lya-Wolken
zu 8h~1 kpc abschiitzen | .

Das Time-Delay At des Systems ist nicht bekannt. Modellierungen der Linsengalaxie
mit unterschiedlichen Massenprofilen ergaben Werte von At =~ 80d bzw. At =~ 120d
[ )

Zwischen 1995 und 2000 kam es zu einem Helligkeitsanstieg um 0,3 mag, wobei 1996
ein Maximum erreicht wurde. Anschliefsend wurde eine Abnahme der Helligkeit auf ihren
alten Wert beobachtet | |

Die PMAS-Spektren der beiden Komponenten von UM 673 sind in Abbildung 5.9 dar-
gestellt. In dem Spektrum sind mehrere Emissions- und Absorptionslinien zu erkennen.
Die identifizierten Linien sind in den dargestellten Spektren gekennzeichnet.

Die nur in der B-Komponente zu beobachtende Absorptionslinie bei 5900 A ist die Ca
IT H und K Linie der Linsengalaxie. Die gemessenen Wellenlingen liegen bei 5860 A und
5915 A. Mit den Ruhesystemwellenléngen von 3933 A und 3968 A | | kann damit die
Rotverschiebung der Linsengalaxie von z; = 0,49 bestétigt werden.

Die Emissionslinien wurden mit den in Tabelle 5.5 aufgefiihrten Linienfenstern analy-
siert. Bei der S IV/O IV]-Linie erfolgte keine Korrektur der Absorptionslinie. In Tabelle 5.6
sind die ermittelten Linienfliisse und Aquivalentbreiten zusammengefasst. Bedingt durch
ihre Lage am &ufseren Rand des beobachteten Spektrums war eine genaue Messung der
Aquivalentbreite der C III}-Linie nicht moglich. Das Ergebnis war stark abhéingig von der
Wahl der Kontinuumsfenster. Die Unterschiede der Aquivalentbreite der C I1I]-Linie diirf-
te hierin ihre Ursache haben. Dagegen zeigen die Aquivalentbreiten der S IV /O IV]-Linien
und die C I'V-Linien keine signifikanten Abweichungen.

Abbildung 5.10 zeigt beide Spektren gemeinsam, die A-Komponente wurde mit einem
Faktor von 0,12 skaliert, um eine Ubereinstimmung der Spektren am unteren Wellen-
langenbereich zu erzielen. Deutlich ist der erwdhnte Exzess der B-Komponente zu er-
kennen, der durch den Beitrag der Linsengalaxie zum Gesamtspektrum von B entsteht.
Das Galaxienspektrum kénnen wir aus der Differenz des B-Spektrums mit dem skalierten
A-Spektrum erhalten. Es ist in Abbildung 5.11 dargestellt. Als einzige Linie ist die Ca
II-KAbsorptionslinie der Linsengalaxie zu erkennen.

Die Auswertung der PMAS-Spektren hat gezeigt, dass in dem System UM 673 keine
Anzeichen fiir Mikrolensing festzustellen sind. Zu dem gleichen Resultat kam Surdej, aller-
dings mit Spektren, die im Jahr 1986 beobachtet wurden. Obwohl nicht auszuschliefien ist,
dass Mikrolensing zwischen Surdejs und unseren Beobachtungen aufgetreten ist, deutet
dies moglicherweise darauf hin, dass auch fiir lingere Zeitrdume Mikrolensing in diesem
System keine Rolle spielt. Interessant ist dieses Ergebnis vor allem durch die Tatsache,
dass der Beitrag der Linsengalaxie zum Spektrum der B-Komponente darauf schliefsen
ldsst, dass ihr Lichtweg durch die Linsengalaxie verlauft.
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Abbildung 5.12: Die Spektren des Doppelquasars HE 0047-1756

C1v C III]
Komponente
Kontinuum 1 3980 — 4020 A 4890 — 4950 A
Kontinuum 2 4490 — 4570 A 5380 — 5440 A
Linie 4020 — 4290 A 4900 — 5380 A

Tabelle 5.7: Verwendete Kontinuums- und Linienfenster fiir die Analyse der Emissions-
linien im HE 0047-1756.

5.7 HE 0047-1756

Der Doppelquasar HE 0047-1756 wurde durch den Hamburg/ESO-Survey | | ent-
deckt. Das System wurde am 4.2.2002 beobachtet, dabei wurden zwei Spektren mit einer
Belichtungszeit von jeweils 1800s erhalten. Die beiden Einzelspektren wurden mit der be-
schriebenen Wichtungsmethode zu einem Gesamtspektrum kombiniert, das in Abbildung
5.12 dargestellt ist. Die Ahnlichkeit der Spektren unterstiitzt die Hypothese, dass es sich
bei den beiden Bildern um einen gelinsten Quasar handelt.

In den Spektren treten zwei Emissionslinien auf, die S IV /O IV]-Linie und die S IIIJ-
Linie mit den Zentren bei 4132 A und 5090 A. Aus der Lage dieser Linie wurde die Rotver-
schiebung des Quasares zu z = 1,67 bestimmt. Der aus den Spektren erhaltene Linienfluss
und die Aquivalentbreiten der Emissionslinien sind in Tabelle 5.8 aufgefiihrt. Dabei wurden
die in Tabelle 5.7 angebenen Kontinuums- und Linienfenster verwendet. Die Spektrallini-
en der A-Komponente weisen eine héhere Aquivalentbreite auf. In Abbildung 5.13 sind
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Abbildung 5.13: Vergleich der aufeinander skalierten Emissionslinien von HE 0047-1756.
Die A-Komponente ist durch die diinne Linie dargestellt.

CIlv C 1I11j
Komponente f W f Wi
A 621,3 36,1 369,0 27,8
B 178,6 29,1 112,3 24,7

Tabelle 5.8: Fluss f und Aquivalentbreite Wy der Emissionlinien in HE 0047-1756.
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Abbildung 5.14: Differenzspektrum von HE 0047-1756. Die A-Komponente wurde mit
einem Faktor von 0,285 skaliert.

die nach Abzug des lokalen Kontinuum auf den Linienfluss skalierten Profile der Emissi-
onslinien dargestellt. Es ist kein signifikanter Unterschied zwischen den Linienprofilen zu
erkennen.

Abbildung 5.14 zeigt die Differenz der Spektren zwischen B und der mit 0,295 skalierten
A-Komponente. Deutlich ist ein unterschiedlicher Verlauf des Kontinuums zu erkennen.
Im blauen Bereich weist die B-Komponente einen héheren Strahlungsanteil als die A-
Komponente auf. Das kann darauf hindeuten, dass hier &hnlich wie bei HE 1104-1805 eine
unterschiedliche Verstarkung der Kontinuumsregion auftritt. Eine intrinsische Variabilitat
des Quasars kann aber nicht ausgeschlossen werden.

5.8 Zusammenfassung der Ergebnisse

Mit der Untersuchung der PMAS-Spektren der drei gelinsten Systeme wollten wir feststel-
len, ob es bei ihnen Hinweise auf Mikrolensing gibt. Bei zwei der Quasare, dem Vierfach-
quasar HE 0435-1223 und dem Doppelquasar HE 00471746, wurden in den Spektrallinien
eindeutige Anzeichen fiir Mikrolensing gefunden. Bei HE 0047-1746 wurden dariiber hin-
aus Unterschiede des Kontinuumsflusses zwischen den beiden Komponenten beobachtet.
Das deutet auf eine mogliche differentielle Verstarkung der Kontinuumsregion des Quasars
durch Mikrolensing.

Bei dem dritten untersuchten System, dem Doppelquasar UM 673, wurden keine An-
zeichen fir Mikrolensing entdeckt. Zusammen mit &lteren Beobachtungen weist dieses
Resultat darauthin, dass moglicherweise auch in ldngeren Zeitréumen von mehr als zwei
Jahrzehnten Mikrolensing bei UM 673 nicht aufgetreten ist. Bei diesem System stellt sich
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die Frage, warum kein Mikrolensing auftritt, obwohl der Lichtweg einer der Komponenten
durch die Linsengalaxie und somit durch ein sternreiches Gebiet verlauft.

Die beiden Systeme, bei denen wir Anzeichen fiir Mikrolensing festgestellt haben, soll-
ten auf jedem Fall weiter beobachtet werden, um die Annahme zu unterlegen, dass die
beobachteten spektralen Unterschiede tatsédchlich durch Mikrolensing hervorgerufen wer-
den und nicht durch intrinsische Variabilitdten des Quasars. Damit wiirden sich diese
Systeme anbieten, um mit Hilfe des Mikrolensings ihre zentrale Quelle zu untersuchen.



6 Inverse und schlecht gestellte Probleme

Die Rekonstruktion von Helligkeitsprofilen aus den Lichtkurven von Mikrolensing-
Ereignissen ist ein inverses Problem, das sehr empfindlich auf kleine Stérungen
in den Daten reagiert. Eine solche Aufgabenstellung wird in der Mathema-
tik als ein schlecht gestelltes Problem bezeichnet, dessen direkte Losung nicht
mehr zu einem sinnvollen Resultat fiihrt.

Es wurden daher spezielle Methoden entwickelt, die sogenannten Regularisie-
rungsverfahren, die zu einer stabilen (Ndherungs)losung von schlecht gestellten
Probleme fiihren.

In diesem Abschnitt wird zunichst ein Uberblick iiber die wichtigsten mathe-
matischen Eigenschaften schlecht gestellter Probleme gegeben. Dabei werden
wir uns auf die linearen schlecht gestellten Probleme beschrianken. Anschlie-
Kend werden die in dieser Arbeit verwendeten Regularisierungsverfahren, die
Tikhonov-Phillips-Regularisierung und die lokale Regularisierung, vorgestellt.

Fiir die Darstellung der mathematischen Eigenschaften von schlecht gestellten
Problemen und ihrer Losungsverfahren geniigt es, wenn wir uns dabei auf die
diskreten schlecht gestellten Probleme beschranken.

6.1 Inverse Probleme

Viele der in den Naturwissenschaften und in der Technik auftretenden Aufgabestellungen
sind direkte Probleme, bei denen aus bekannten Ursachen die unbekannten Wirkungen
ermittelt werden. Die umgekehrte Fragestellung, aus den beobachteten Wirkungen auf
ihre Ursachen zu schlieften, wird als inverses Problem bezeichnet.

Mathematisch kann man das betrachtete System durch einen Operator A darstellen, der
eine Abbildung

zwischen zwei Rdumen X und Y beschreibt.

Beim direkten Problem versuchen wir aus den Eingangsdaten g die Ausgangsdaten f zu
bestimmen, in der Regel bereitet dies bei bekanntem Operator A keine groferen Schwie-
rigkeiten.

Das inverse Problem ist dadurch gekennzeichnet, dass uns die Ausgangsdaten f und
der Operator A zur Verfiigung stehen und wir daraus versuchen, die Eingangsdaten g zu
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bestimmen. Mitunter tritt auch das inverse Problem auf, dass wir zwar die Eingangsda-
ten g und die Ausgangsdaten f kennen, aber der das System beschreibende Operator A
unbekannt ist und aus g und f bestimmt werden soll.

Kennzeichnend fiir viele inverse Probleme ist, dass sie schwierig zu l6sen sind, da sie,
sofern sie iiberhaupt eine mathematisch eindeutig definierte Lésung haben, sehr empfind-
lich auf Stérungen in den Daten wie Messfehler und numerische Rechenungenauigkeiten
reagieren. Solche Arten von Problemen werden als schlecht gestellt' bezeichnet.

6.2 Schlecht gestellte Probleme

Hadamard | | fiihrte bei der Behandlung von Partiellen Differentialgleichungen An-
fang des 20. Jahrhunderts den Begriff des korrekt oder gut gestellten Problems ein.

DEFINITION 6.1 [ |/ | Sei A: X — Y eine Abbildung zwischen den topologischen
Raumen X, Y. Das Problem (A, X,Y) heifit gut gestellt, wenn

1. fiir jedes f € X die Gleichung Af = g eine Lésung hat
2. diese Losung eindeutig ist

3. diese Lisung stetig von den Daten abhingt, d.h. die inverse Abbildung A=Y — X
stetig 1st.

Ist eine dieser Bedingungen nicht erfillt, so nennen wir das Problem schlecht gestellt.

Die ersten beiden Punkte fordern die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung, wahrend
der dritte Punkt die Stabilitdt der Losung fordert. Falls diese Stabilitit nicht gegeben ist,
filhren kleine Anderungen in den Daten g zu groRen Anderungen in f.

Hadamard war der Meinung, dass die mathematische Beschreibung physikalischer Syste-
me immer auf gut gestellte Probleme fiihrt. Diese Ansicht findet sich ebenfalls bei Courant
und Hilbert: “...a mathematical problem cannot be considered as realistically correspon-
ding to physical phenomena unless a variation of the given data in a sufficiently small
range leads to an arbitrarily small change in the solution” (zitiert in | D.

Wie wir heute allerdings wissen, fithren viele Aufgabenstellungen aus Technik und Natur-
wissenschaften zu schlecht gestellten Problemen. Beispiele sind tomographische Verfahren
in Medizin, Materialwissenschaften | , | und Geologie | |. In der Bildver-
arbeitung treten schlecht gestellte Probleme auf bei der Rekonstruktion von durch dufsere
Einfliisse gestorte Bilder | |.

Auch in der Astrophysik treten in den verschiedensten Bereichen inverse und schlecht ge-
stellten Probleme auf. Ein Beispiel dafiir ist die Rekonstruktion der Massenverteilung von
Galaxienhaufen durch Beobachtungen im Rontgenbereich. Die mathematische Beschrei-
bung dieser Aufgabe fiihrt auf eine dhnliche Integralgleichung wie beim Mikrolensing. Das
wird im Folgenden etwas ausfiihrlicher dargestellt:

Bei der Beobachtung von Galaxienhaufen wurde festgestellt, dass sie intensiv Ront-
genstrahlung emittieren. Ein grofser Anteil der Masse eines Galaxienhaufens besteht aus

Im Englischen finden sich dafiir die Bezeichnungen ill-posed problems oder improperly posed problems.



6.2 Schlecht gestellte Probleme 55

A TR

observer

Abbildung 6.1: Rontgentomographie an einem Galaxienhaufen.

Der Galaxienhaufen wird dabei durch eine axialsymmetrische Massenverteilung idealisiert,
die Emissitivitdt g(r) ist durch den Abstand vom Zentrum gegeben. R ist der dufsere
Radius des Haufens. Der vom Beobachter bei der Position s gemessene Rontgenfluss f(s) ist
durch Integration iiber die gesamte Emission in Beobachterrichtung innerhalb der Sichtlinie
(schraffierter Bereich) gegeben.

heifem Gas, das iiber den Bremsstrahlmechanismus im Rontgenbereich strahlt. Nimmt
man an, dass das Gas sich im hydrostatischen Gleichgewicht befindet, kann man aus der
rdumlichen Verteilung der Strahlung das Gravitationspotential innerhalb des Haufens be-
stimmen | ].

Allerdings kann man nur die zweidimensionale Verteilung der Strahlung beobachten,
Galaxienhaufen sind aber dreidimensional ausgebildete Korper, von denen man nur die
Projektion auf eine Ebene beobachtet. Das Problem ist nun, aus den Beobachtungsdaten
die dreidimensionale Struktur zu rekonstruieren | | . Im einfachsten Fall nimmt man
an, dass der Galaxienhaufen sphérisch symmetrisch ist (Abb. 6.1). Der beobachtete Fluss
f(s) ergibt sich dann durch Integration entlang der Sichtlinie

fs) =2

VRZ=s2
/ g(r(2)) dz, (6.1)

0
wobei ¢(r) die (radial abhéngige) Emissivitdt und R der Radius des Haufens ist. Mit
r(z) = vs? + 22 folgt

R
F(s) = 2/3 \/ﬁg(ﬂ dr. (6.2)
Die Invertierung der Gleichung liefert dann die gesuchte Funktion g(r).
Definieren wir € := R? — 2,z := R? — %, f(z) := f(VRZ —z) und § := g(/R? —€).
Damit erhalten wir aus Gleichung 6.2 die Abelsche Integralgleichung

~ z 1 5
fa) = | <=0, (63




56 Inverse und schlecht gestellte Probleme

Diese Methode wird daher auch als Abel-Inversion bezeichnet und kann z. B. auch zur
Rekonstruktion der dreidimensionalen Verteilung von Sternen in einem Kugelsternhaufen
angewendet werden.

6.3 Integralgleichungen

Die mathematische Beschreibung vieler inverser Probleme fiihrt zu Integralgleichungen der
1. Art, die wie folgt definiert sind:

DEFINITION 6.2 (Lineare) Fredholm’sche Integralgleichung der 1. Art

b
f(a) = / A, )g(€) d € [a,] (6.4)

Die Funktion A wird als Kern der Integralgleichung bezeichnet.

Oft findet sich eine Darstellung in Form einer Operatorgleichung

f=Ag.

Ist die Integrationsgrenze nicht konstant, sondern von x abhéngig, so erhalten wir eine
Volterra’sche Integralgleichung:

DEFINITION 6.3 (Lineare) Volterra’sche Integralgleichung der 1. Art

f@) = [ A9 e welad (6.5)

Die Volterra’schen Gleichungen weisen eine kausale Struktur auf: identifizieren wir x
mit der Zeit, so sehen wir, dass die Funktion f(z) nur vom Verlauf der Funktion g(£) im
Zeitraum [a, x] abhéngt.

Diesen beiden Klassen von Integralgleichungen ist gemeinsam, dass im Allgemeinen ihre
Losung zu einem schlecht gestellten Problem fiihrt.

Tritt die Funktion g auch aufserhalb des Integrals auf, so erhalten wir die entsprechenden
Integralgleichungen der 2. Art:

DEFINITION 6.4 (Lineare) Fredholm’sche Integralgleichung der 2. Art

b
fl@) =g(a) +c [ Aw.8g(©)d € o8], c = honstant (6.6)
DEFINITION 6.5 (Lineare) Volterra’sche Integralgleichung der 2. Art

f(z)=g(x) + c/x A(x,€)g(&) d¢  z € [a,b], c = konstant (6.7)

Fiir die Integralgleichungen der 2. Art kann man zeigen, dass ihre Lisung zu einem gut
gestellten Problem fiihrt | ].
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Abbildung 6.2: Riemann-Lebesgue-Lemma. (Links) Die Funktion ¢g(§) = sin(ng)- (J¢| <
m) firn=1, 2, 4, 8.

(Rechts) Integral f(z) = [*_ A(z—&)g(§) d€. Man erkennt, dass die Amplitude von f(z)

mit zunehmendem n klemer w1rd
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6.3.1 Riemann-Lebesgue-Lemma

Die Instabilitéit der Losung von Integralgleichungen der 1. Art ist unabhéngig von speziel-
len Eigenschaften des Kerns A. Durch die Integration werden die hohen Frequenzen in der
Funktion ¢ geddmpft, so dass bei der Invertierung kleine Stérungen in f zu groken Ande-
rungen in der Amplitude von g fiihren. Deutlich wird dies durch das Riemann-Lebesgue-
Lemma:

SATZ 6.1 (Riemann-Lebesgue-Lemma) Sei A(€) integrabel auf [—m, ).
Dann gilt:

nango ! A(§)sin(n&)dé =0.

Die Auswirkung des Riemann-Lebesgue-Lemma ist in Abb. 6.2 dargestellt. Dafiir wurde
mit der Funktion () €
| sin(n¢ fir ] <7
s9=1{; fir | (635)
fir n =1, 2, 4, 8 das Integral
v 1
f@ = [ el (69
—oo VI — 5

berechnet. Man erkennt, dass mit grofser werdendem n die Amplitude des Signals f kleiner
wird. Umgekehrt kommt es nun bei der Invertierung der Integralgleichung zu einer grofsen
Verstirkung der hohen Frequenzen, so dass kleine Anderungen in f zu groken Anderungen
in g fihren.

6.3.2 Die Abel’sche Integralgleichung

Allgemein bezeichnet man eine Integralgleichung der Form

x
1
159 dE = f(x) (6.10)
/o (x -
mit 0 < « < 1 als eine Abel’sche Integralgleichung | |. Der Kern hat dabei eine
Singularitdt vom Typ
1
- 6.11
=& (o410
die oft als eine schwache Singularitit bezeichnet wird, da das Integral
JRr—— (6.12)
—9(8)d¢ 6.12
o (=8I
fiir |g(z)| < oo existiert.
Mit @ = % ergibt sich die bei der Beschreibung der Mikrolinsenereignisse auftretende

Gleichung fiir die Lichtkurve

T
fa) = [ —m=0t9)ae (6.13)
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Abbildung 6.3: (Links) Profilfunktion g(§). (Rechts) Durch Faltung mit dem Ope-
rator 1/y/xz — & ergibt sich aus der Profilfunktion die typische Lichtkurve f(x) eines
Kaustik-Crossing-Ereignisses.

aus dem Helligkeitsprofil g(§). Abbildung 6.3 zeigt eine Lichtkurve, die sich fiir ein gauf-
formiges Profil ergibt.
Man kann zeigen, dass die Losung der Abel’schen Integralgleichung formal durch

_ sin(ar) d ) .
e I =l

™

gegeben ist | |. Allerdings hilft uns diese Losung nicht viel weiter, da die dabei
auftretende Differentiation ein numerisch instabiler Prozess ist | |.

6.4 Klassifizierung schlecht gestellter Probleme

6.4.1 Diskretisierung der Integralgleichung

Um unser Problem numerisch 16sen zu kénnen, miissen wir die Integralgleichung

b
f(a) = / A, €)g(€) dé (6.14)

geeignet diskretisieren. Die Diskretisierung der Funktion f ist uns durch den Messprozess
vorgegeben, da sie uns nur durch ihre Werte f; = f(z;) an den Stellen z;, 1 =1, 2,..., N
zur Verfiigung steht (Abbildung 6.4), wobei f; durch

b
fi = flas) = / Az, €)g(€) de (6.15)

gegeben ist.
Die Funktion g approximieren wir ebenfalls durch ihre Werte g; = g(§;) an den Stellen
&,J = 1,..., M. Die Anzahl und die Verteilung dieser Stiitzstellen kénnen wir beliebig
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Abbildung 6.4: Beobachtungslichtkurve mit 40 Messwerten eines Mikrolensing-
Ergeignisses, die aus der kontinuierlichen Lichtkurve f(z) in Abbildung 6.3 erzeugt wurde.
Der Messfehler betragt 5% der Amplitude der Ausgangslichtkurve.

wahlen. Wir werden spéter sehen, welchen Einfluss die Wahl der Stiitzstellen fiir g auf die
Losung hat.
Das Integral geht durch die Diskretisierung in eine Summe

M

fi=)_ai;g

J=1

iiber, wobei die a;; davon abhéngen, wie wir die Funktionen f und g durch ihre Wer-
te an den Stiitzstellen darstellen. Die in dieser Arbeit angewendete Diskretisierung der
Abel’schen Integralgleichung ist im Anhang A.1 dargestellt.

Wir haben damit ein lineares Gleichungssystem

Ag=f (6.16)
erhalten mit
f = <f17 f27"'7 fN)T
und
g = (917 927 "’7gM)T'

Bei jeder physikalischen Messung treten unvermeidbare Messfehler auf. Deshalb stehen
uns nicht die exakten Daten f..,.; zur Verfiigung, sondern nur die durch die Messfehler

Of = (0f1, 0fa,..., Ofn)T

gestorten Daten
J="Ffexact +0F,
wobei der Fehler durch den Rauschpegel € begrenzt ist,

||fexact _.fH <e€.
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Mit ||-]| ist hier eine Vektornorm bezeichnet. Die wichtigsten Eigenschaften von Vektoren-
und Matrizennormen sind im Kasten 6.1 auf S.62 zusammengefasst.

Die Stérungen 0f; (i = 1,..., N) in den Daten sind uns natiirlich nicht exakt bekannt,
ansonsten wére es uns moglich, damit die exakten Daten f. ... zu erhalten. Wir haben in
der Regel nur eine Abschéitzung fiir die Standardabweichung s; (i = 1, ..., N) der einzelnen
Stérungen.

Abbildung 6.4 zeigt eine Lichtkurve, die sich bei der Beobachtung eines Mikrolensing-
Ereignisses ergeben kénnte. Sie besteht aus 40 Messwerten, die Standardabweichung be-
tragt 5% der Amplitude der Lichtkurve. An diesem Beispiel sollen in diesem Abschnitt
einige der Konzepte und Ideen verdeutlicht werden.

6.4.2 Singuldrwertzerlegung und Moore-Penrose-Inverse

Anmerkung: Die in diesem Abschnitt vorkommenden Definitionen und Eigenschaften sind,
soweit nicht anders angegeben, der Monographie von Golub und van Loan | | ent-
nommen.

Durch die Diskretisierung haben wir erreicht, dass wir anstelle der schlecht gestellten
Integralgleichung 6.14 jetzt ein schlecht gestelltes lineares Gleichungssystem Ag = f 16sen
miissen, wobei uns, wie schon angemerkt, nicht die exakten Daten g, zur Verfiigung
stehen, sondern nur die gestérten Daten g = goyact + 09-

Fiir eine invertierbare Matrix A erhélt man die Losung des linearen Gleichungssystems
Ag = f durch

g=A"'f
mit der zu A inversen Matrix A~!. Falls die Matrix A nicht invertierbar ist, gibt es keine
Losung des linearen Gleichungssystem Ag = f, in diesem Fall ist es aber immer moglich,
ein g zu finden, mit dem das Residuum |[Ag — f|/minimiert wird. Die Losung g mit
minimaler Norm ||g|| wird als Minimum-Norm-Lésung bezeichnet.

Benutzen wir die euklidische Norm || - ||2 , so wird durch die Minimum-Norm-Lésung
die quadratische Abweichung im Residuum minimiert, diese Losung wird als least square
solution gig bezeichnet.

Ein wichtiges Werkzeug zur Charakterisierung und Losung linearer Gleichungssysteme
ist die Singulérwertzerlegung;:

DEFINITION 6.6 Singuldrwertzerlegung (SVD?)
Sei A eine R™*"™-Matrix. Die SVD ist eine Zerlegung von A

A=UzVT (6.17)
i zwet orthogonale Matrizen
= (uy, ..., u,) € R™™

V= (vy,...,v,) € R

und eine Matriz

Y = diag(o1,...,0p) € R™" mit p = min{m,n}

2Singular Value Decomposition
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Eine Norm auf R™*™ ist eine Funktion [-|| : R"™*"™ — R mit

1. ||lz|| > 0 fir z € R™™ und ||z|| =0 fiir x =0
2. lz +yll < llzll + fly|l fiir 2,y € R™*"

3. |lex| = |e] ||=| fir ¢ € R, x € R™*™

Fiir einen Vektor & € R™ ist die p-Norm ||-||,, durch

T =

2], = (Iz1]” + ... 4 [2n]?)
definiert. Spezialfille der p-Norm sind

o p= 1L [lzl; = |p1| + ... + |pn]
o p=2]x|, = /2% + ... + 22 (Euklidische Norm)
o p =00 [|lwfl, = maxicicn |2l

Die p-Norm fiir eine m x n Matrix A ist durch

Al max (Ax
Al mes (Aa)

fiir z € R™ definiert. Fiir p = 2 erhalten wir die Spektralnorm

e p=2:||All, = /maximaler Eigenwert von ATA

Héufig wird fiir Matrizen die Frobenius-Norm verwendet:

IAlle =

Kasten 6.1: Ubersicht iiber die Eigenschaften von Vektor- und Matrixnormen (nach

[ D).
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und
012022 ..20,2>0.

Die o; werden als die Singuldrwerte von A, die Vektoren w; und ©'; als linke bzw. rechte
Singuldrvektoren von A bezeichnet.

Hansen | | verwendet eine leicht unterschiedliche Definition der SVD, die in Golub
und van Loan | | als Thin SVD bezeichnet wird und fiir die m > n vorausgesetzt
wird.

Die Anzahl der von Null verschiedenen Singuldrwerte o; geben den Rang rank(A) der
Matrix A an, also die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilenvektoren.

Die Losung eines linearen Gleichungssystems Ag = f ist fiir eine invertierbare Matrix
A mit der Singuldrwertzerlegung A = UXVT durch

1 T\-1 ~ul f
A lf=(UzV)lf = L=y, 6.18
g=A"F = UV =35 (6.15)
gegeben. Allgemein kann man fiir jede Matrix A die Moore-Penrose-Inverse®
. rank (A) wTo:
Al = -t 6.19
; . (6.19)

definieren, indem in Gleichung (6.18) nur {iber die von Null verschiedenen Singulérwerte
summiert wird. Fiir eine invertierbare Matrix A ist die Moore-Penrose-Inverse die inverse
Matrix A~L.

Die Least-Square-Losung eines linearen Gleichungssystem ist mit der Moore-Penrose-
Inversen durch

gis =Af. (6.20)

gegeben.

Aus der Definition von Afist zu erkennen, dass fiir kleine Singulirwerte o; kleine Stérun-
gen in den Daten f zu grofen Anderungen in der Losung fithren kénnen. Wie empfindlich
das System auf Stérungen reagiert, wird durch die Konditionszahl cond(A) beschrieben,
durch die eine obere Schranke fiir die relativen Anderungen im Ergebnis f bei Anderungen
in den Eingangsdaten g gegeben ist | |,

Hf—fHSamaAﬂg—gW
11l gl

Fiir die euklidische Norm ||-||, zeigen numerische Experimente, dass die tatséchliche
relative Abweichung oft sehr nahe bei der oberen Schranke liegt | |.

Mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung berechnet sich die Konditionszahl fiir die eukli-
dische Norm durch das Verhéltnis von gréftem zu kleinstem, von Null verschiedenem,
Singulérwert

cond(A) = — 21— (6.21)
Orank(A)

3auch als Pseudoinverse oder Verallgemeinerte Inverse bezeichnet
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Abbildung 6.5: Verlauf von Datenfehler ||Sx(f) — SA(fexact)|l2, Regularisierungsfehler
HS M Foxact) — AT fexaCtH2 und Gesamtfehler ||dg||, in Abhéngigkeit vom Regularisierungs-
parameter fiir die Tikhonov-Phillips-Regularisierung.

Ein System mit einer kleinen Konditionszahl wird als gut konditioniert bezeichnet, bei
einer grofen Konditionszahl als schlecht konditioniert.

Die Darstellung (6.19) legt nahe, ein schlecht gestelltes Problem dadurch zu stabilisieren,
in dem man die Singuldrwerte mit einem Faktor h; wichtet und damit den Einfluss der
kleinen Singuldrwerte verringert. Die Losung erhélt man dann aus

g=> hi v (6.22)
=1

Die Wichtungsfaktoren h; werden als Filter bezeichnet.

6.5 Stabilisierung schlecht gestellter Probleme

Da eine direkte Losung eines schlecht gestellten Problems nicht zu sinnvollen Resultaten
fiihrt, sind spezielle Verfahren zu ihrer Losung entwickelt worden, die als Regularisierungs-
verfahren bezeichnet werden.

Eine Regularisierung ist definiert als eine Abbildung S : Y — X mit einem Regula-
riserungsparameter \, die punktweise auf dem Definitionsbereich D(AT) von AT gegen AT
konvergiert | |,

)I\IH%) S)\(.fexact) = AT.f fiir fexact € D(AT) :

Da wir nur die gestorten Daten f = f. ... +0f kennen, berechnen wir eine Naherungs-
16sung g, fiir gg .ot durch

gr=S\(f) =ATf. (6.23)
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Der Fehler 6g = gy — Geyact» also die Abweichung von exakter Losung g.y,.; und Néhe-

rungslosung g, ist durch

59 = S)\(f) - AT.fexact

gegeben und 1afst sich in einen Datenfehler und einen Regularisierungsfehler zerlegen:

dg = S)\(f) - S)\(fexact) + S)\(fexact) - ATfexact : (6'24)

Datenfehler Regularisierungsfehler

Falls Sy linear ist, konnen wir den Datenfehler als

SA(f) - S)\(fexact> = SA(f - fexact) = S)\(af) (6'25)

darstellen. Damit wird deutlich, dass die Ursache fiir den Datenfehler die Storung é f in den
Daten ist, wahrend der Regularisierungsfehler durch die Anwendung der Regularisierung
auf die exakten Daten f..,.. entsteht.

Die Grofse der beiden Fehleranteile hangt vom Regularisierungsparameter A ab. Man
kann zeigen, dass mit grofser werdendem A der Datenfehler kleiner wird, wahrend der Re-
gularisierungsfehler zunimmt | |. In Abbildung (6.5) ist der Verlauf von Datenfehler,
Regularisierungsfehler und Gesamtfehler in Abhéngigkeit vom Regularisierungsparameter
dargestellt. Man erkennt, dass es ein optimales A gibt, bei dem der Gesamtfehler minimiert
wird. Allerdings wird fiir gestorte Daten der Gesamtfehler dg dabei nicht beliebig klein, da-
her kénnen wir f nicht exakt reproduzieren. Ein Ziel bei jedem Regularisierungsverfahren
ist es daher, den optimalen Regularisierungsparameter zu finden.

6.5.1 Tikhonov-Phillips-Regularisierung

Anfang der sechziger Jahre des 20. Jahrhunderts entwickelten Phillips | | und Tik-
honov | | unabhéngig voneinander ein Verfahren zur Losung von Fredholm’schen In-
tegralgleichungen der 1. Art, die als Tikhonov-Phillips- Regularisierung bezeichnet
wird.

Bei dieser Methode wird eine Ndherungslosung gy der Integralgleichung f = Ag durch

min (75(g)) (6.26)

mit dem Tikhonov-Phillips- Funktional
J-(9) = |1 Ag — fII* + X°Q(g)° (6.27)

bestimmt. Der in dem Funktional auftretende Regularisierungsoperator Q(g) wird als
Strafterm bezeichnet, A ist der Regularisierungsparameter.

Tikhonov verwendete als Strafterm die Norm Q(g) = ||g||* der Funktion g. Phillips
verwendete die Norm der zweiten Ableitung Q(g) = ||¢”||* von g.

Durch die Diskretisierung ersetzen wir die Funktionen f und ¢ im Tikhonov-Phillips-
Funktional durch Vektoren und den Integraloperator A durch eine Matrix und erhalten
damit

Ty(9) = |Ag — fII> + A?Q(g)*. (6.28)
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Der Strafterm wird in der diskreten Version der Tikhonov-Phillips-Regularisierung durch
eine geeignete Matrix L dargestellt,

Q= Lgl, . (6.29)
Uberlicherweise verwendet man fiir L die Einheitsmatrix | oder eine diskrete Approxi-
mation eines Differentialoperators | |. Die erste Ableitung wird durch
1 -1
L = (6.30)
1 -1

und die zweite Ableitung durch
Ly = (6.31)

dargestellt.
Die Tikhonov-Phillips-Regularisierung kann als Filter fiir die Singuldrwerte o; der Ma-
trix A dargestellt werden. Fiir L = | sind die Filterfaktoren h; durch
_%
o2 + \?

P =

gegeben | ]. Fiir im Vergleich zu A\? groRe Singulidrwerte o; liegt der Wert des Fil-
terfaktors h; nahe bei 1, so dass der Einfluss des Regularisierungsparameters A auf den
entsprechenden Teil der Losung nur gering ist. Dagegen wird der Einfluss der kleinen
Singulédrwerte o; auf die Losung, sofern man A ausreichend grof wahlt, gemindert.

6.5.2 Wichtung der Messfehler

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass alle Messwerte mit dem gleichen Gewicht in
das Regularisierungsfunktional eingehen. Allerdings weisen die Lichtkurven in der Regel
unterschiedlich grofse Messfehler auf. Wir miissen daher die einzelnen Messwerte geméf
ihrem Messfehler wichten.

Im allgemeinsten Fall einer Kovarianz-Matrix der Form CCT und vollem Rang erhalten
wir das Tikhonov-Phillips-Funktional ) durch eine Skalierung des Residuums mit der
Matrix C~1,

Tr(g) = CV|Ag — I+ 22 ||Lg|? .

Bei den Lichtkurven der Mikrolensing-FEreignisse konnen wir davon ausgehen, dass die
Messfehler der einzelnen Messungen untereinander nicht korreliert sind. Die Kovarianz-
Matrix ergibt sich dann als Diagonalmatrix

C = CT = diag(\/s1, ..., V/3N)

mit den Standardabweichungen s; der jeweiligen Messwerte | |.
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Abbildung 6.6: Einfluss des Regularisierungsparameters A auf die Losung des Tikhonov-
Verfahrens f A\. Deutlich erkennt man die zunehmende Glattung mit wachsendem Regula-

risierungsparameter. Das Diskrepanzprinzip liefert A = 0,37.
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6.5.3 Losungsverfahren

Die einfachste Moglichkeit, eine Losung der Tikhonov-Phillips-Regularisierung zu einem
gegebenen Regularisierungsparameter A zu erhalten, bietet die Normalengleichung

(ATA+X2LTL) g = AT F, (6.32)

die der Gleichung (6.27) dquivalent ist, wie durch Differenzieren von Gleichung (6.27) nach
den einzelnen Komponenten von g gezeigt werden kann. Die Umformung von Gleichung
(6.32) liefert direkt die gesuchte Losung

g=(ATA+X2LTL) ' ATf

Eine numerisch besser geeignete Methode ist der Bidiagonalisierungsalgorithmus von
Eldén, fiir dessen Beschreibung auf die Literatur verwiesen sei | |.

In der vorliegenden Arbeit kamen fiir die Tikhonov-Phillips-Regularisierung die NUME-
RICAL TooLs von Hansen zum Einsatz | |. Dabei handelt es sich um ein Software-
Paket fiir das Numerik-Program MATLAB | |, das speziell fiir die Losung schlecht
gestellter Probleme entwickelt wurde. Eingesetzt wurde die Software unter GNU OCTAVE
[ |, das in vielen Bereichen kompatibel zu MATLAB ist.

Die NUMERICAL TooLS stellt Funktionen zur Losung verschiedener Regularisations-
verfahren und zur Bestimmung des Regularisationsparamters (siehe Abschnitt 6.6) zur
Verfiigung.

Die Losung der Tikhonov-Phillips-Regularisierung erfolgt dabei mit der verallgemeiner-
ten Singulirwertzerlegung (GSVD?), die eine Erweiterung der in Abschnitt 6.4.2 eingefiihr-
ten Singuldrwertzerlegung fiir Matrizenpaare (A, L) ist. Eine genaue Beschreibung findet
sich bei Hansen | |.

6.5.4 Tikhonov-Phillips-Regularisierung mit Nichtnegativitdtsbedingung

Aufgrund von physikalischen Randbedingungen kénnen wir oftmals den Verlauf oder den
Wertebereich der Funktion g einschranken. So konnen die Fldchenhelligkeitsprofile, die wir
aus den Lichtkurven von Mikrolensing-Ereignissen rekonstruieren mochten, keine negativen
Werte annehmen.

Mit dieser Nichtnegativitdtsbedingung erhalten wir eine Losung g, mit der Tikhonov-
Phillips-Regularisierung durch die Minimierung von

Tr(g) = |Ag — fII> + N*[|Lg]* , (6.33)

mit der Forderung
g>0.

Die Losung erfolgt mit einem iterativen Algorithmus (Kasten 6.2), der Gradienten-
Projektions-Methode, die ausfiihrlich von Vogel | | beschrieben wird. Hier sollen kurz
die wesentlichen Schritte dargestellt werden:

Grundlage des Verfahrens ist die Projektion Ppos von Vektoren aus R™ auf den nicht-
negativen Zahlenbereich von R™. Eine Projektion P ist dabei wie folgt definiert | |:

4Generalized singular value decomposition
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1=0;
Bestimme Startwert gg;
start iteration
p; = —VJIx(g;); (Negativer Gradient von J\(g;))
7; = miny~o(JIr(Ppos(g; + 7P;)); (Golden Section Search)
9it1 = P(git1 + 7ip;); (Neue Ldsung)
1=1+1;
end iteration

Kasten 6.2: Algorithmus fiir Tikhonov-Phillips-Regularisierung mit Nichtnegativitétsbe-
dingung | .

DEFINITION 6.7 Sei M C R"™ abgeschlossen und konvex. Fiir g € R™ ist die Projektion
P(g) von g auf M gegeben durch

P(g) := i — 34
(9) arg,r/rgﬂr}l\g v (6.34)

Die Komponenten [Pys(g)]i (¢ = 1,...,n) der Projektion eines Vektors g € R™ auf die
Teilmenge der nichtnegativen Zahlen aus R" sind gegeben durch

fir g; 2 0

fiir g; < 0. (6.35)

Pres()ls = max(ai) = { &
Auferdem wird fiir das Verfahren der Gradient V 7 (g) des Tikhonov-Phillips-Funktionals
benétigt, der sich durch

VIi(g) = (ATA-XNLTL) g — AT f (6.36)

berechnet | |. Durch den Gradienten V. 7)(g) wird eine Richtung p; = —V.J\(g)
ausgezeichnet, entlang der ein v bestimmt wird, das Jx(Ppos(g; +7p;)) minimiert und mit
dem ein neuer Wert fiir g berechnet wird. Das v wird dabei mit der Golden-Section-Search
| | bestimmt.

Als Startwert g fiir den Algorithmus bietet sich an, die Losung der Standard-Tikhonov-
Phillips-Regularisierung zu verwenden. Die Iterationsschleife wird so lange durchlaufen, bis
keine Anderung von g mehr beobachtet wird. Die Zahl der dafiir benétigten Iterations-
schritte liegt in der Grofenordnung von einigen zehn bis zu einigen hundert Iterationen.

In der Praxis zeigte sich allerdings, dass die Einfiihrung einer Nichtnegativitatsbedin-
gung vor allem nur dort eine Verbesserung des rekonstruierten Profils bringt, wo die Profil-
funktion nahe bei Null liegt. Im Prinzip werden mit dieser Methode nur die negativen Werte
abgeschnitten, die sich bei der Standard-Tikhonov-Phillips-Regularisierung ergeben. Fiir
den globalen Verlauf des rekonstruierten Profils konnte damit keine Verbesserung erzielt
werden.

6.5.5 Weitere Regularisierungsverfahren

Neben dem Tikhonov-Phillips-Verfahren gibt es eine Reihe weiterer Regularisierungsver-
fahren, von denen einige in dem folgenden Uberblick kurz vorgestellt werden sollen.
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Maximum-Entropie-Verfahren

Das Maximum-Entropie-Verfahren (MEM) ist in der Astrophysik vor allem durch seine An-
wendung fiir die Bildrekonstruktion bekannt geworden | |. Dabei wird im Tikhonov-
Phillips-Funktional (6.27) ein Strafterm der Form

g)* = gilog(g:) (6.37)
=1

verwendet, der ein Maf flir die Entropie von g darstellt. Fiir die Bildrekonstruktion bietet
sich mit dieser Methode der Vorteil, dass die Losung nur positive Werte annehmen kann.

Abbildung 6.7 zeigt die rekonstruierten Profile der Maximum-Entropie-Methode fiir ver-
schiedene Werte des Regularisierungparameters. Es zeigt sich, dass mit dieser Methode im
Vergleich zu den anderen Verfahren keine zufriedenstellende Rekonstruktion moglich ist.

Eine Ursache dafiir ist moglicherweise die Positivitdtsforderung an des rekonstruierte Pro-
fil.

Abgeschnittene Singularwertzerlegung

Die Definition 6.19 der Moore-Penrose-Inversen liasst sofort eine Moglichkeit erkennen,
zu einer stabilen Losung zu kommen: Anstatt die Summe iiber alle Singuldrwerte lau-
fen zu lassen, bricht man die Summe bei einem bestimmten Singulédrwert oy ab. Dieses
Verfahren wird als Abgeschnittene Singuldrwertzerlegung bezeichnet (TSVD?). Der Regu-
larisierungsparameter ist in diesem Fall der Index k, bis zu dem man die Summe laufen
lésst.

Iterative Verfahren

Beim Landweber-Verfahren formuliert man die Normalen-Gleichungen ATAg — ATf = 0
des linearen Gleichungssystems Ag — f = 0 als eine Fixpunktgleichung

gt = g L LAT(f — Ag™) (6.38)

mit einem Dampfungparameter w > 0 | |.

6.6 Wahl des Regularisierungsparameters

Mit den vorgestellten Regularisierungsverfahren ist es méglich, eine stabile Losung eines
schlecht gestellten Problems zu erhalten. Der Einfluss der Regularisierung auf die Losung
wird dabei {iber einen Regularisierungsparameter A\ gesteuert. Wir haben gesehen, dass der
Gesamtfehler in der Losung sich aus einem Daten- und aus einem Regularisierungsfehler
zusammensetzt. Fiir ein bestimmtes A wird der Gesamtfehler minimiert.

Wenn A zu groft gewahlt wird, iiberwiegt der Einfluss der Regularisierung, was in der
Regel zu einer zu glatten Losung fiihrt. Wahlen wir allerdings A zu klein, iiberwiegt der
Datenfehler. Dadurch erhalten wir eine zu sehr verrauschte Losung. Abbildung 6.6 auf S.

5Truncated singular value decomposition
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Abbildung 6.7: Einfluss des Regularisierungsparameters A\ auf die Losung der Maximu-
Entropy-Methode.
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67 zeigt den Einfluss des Regularisierungsparameters auf die Losung der Tikhonov-Phil-
lips-Regularisierung .

Wir brauchen daher ein Verfahren, das uns einen optimalen Regularisierungsparameter
A liefert. Generell gibt es hierfiir zwei Klassen von Ansétzen:

e Haben wir Kenntnis iiber die Gréfte der Stérungen in den Daten, so kénnen wir diese
Information nutzen, um damit den Regularisierungsparameter zu bestimmen.

Zu dieser Klasse zahlt das Morozov’sche Diskrepanzprinzip, das wir weiter unten bespre-
chen werden.

e In vielen Féllen wissen wir allerdings nicht, wie groft die Fehler in den Daten sind.
Dann miissen wir den Regularisierungsparameter mit einem Verfahren bestimmen,
das ohne diese Kenntnis auskommt.

Von dieser zweiten Klasse werden wir die Generalized Cross Validation und die L-Kurven-
Methode vorstellen.

Eine Ubersicht iiber weitere Methoden findet sich in der Monographie von Hansen
[ |, die auch die Grundlage fiir die folgende Zusammenstellung ist.

Da wir bei der Messung von Lichtkurven davon ausgehen kénnen, dass uns Informatio-
nen iiber den Messfehler zur Verfiigung stehen, wurde bei der Anwendung der Regularisie-
rungsverfahren fiir die im folgenden Kapitel gezeigten Simulationen das Diskrepanzprinzip
zur Bestimmung des Regularisierungsparameters angewendet.

6.6.1 Diskrepanzprinzip

Das Diskrepanzprinzip setzt die Kenntnis der Grofse der Messfehler in den Daten voraus.
Entwickelt wurde es von Morozov | | und wird als Morozov’sches Diskrepanzprinzip
bezeichnet.

Diesem Verfahren liegt die Idee zugrunde, dass man mit der Rekonstruktion keine gro-
flere Genauigkeit erreichen kann als die Stoérungen in den Daten erlauben. Der Regulari-
sierungsparameter wird dabei so gewéhlt, dass fiir die Losung g, zu diesem Parameter

1Agx — Fll2 =102 (6.39)

gilt. Fiir die Tikhonov-Regularisierung kann man zeigen, dass die Losung g, fiir ||6 f||2 — 0
gegen
Al f
konvergiert | .
Da die exakten Fehler df in den Daten unbekannt sind, wird || f||2 durch die Stan-

dardabweichung s der Messfehler abgeschétzt, der Regularisierungsparameter wird dann
durch

1Agx = Fll2 = lIsll2 (6.40)

bestimmt.
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Abbildung 6.8: Verlauf der GCV-Funktion G(\) in Abhéngigkeit vom Regularisierungs-
parameter A. Der durch das Minimum der GCV-Funktion bestimmte Regularisierungspa-
rameter liegt bei A\ = 1,13.

6.6.2 Generalized Cross Validation

Bei der Generalized Cross Validation (GCV) wahlt man den Regularisierungsparameter
A nach der leave-one-out-Methode, nach der ein aus den Daten f entfernter Messwert
durch das regularisierte Profil g, wieder rekonstriuert werden sollte. Dafiir ist die Kenntnis
der Messfehler nicht erforderlich, vorausgesetzt wird aber ein weifses Rausches fiir die
Messfehler. Fiir die Lichtkurven der Mikrolensing-Ereignisse ist dies nur bedingt erfiillt. In
der Regel steigt die Messgenauigkeit mit zunehmendem Fluss des beobachteten Objekts.

Die GCV-Methode wurde von Wahba zur Spline-Approximation | | entwickelt und
spater auf die Tikhonov-Phillips-Regularisierung | | angewendet.

Fir die praktische Anwendung dieser Methode wird der Regularisierungsparameter
durch das Minimum der GCV-Funktion

||Aga B fexact“
G= trace(l — AAF)2 (6.41)

bestimmt | ].

Die Matrix A? wird als reqularisierte Inverse bezeichnet und ist definiert durch

g\ =Af, (6.42)

sie erzeugt also zu dem Regularisierungsparameter A die Losung gx aus den Daten f. Fiir
die Tikhonov-Phillips-Regularisierung mit L = | erhilt man A* aus der Singulirwertzerle-
gung von A = UXV” und den Filterfaktoren h;,

A* = VHETUT mit H = diag(hy, ..., hn) . (6.43)
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Diese und weitere Rechenvorschriften zur Bestimmung von At fiir andere Regularisie-
rungsverfahren finden sich in der schon erwidhnten Monographie von Hansen | ].

Abbildung 6.8 zeigt den Verlauf der GCV-Funktion. Die Berechnung erfolgte mit der
entsprechenden Funktion aus den NUMERICAL TOOLS.

6.6.3 L-Kurven-Methode

Die L-Kurven-Methode ist ein graphisches Werkzeug zur Bestimmung des Regularisations-
parameters . Hinter diesem Verfahren steckt die Idee, dass fiir kleine A zwar das Residuum
IIAgy — f|| klein wird, da durch die regularisierte Losung g, die Daten f gut gefittet wer-
den, allerdings die Losung g, von den Stérungen in den Daten dominiert wird, wodurch der
Strafterm Q(g,) grok wird, da die Losung nicht glatt genug ist (undersmoothed solution)

Fiir grofse A iiberwiegt die Regularisierung, wir erhalten eine zu glatte Losung mit klei-
nem €2(gy) (oversmoothed solution), allerdings auf Kosten eines schlechten Fits an die
Daten, so dass das Residuum ||Ag, — f|| grofs wird .

Das Verhalten der Losung fiir unterschiedliche Werte des Regularisierungsparameters
wird nun untersucht, indem man den Strafterm Q(g ) gegen die Residuumsnorm ||Ag, — f||
in einer doppeltlogarithmischen Darstellung auftrigt. Der Name dieser Methode kommt
daher, dass sich bei dieser Art der Darstellung ein ,L.”-férmiger Kurvenverlauf ergibt, wo-
bei die Kurve mit zunehmenden Regularisierungsparameter von einem steilen Teil links
oben nach einem flachen Teil rechts unten durchlaufen wird. Der steile Teil der Kurve
korrespondiert dabei mit den zuwenig geglétteten Losungen, wiahrend im flachen Teil die
Losungen zu sehr geglattet sind.

Mit dem Regularisierungsparameter soll nun zwischen dem zu wenigen Glatten und dem
zu vielen Glétten ausbalanciert werden und man wahlt fiir A den Knick in der L-Kurve. In
der praktischen Realisierung geht man nun so vor, dass man die Kriimmung der L-Kurve
als Funktion () darstellt und dann den Regularisierungsparameter durch das Maximum
von Kk bestimmt | , |.

Abbildung 6.9 zeigt den Verlauf der L-Kurve fiir unsere Beispiellichtkurve aus Abbildung
6.4. Der damit bestimmte Wert fiir den Regularisierungsparameter ist aber deutlich zu
klein und fithrt zu keiner guten Losung fiir das rekonstruierte Profil, die in Abbildung 6.10
dargestellt ist.

6.7 Lokale Regularisierung

Durch die mathematische Beschreibung eines Kaustik-Crossings erhielten wir eine Volter-
ra’sche Integralgleichung der 1. Art (6.5), die gegentiber der Fredholm’schen Gleichungen
durch ihre kausale Struktur ausgezeichnet ist. So ist die Lichtkurve zu einem bestimmten
Zeitpunkt nur durch das Quellprofil gegeben, das bereits von der Kaustik {iberschreitet
wurde.

Der Wert der Funktion g(&£) an einer bestimmte Stelle £ hat somit keinen Einfluss auf
den Verlauf von f(z) fir < §. Zur Rekonstruktion von g(§) sollte man daher nur den
Teil von f(z) mit = > £ verwenden.

Diese kausale Struktur der Volterra’schen Gleichung wird nun durch die Tikhonov-
Phillips-Regularisierung zerstort, die zur Rekonstruktion von g(¢) die gesamten Daten
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Abbildung 6.9: Die L-Kurve ist die doppellogarithmische Darstellung von Q(g,) ge-
gen die Norm [|Ag, — f|| in Abhéngigkeit vom Regularisierungsparameter A. (Oben)
Die L-Kurve des Tikhonov-Phillips-Verfahren fiir die Beispiellichtkurve ausAbbildung 6.4.
(Unten) Ausschnitt aus der L-Kurve. Bei der L-Kurven-Methode wird der optimale Regu-
larisierungsparameter durch die Fcke der L-Kurve bestimmt. Fiir die dargestellte L-Kurve
ergibt sich ein Wert von A = 7-107%, der deutlich zu klein ist, wie das damit rekonstruierte
Profil Abb. 6.10 zeigt.
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Abbildung 6.10: Mit der L-Kurven-Methode rekonstruiertes Profil der Lichtkurve aus
Abbildung 6.4.

von f verwendet, also auch die Daten, die auf die Losung g eigentlich keinen Einfluss
haben.

Deutlich wird dies, wenn man zur Lésung der Tikhonov-Phillips-Regularisierung die Nor-
malengleichung (6.32) anwendet. Durch die Diskretisierung der Volterra’schen Gleichung
erhélt man im Allgemeinen eine untere Dreiecksmatrix, deren Struktur bei der Losung
durch die Bildung des Produkts ATA wieder zerstort wird. Bei den anderen Verfahren zur
Losung der Tikhonov-Phillips-Regularisierung wird zwar AT A nicht explizit berechnet, sie
benstigen aber zur Losung ebenfalls alle Daten und sind daher auch nicht strukturerhal-
tend | ].

Neben dem Problem der Kausalitdt, das so nur bei den Volterra’schen Gleichungen
auftritt, ist mit den bisher besprochenen Regularisierungsverfahren ein weiterer Nachteil
verbunden: die Regularisierung erfolgt stets global, d. h. es wird mit nur einem einzigen
Regularisierungsparameter die gesamte Losung g bestimmt. Man kann sich aber leicht
vorstellen, dass dies nicht immer ideal ist, da dadurch manche Teile der Losung g zu sehr,
andere Teile dagegen nicht geniigend gegliattet werden. Besser wire es, mit einem lokal
variablen Regularisierungsparameter zu arbeiten

Daher ist es sinnvoll, anstelle der bisher besprochenen Regularisierungsverfahren eine
Methode anzuwenden, mit der

1. die kausale Struktur der Volterra’schen Integralgleichungen erhalten bleibt und
2. die es ermoglicht, einen lokal variablen Regularisierungsparameter einzusetzen.

Ein Verfahren, dass diese beiden Vorteile miteinander vereint, ist die sogenannte lokale
Regularisierung.
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Ausgangspunkt dafiir ist ein Verfahren, das Anfang der sechziger Jahre des 20. Jahr-
hunderts von Stolz zur Losung der Inversen Wirmeleitungsgleichung (IHCP®) entwickelt
wurde | | und auch von Grieger et al. zur Profilrekonstruktion aus Mikrolensing-
Ereignissen angewendet wurde | |.

Bei dieser Methode wird die Funktion ¢ in einem sequentiellen Algorithmus aus den
Daten f bestimmt, wobei die Losung gsolution S0 bestimmt wird, dass die Daten f exakt
gefittet werden, das Residuum ||Agsolution — f|| somit verschwindet. Dabei fithren aber
Storungen in den Daten dazu, dass man keine stabile Losung erhélt.

Eine Stabilisierung der Stolz-Methode erreichte Beck, ebenfalls zur Losung der IHCP
[ , |, indem zur Bestimmung von g; anstelle nur des einzelnen Datenwertes f;
zusétzlich die néchsten r Datenpunkte f;, fit+1, ..., fi+r verwendet werden.

Erst dreifsig Jahre spéter, Mitte der neunziger Jahre, wurde von Lamm diese Methode
erstmalig zur Losung genereller Volterra’scher Integralgleichungen vorgeschlagen | |.

6.7.1 Zerlegung des Volterra-Operators

Grundlage der lokalen Regularisierungsverfahren ist die Aufspaltung der Volterra’schen
Integralgleichung der 1. Art

f(z) = /0 "Ae - 99©)¢ ze o] (6.44)

in einen lokalen und einen nicht-lokalen Teil | |, wobei wir uns ohne Beschriankung
der Allgemeinheit auf das Interval [0,1] beschranken konnen.

Wir nehmen, dass wir die Losung g(z) bis zur Stelle x kennen. Dann muss g die Inte-
gralgleichung

fotn= [ " Ale 4 p—Og(6) e (6.45)

auch auf dem erweiterten Intervall [0,z + p] mit p > 0, p <1 — 2 und p < 1 erfiillen.
Wir spalten das Integral an der Stelle = auf in zwei Integrale iber [0, z] und iiber [z, x+p]:

f<x+p>:/:A<x+p—s>g<s>df
xT+p
n / Al +p— O)g(€)de (6.46)

Wir haben vorausgesetzt, dass wir g bis zur Stelle z kennen. Damit kénnen wir das erste
Integral in Gleichung (6.46) explizit ausrechnen, wobei allerdings zu beriicksichtigen ist,
dass der Operator A um p verschoben ist.

Betrachten wir nun das zweite Integral in Gleichung (6.46). Hier ersetzen wir £ durch
€ = ¢ — z und erhalten

5Tnverse Heat Conduction Problem
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z+p P _ _ _
/ A+ p— €)g(€) de = /0 A(p— E)g(E +x) dé
- /0 " A(p— ©)g(¢ + o) de, (6.47)

wobei wir im letzten Schritt & in ¢ umbenannt haben. Damit haben wir f(x + p) in ein
globales und in ein lokales Integral zerlegt,

f(w+p)=/0$z4(x+p—£)g(£)d£+

global

/O " Alp— O)g(e + o) de (6.48)

local

und wir konnen jetzt aus dem lokalen Integral die Funktion g, die wir auf [0, z] als
bekannt vorausgesetzt haben, fiir das Interval [z, 2 + p] bestimmen.

Tatséchlich aber kennen wir natiirlich nicht die Funktion g auf [0, z]. Daher ermitteln
wir g mit einer sequentiellen Methode. Beginnend bei « = 0 erhalten wir eine Losung fiir
g auf dem Interval [0, p], die wir dann als Input nehmen, um g auf dem néchsten Interval
zu bestimmen.

6.7.2 Regularisierung des sequentiellen Verfahrens

Durch die Zerlegung des Integraloperators in einen globalen und einen lokalen Teil haben
wir jetzt ein sequentielles Verfahren zur Losung der Volterra’schen Integralgleichungen
der ersten Art. Allerdings haben wir noch die Schlechtgestelltheit dieser Gleichungen in
dem Losungsverfahren zu beriicksichtigen. Wir bendétigen daher eine regularisierende Ver-
sion des sequentiellen Algorithmus. Dafiir sind eine Reihe von verschiedenen Methoden
entwickelt worden:

Bei dem schon oben beschriebenen Verfahren von Beck wird der aktuelle Wert g; an
der Stelle x; durch einen least-square-Fit an die néchsten r Datenpunkte f;, fiz1,...fitr
bestimmt. Fiir diese Methode wurde im Rahmen dieser Arbeit ein Algorithmus entwickelt,
um damit die Quellprofile aus den Lichtkurven der Mikrolensing-Ereignisse zu rekonstru-
ieren.

Die Lange des Intervalls, also die Grofse r, stellt bei diesem Verfahren den Regularisie-
rungsparameter dar. In Abbildung 6.11 ist dargestellt, welchen Einfluss die Wahl von r
auf das Resultat der Rekonstruktion hat.

Lamm konnte zeigen, dass mit dieser Methode fiir §f — 0 und r — 0 die Losung g,
gegen die exakte Losung gexact konvergiert | |, somit hierdurch ein Regularisierungs-
verfahren gegeben ist, wobei sie hier noch von einem konstanten Regularisationsparameter
r flir die Rekonstruktion der gesamten Funktion g ausgeht. In einer weiteren Arbeit von
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Lamm und Scofield wird diese Voraussetzung fallen gelassen und ein variabler Regularisa-
tionsparameter r; = r(x;) zugelassen | ].

Der in der Arbeiten von Lamm beschriebene Algorithmus setzt allerdings voraus, dass
die Funktion g durch stiickweise konstante Funktionen approximiert wird. Aufserdem er-
folgt die Diskretisierung von g und f auf dquidistanten Intervallen. Dadurch ergibt sich aus
dem Integraloperator A eine untere Dreiecksmatrix mit der Struktur einer Toplitzmatrix’
A, deren besondere Form in dem angegebenen Algorithmus ausgenutzt wird. Bei vielen
physikalischen Messungen ist es sicherlich mdglich, die Daten in gleichméftigen Absténden
zu erhalten, bei den Lichtkurven von astronomischen Beobachtungen konnen wir in der
Regel allerdings nicht davon ausgehen.

Daher wurde in der vorliegenden Arbeit ein Algorithmus entwickelt, mit dem auch die
Rekonstruktion von g bei einer nicht dquidistanter Verteilung der Daten f mdglich ist. Au-
Berdem wird in diesem Algorithmus die stiickweise konstante Approximation der Funktion
g durch eine stiickweise lineare Approximation ersetzt. Eine genaue Beschreibung folgt im
Anhang A.2.

6.7.3 Bestimmung des Regularisationsparameters bei der lokalen
Regularisierung

Im Gegensatz zur Tikhonov-Phillips-Regularisierung und den anderen beschriebenen Ver-
fahren gibt es bis jetzt fiir die lokale Regularisierung keine theoretischen Arbeiten zur
Bestimmung des Regularisierungsparameters.

Nach den Ausfithrungen in diesem Abschnitt liegt es nahe, das Diskrepanzprinzip anzu-
wenden. Da nur diskrete Werte fiir den Regularisierungsparameter moglich sind, kénnen
wir nicht erwarten, dass das Diskrepanzprinzip

1Ag, — FIl = [Is] (6.50)

exakt erfiillt wird. Wir bestimmen r daher so, dass der Absolutbetrag der Differenz

abs ([[Ag, — fII — [Isl]) (6.51)

minimiert wird.
Die Simulationen zeigen, dass mit dem durch diese Methode bestimmten Regularisie-
rungsparameter eine gute Rekonstruktion des Profils moglich ist.

"Eine Toplitzmatrix A € R™*" ist eine Matrix, deren Elemente a;; = a;—; nur von der Differenz (j — i)
ihrer Indizes abhéngt,
ao a1 o An-1
a_1 ao ceo Gpo

A= : : N : . (6.49)

a_(n-1) G—(n-2) " ao



7 Die Rekonstruktion des Quellprofils

7.1 Problemstellung

Wir haben gesehen, dass die Lichtkurve eines Kaustik-Crossings durch die Faltung des
eindimensionalen Helligkeitsprofil mit der Verstarkungsfunktion der Kaustik gegeben ist.
Durch das Uberqueren der Quelle durch die Kaustik wird Schritt fiir Schritt die Quelle
abgetastet und die Lichtkurve enthélt daher die vollstdndige Information iiber das Hellig-
keitsprofil der Quelle. Die Zielsetzung bei der Beobachtung von Mikrolensing-Lichtkurven
ist es, aus ihnen wieder das Quellprofil zu rekonstruieren. Mathematisch geschieht dies
durch die Entfaltung der Lichtkurve, wofiir die im vorherigen Abschnitt vorgestellten Re-
gularisierungsverfahren bendtigt werden.

In diesem Kapitel wollen wir die Frage beantworten, welches der Regulariserungsver-
fahren fiir diese Aufgabe am besten geignet ist. Aufserdem untersuchen wir, welche An-
forderungen an die beobachteten Lichtkurven zu stellen sind, um zuverldssig das Profil
rekonstruieren zu kénnen.

7.1.1 Profilbestimmung mit Regularisierungsverfahren

Eine der ersten Untersuchungen, die sich mit Mikrolinsenereignissen und den daraus resul-
tierenden Lichtkurven befasst, ist die 1984 veroffentlichte Arbeit von Chang und Refsdal
| |. Die Autoren untersuchen die Auswirkung, die einzelne Sterne in einer Linsengala-
xie auf die Abbildung eines Quasares haben und berechnen die Lichtkurven von Kaustik-
Crossing-Ereignissen, wobei sie als Quelle homogene Kreisscheiben verwendeten.

Ausgehend von dieser Arbeit zeigen Grieger et al., dass es im Prinzip moglich ist, aus den
beobachteten Mikrolensing-Lichtkurven wieder das Helligkeitsprofil der Quelle zu erhalten
[ |. Die von ihnen verwendete Methode, die als source profile approzimation bezeich-
net wird, ist identisch mit dem im vorherigen Kapitel vorgestellten Stolz-Algorithmus. Die-
ses Verfahren wenden sie auf simulierte Lichtkurven an, wobei es sich um ideale Lichtkurven
handelt, die nur ein sehr geringes Rauschen aufweisen. In den rekonstruierten Profilen ist
aber dennoch eine deutliche Verstiarkung dieses Rauschens erkennbar.

Um auch aus realistischeren Lichtkurven eine stabile Losung zu erhalten, wenden Grieger
et al. in einer weiteren Arbeit die Tikhonov-Phillips-Regularisierung zur Rekonstruktion
des Profils an | |.

Darauf aufbauend stellen Mineshige und Yonehara eine Methode vor, um das rekonstru-
ierte eindimensionale Helligkeitsprofil g(£) in ein radial-abhéngiges Profil g(r) zu transfor-
mieren | |.

Agol und Krolik entwickelten ein Verfahren, um aus der beobachteten Lichtkurve direkt
die zweidimensionale Intensitatsverteilung I(z,y) in der Akkretionsscheibe zu rekonstru-
ieren. Ihre Inversionsmethode setzt dabei voraus, dass die Akkretionsscheibe durch das
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Abbildung 7.1: OGLE- und GLITP-Lichtkurven im V-Band der A-Komponente von
Q22374-0305. Die GLITP-Daten weisen gegeniiber den OGLE-Daten einen konstanten
Offset auf.

Standardmodell fiir diinne Scheiben beschrieben werden kann. Sie berticksichtigen dabei
auch relativistische Effekte des zentralen Schwarzen Loches und die Dopplerverschiebung
aufgrund der Scheibenrotation. Fiir die erfolgreiche Inversion sind Beobachtungen in ver-
schiedenen Wellenldngenbereichen (IR bis nahes UV) erforderlich | |

7.1.2 Profilbestimmung durch Modellfitting

Eine andere Methode, aus den Lichtkurven der Mikrolensing-Ereignisse das Quellprofil zu
bestimmen, ist das Anfitten eines Modells der Quelle an die Lichtkurve. Dieses Verfah-
ren wird bei den bisher beobachteten galaktischen Mikrolensing-Lichtkurven angewendet,
um damit Informationen iiber das Helligkeitsprofil des gelinsten Sternes zu erhalten. Wir
werden weiter unten darauf eingehen.

Bei extragalaktischen Mikrolensing-Ereignissen wurde diese Methode auf die Lichtkur-
ven von Q223740305 angewendet. Shalyapin et al. deuten die GLITP-Lichtkurve | |
der Komponente A von 223740305 als ein mogliches Kaustik-Crossing-Ereignis | |
und versuchen damit ein Akkretionsscheibenmodell zu finden, das den Verlauf der Licht-
kurve am besten wiedergibt. Dafiir fitten sie unterschiedliche Scheibenmodelle wie die
diinne Akkretionsscheibe und Scheiben mit einer gaufférmigen oder einem Potenzgesetz
folgender Intensitétsverteilung an die Daten an. Den besten Fit erhalten sie fiir die Stan-
dardakkretionsscheibe und bestimmen eine obere Grenze fiir den Radius der Scheibe, in-
nerhalb dessen 90% der Energie erzeugt werden, von r < 3,7 x 106 cm.
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In einer weiteren Arbeit bestimmen Goicochea et al. mit diesem Ereignis in den

GLITP-Daten die Masse des zentralen Schwarzen Loches und die Massenakkretionsrate
fiir eine Standardakkretionsscheibe | |.

Wenn man allerdings die GLITP-Daten zusammen mit den OGLE-Daten betrachtet
(Abbildung 7.1), fallt auf, dass das als Kaustik-Crossing gedeutete Ereignis in der GLITP-
Lichtkurve Teil eines viel grofseren und langer andauernden Ereignisses ist. Es ist daher
nicht versténdlich, warum die Autoren nur die GLITP-Daten in ihre Analyse einbeziehen
und nicht auch die OGLE-Daten verwenden.

Kochanek wendet eine andere Methode zur Analyse der OGLE-Daten an | |. Dafiir
erzeugt er Verstarkungskarten fiir unterschiedliche Realisierungen des Mikrolinsensystems,
in denen dann nach Lichtkurven gesucht wird, die die OGLE-Daten reproduzieren kénnen,
wobei als Quellprofil verschiedene Akkretionsscheibenmodelle unterschiedlicher Grofse ver-
wendet werden. Durch diese Methode soll es nach Ansicht des Autors mdoglich sein, die
Grofe und Struktur der Akkretionsscheibe und die wesentlichen Parameter des Linsen-
systems wie Transversalgeschwindigkeit der Quelle, die Massenverteilung und die mittlere
Masse der Sterne in der Linsengalaxie zu bestimmen.

7.2 Zielsetzung

In den bisher durchgefiihrten Arbeiten wurde gezeigt, dass es mit der Tikhonov-Phil-
lips-Regularisierung moglich ist, dass Quellprofil aus den Lichtkurven eines Mikrolinsener-
eignisses zu rekonstruieren. Allerdings wird kaum untersucht, mit welcher Qualitit dies
moglich ist, also welchen Einfluss die verschiedenen Parameter der Lichtkurve wie Samp-
ling und Messfehler auf das Resultat der Rekonstruktion haben. Diese Informationen sind
unter anderem wichtig zur Planung von Beobachtungskampagnen.

Durch verschiedene dufsere Einfliisse ist es auferdem im Allgemeinen nicht moglich, ein
Objekt rund um die Uhr zu beobachten. Dadurch kommt es zwangslaufig zu groferen
Liicken in den Lichtkurven.

Die Zeitskala galaktischer Kaustik-Crossing-Ereignisse liegt in der Gréfenordnung von
Tagen, so dass es, aufer durch die Abhéngigkeit vom Wetter, durch den Tag-Nacht-
Rhythmus zu solchen Liicken in den Beobachtungsdaten kommen kann. Hier kann man
durch die gleichzeitige Beobachtung mit mehreren, iiber den Erdball verteilter, Teleskope,
wie es beispielsweise bei der PLANET-Kooperation | | realisiert wird, versuchen, eine
liickenlose Lichtkurve zu erhalten.

Im Vergleich dazu ist die Zeitskala fiir Mikrolinsenereignisse bei extragalaktischen Quel-
len viel langer, sie liegt in der Gréfsenordnung von Monaten bis Jahren. Hier kann es durch
die Bewegung der Erde um die Sonne fiir einen langeren Zeitraum zu einer Nichtbeob-
achtbarkeit kommen, so dass dadurch dann grofere Liicken in der gemessenen Lichtkurve
entstehen.

Eine Zielsetzung dieser Arbeit ist es daher, einem moglichen Beobachter die Information
zur Verfligung zu stellen, wie hdufig und mit welcher Genauigkeit ein Objekt beobachtet
werden soll und welche Informationen man dann aus einer gemessenen Lichtkurve erhalten
kann.
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Eine weitere Zielsetzung dieser Arbeit ist die Frage, unter welchen Bedingungen es
moglich ist, kleine Strukturen auf der Quelle wie Sternflecken oder hot spots auf einer
Akkretionsscheibe zu rekonstruieren. Die bisherigen Arbeiten konzentrierten sich bei der
Rekonstruktion vor allem auf den globalen Verlauf des Profils. Hier stellt sich die Frage, ob
die bisher angewendete Tikhonov-Phillips-Regularisierung fiir dieses Problem das geeigne-
te Verfahren ist und ob es mit der lokalen Regularisierungsmethode nicht besser moglich
ist, solche Strukturen zu rekonstruieren.

7.3 Voraussetzungen fiir die Anwendung der
Rekonstruktionsverfahren

Um zuverldssig die Rekonstruktionsverfahren auf Mikrolensing-Lichtkurven anzuwenden,
sollten einige Voraussetzungen erfiillt sein:

1. Das beobachtete Ereignis sollte tatséchlich ein Kaustik-Crossing sein. Eine eindeu-
tige Identifizierung ist anhand des typischen ,M‘-férmigen Verlaufs eines solchen
Ereignisses moglich.

2. Wir miissen den Fluss fjy, der durch die anderen Mikrobilder entsteht, bestimmen.
Dafiir benotigen wir den Verlauf der Lichtkurve vor Eintritt des Kaustik-Crossings.

3. Falls die Quelle eine intrinsische Variabilitat aufweist, miissen wir die Lichtkurve um
die intrinsischen Helligkeitsdnderungen korrigieren. Bei den gelinsten Mehrfachqua-
sarsystemen koénnen wir eine Quellvariabilitdt durch Vergleich mit Lichtkurven der
anderen Komponenten feststellen. Voraussetzung dafiir ist aber, dass das Time-Delay
bekannt ist.

7.4 Die Simulationen

7.4.1 Erzeugung der Lichtkurven

Fiir die Untersuchung der Rekonstruktionsverfahren wurden zwei verschiedene Profile ver-
wendet, die sich an astrophysikalischen Quellen orientierten. Zur Anwendung kamen

e das Modell einer Standardakkretionsscheibe

e das Modell einer Sternoberflache

Die Profile werden durch eine zweidimenionale Intensitatsverteilung I(x,y) beschrieben.
Durch numerische Integration entlang einer angenommenen Kaustikrichtung wurden aus
I(x,y) das eindimensionale Helligkeitsprofil g(&) erzeugt.

Aus dem Helligkeitsprofil g(§) wurden die Lichtkurven durch Faltung von g(£) mit der
Verstarkungsfunktion Gleichung (4.31) einer Kaustik berechnet. Die Langen der Lichtkur-
ven wurde dabei so gewéhlt, dass sie das gesamte Profil abdecken.
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Aus dem Wert der Lichtkurven an bestimmten Stiitzstellen & = (z1,...,7,)? wurden
dann die Beobachtungsdaten erzeugt. Zur Simulation der Messfehler wurden zu diesen
Daten normalverteilte Zufallszahlen addiert.

Die Zufallszahlen wurden mit der randn-Funktion von GNU OCTAVE erzeugt. Thre
Verteilung ist durch die Standardabweichung s des angenommenen Messfehlers gegeben,
wobei im folgenden immer die auf die maximale Amplitude fi,ax der Lichtkurve normierte

relative Standardabweichung
S

fmax

Srel = (7.1)
angegeben wird.

Im Gegensatz zu realen Lichtkurven, wo die Grofe des Messfehlers in der Regel von der
Grofse des Signals abhéngt, nehmen wir hier vereinfachend eine konstante Standardabwei-
chung des Messfehlers fiir die gesamte Lichtkurve an.

7.4.2 Rekonstruktionsfehler

Fiir eine quantitative Einschédtzung der Regularisierungsverfahren bendtigen wir ein Maf
fiir den Unterschied zwischen dem rekonstruierten Profil g, und dem Originalprofil geyyc-

Hansen | | definiert dafiir den Rekonstruktionsfehler
Nrec 1= ngxact - greg” (72)
ngxactH

der die relative Abweichung zwischen beiden Profilen beschreibt.

7.5 Einfluss der Quellgrolle auf das rekonstruierte Profil

Fiir die Rekonstruktion des Quellprofils aus einem Kaustik-Crossing-Ereignis setzen wir
voraus, dass die Verstirkung der Kaustik durch das inverse Wurzelgesetz gegeben ist.
Das gilt aber nur, wenn die Quelle ausreichend klein ist, so dass wir die Kaustik durch
eine Gerade darstellen konnen. Grieger gibt als obere Grenze einen Quelldurchmesser von
0,1 Rg an.

Bei einem beobachteten Kaustik-Crossing-Ereignis wissen wir natiirlich nicht von vorn-
herein, wie groft die Quelle tatséchlich ist und ob es daher zuléssig ist, diese Naherung zu
machen. Aufserdem steigt mit zunehmender Quellgrofte auch die Wahrscheinlichkeit, dass
die Quelle von mehr als einer Kaustik {iberquert wird.

Es stellt sich daher die Frage, was geschieht, wenn der Quelldurchmesser grofser als
0,1 Rg ist. Kénnen wir dann mit den Rekonstruktionsverfahren aus den Lichtkurven iiber-
haupt irgendwelche sinnvolle Informationen iiber die Quelle erhalten?

Zur Beantwortung dieser Frage untersuchen wir, wie das rekonstruierte Profil aus der
Lichtkurve eines Kaustik-Crossing-Ereignisses fiir unterschiedlich grofe Quellen aussieht.

Dafiir wahlen wir ein einfaches Linsensystem, eine Doppellinse mit den Massen m; = 0,8
und meo = 0,2, die sich an den Positionen z; = 22 = 0 und y; = 0,3, y2 = —0,9 befinden.

Als Quellprofil werden homogene Kreisscheiben mit den Durchmessern D = 0,02 Rg,
D= 0,00Rg, D=0,1 Rg und D = 0,25 Rg verwendet.
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Abbildung 7.2: Verstiarkungskarte einer Doppellinse mit den Positionen r; = (0,0; 0,3)
und r2 = (0,0; —0,9) und den Massen m; = 0,8 und mg = 0,2. Die Linie zeigt die Bewe-
gungsrichtung der Quelle. Die Kreisscheiben stellen die vier Quellen mit den Durchmessern
D =0,02Rg, D = 0,05Rg, D =0,1Rg und D = 0,25RE, dar.
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Abbildung 7.3: Lichtkurven und die aus ihnen rekonstruierten Profile fiir Quellen mit
den Durchmessern D = 0,02 Rg (links) und D = 0,05 R (rechts). Die Profile des ersten
Kaustik-Crossings sind in der mittleren Reihe dargestellt, die des zweiten Ereignisses in
der unteren Reihe. Die gestrichelte Linie gibt den Verlauf des Originalprofils an.
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Abbildung 7.4: Lichtkurven und die aus ihnen rekonstruierten Profile fiir Quellen mit
den Durchmessern D = 0,1 Rg (links) und D = 0,25 Rg (rechts). Die Profile des ersten
Kaustik-Crossings sind in der mittleren Reihe dargestellt, die des zweiten Ereignisses in
der unteren Reihe. Die gestrichelte Linie gibt den Verlauf des Originalprofils an.
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Die Verstarkungskarte des Linsensystems ist in Abbildung 7.2 dargestellt, die einge-
zeichnete Linie gibt die Bewegungsrichtung der Quelle an. Entlang des Tracks treten zwei
Fold-Kaustik-Crossing-Ereignisse auf. Aus der Faltung von Verstarkungskarte und zweidi-
mensionalem Quellprofil wurden die Lichtkurven erzeugt, die in den Abbildungen 7.3 und
7.4 zusammen mit den daraus rekonstruierten Profilen dargestellt sind.

Wie in Abschnitt 4.7 dargestellt wurde, muss zur Anwendung der Rekonstruktionsver-
fahren die Lichtkurve um den Fluss fy korrigiert werden. Das ist hier aber nicht mehr
in allen Féllen mdoglich. Insbesondere beim zweiten Kaustik-Crossing ist dies fiir die bei-
den grofsten Quellen nicht mehr mdoglich. In diesen Féllen wurden die Lichtkurven um
ein konstantes fo korrigiert. Bestimmt wurde dieses fp aus dem Wert der Lichtkurve zum
Zeitpunkt des vermuteten Kaustik-Eintritts. In allen anderen Féllen wurde fy durch eine
Gerade approximiert, die aus dem Verlauf der Lichtkurve vor dem Eintritt der Quelle in
die Kaustik bestimmt wurde.

Als Rekonstruktionsverfahren wurde die lokale Regularisierungmethode angewendet. Da
wir es hier mit idealen Lichtkurven, die nur ein geringes numerisches Rauschen aufweisen,
dessen Gréfenordnung nicht genau bekannt ist, wihlen wir den Regularisierungsparameter
zu r = 1. Das Rauschen der Daten wird bei der Invertierung dennoch deutlich verstarkt,
wie in den rekonstruierten Profilen zu erkennen ist.

Bei den beiden kleinsten Quellen mit den Durchmessern von D = 0,02 Rg und D =
0,05 Ry, zeigt das Ergenis der Rekonstruktion eine gute Ubereinstimmung mit den Origi-
nalprofilen.

Bei der Quelle mit einem Durchmesser von D = 0,1 Ry liefert nur das erste Kaustik-
Crossing ein gutes Ergebnis. Beim zweiten Kaustik-Crossing in der Lichtkurve kann fiir
diese Quellgrofie der Fluss fy nicht mehr durch eine Gerade dargestellt werden. Es kommt
hier zu einem deutlichen Unterschied zwischen dem rekonstruierten Profil und dem Origi-
nal.

Noch drastischer wird dies bei der grofsten Quelle mit D = 0,25 Rg. Hier ist die Quelle
so grofs, dass von ihr auch noch die Cusp-Kaustiken iiberquert werden. Eine sinnvolle
Rekonstruktion ist hier nicht mehr moglich. Es ist allerdings immer noch moglich, die
ungefahre Grofse der Quelle abzuschétzen.

Mit diesen Ergebnissen wird deutlich, dass die Quellgréfe einen groften Einfluss auf das
Ergebnis der Profilrekonstruktion hat. Insbesondere bei grofseren Quellen kann die lokale
Kaustikstruktur dazu fithren, dass es nicht mehr moglich ist, aus der Rekonstruktion ein
verniinftiges Resultat zu erzielen. Das diirfte insbesondere fiir das Quasarmikrolensing eine
grofte Rolle spielen, da dort im Gegensatz zu dem hier untersuchten Doppellinsensystem
eine wesentlich kompliziertere Kaustikstrutur auftreten kann. Die Abschéitzung von 0,1 Rg
als obere Grenze fiir den Quelldurchmesser erweist sich aber auch fiir das hier untersuchte
Doppelsystem als zu optimistisch.

Interessanterweise ldsst sich der Verlauf der Lichtkurve vor dem Eintritt des Kaustik-
Crossings in den Fillen, in denen eine Rekonstruktion nicht moglich war, nicht durch einen
linearen Verlauf dargestellen. Moglicherweise bietet sich hiermit ein Kriterium, mit dem
es moglich ist, zu entscheiden, ob sich eine Lichtkurve fiir die Profilrekonstruktion eignet.
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Abbildung 7.5: (Links) Eindimensionales Helligkeitsprofil g(§) einer Standardakkreti-
onsscheibe. (Rechts) Mikrolensing-Lichtkurve f(z) der Standardakkretionsscheibe.

7.6 Lichtkurven mit regelmaBig verteilten Messwerten

Der Erfolg der Profilrekonstruktion héngt entscheidend ab von der Qualitét der gemessenen
Lichtkurve. Wichtige Faktoren sind unter anderem die Anzahl der Messwerte und die
Grofse des bei der Beobachtung auftretenden Messfehlers. Diese Abhéngigkeit wollen wir
jetzt untersuchen. Dabei beschrdnken wir uns auf den Fall einer Lichtkurve mit einem
regelméfigen Sampling der Daten.

Es ist leicht einzusehen, dass man mit einer zunehmender Anzahl der Datenpunkte in
der Lichtkurve eine bessere Rekonstruktion des Profils erreichen sollte. Ein dhnliches Ver-
halten sollte auch fiir den Einfluss des Messfehlers gelten. Das soll im folgenden quantitativ
untersucht werden. Als Quellprofil wird dabei das Modell einer Standardakkretionsscheibe
verwendet. Das eindimensionale Helligkeitsprofil g(¢) der Scheibe und ihre Mikrolensing-
Lichtkurve f(x) sind in Abbildung 7.5 dargestellt.

Fiir die Rekonstruktion wurden Lichtkurven mit 9 bis 100 Datenpunkten fiir vier ver-
schiedene Fehlerniveaus erzeugt. Die Grofse der relativen Standardabweichungen betragt
1%, 3%, 5% und 10%.

Die Abbildungen 7.6 und 7.7 zeigen die Abhédngkeit des Rekonstruktionsfehlers 7yeg
von der Anzahl der Messwerte fiir die Tikhonov-Phillips-Regularisierung und die lokale
Regularisierung.

Der Vergleich der Kurven zeigt keine signifikanten Unterschiede zwischen den beiden
Regularisierungsverfahren. Beide Verfahren zeigen die gleiche Abhéngigkeit von Messfehler
und Anzahl der Datenpunkte.

Wie zu erwarten war, steigt mit geringer werdendem Messfehler die Giite der Rekon-
struktion. Interessanter ist die Abhéngigkeit von der Anzahl der Datenpunkte. Auch hier
bringt zunéchst die Erhohung der Anzahl eine Verbesserung der Rekonstruktion. Aller-
dings bleibt der Rekonstruktionsfehler ab einer bestimmten Anzahl der Datenpunkte auf
einem konstanten Niveau.

1.5
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Abbildung 7.6: Verlauf des Rekonstruktionsfehlers 7,.; der Tikhonov-Phillips-Regulari-
sierung fiir Lichtkurven mit gleichméfig verteilten Datenpunkten in Abhéngigkeit von der
Anzahl der Messwerte n fiir vier verschiedene Fehlerniveaus von 1%, 3%, 5% und 10%.
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Abbildung 7.7: Verlauf des Rekonstruktionsfehlersn g 7reg der lokalen Regularisierung
fiir Lichtkurven mit gleichméfig verteilten Datenpunkten in Abhéngigkeit von der Anzahl
der Messwerte n fiir vier verschiedene Fehlerniveaus von 1%, 3%, 5% und 10%.
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Die Abbildungen 7.8 bis 7.12 zeigen die rekonstruierten Profile fiir Lichtkurvem mit 10,
15, 20, 30 und 50 Datenpunkten umd einer Standardabweichung des Fehlers von 1% und
5%.
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Abbildung 7.8: Lichtkurven mit 10 gleichméfig verteilten Datenpunkten und mit der
Tikhonov-Phillips-Regularisierung und der lokalen Regularisierung rekonstruierte Profile.
Die Standardabweichung der Fehler betrdagt 1% und 5%. Bei den Profilen ist der Regula-
risierungsfehler angegeben.
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Abbildung 7.9: Lichtkurven mit 15 gleichméfig verteilten Datenpunkten und mit der
Tikhonov-Phillips-Regularisierung und der lokalen Regularisierung rekonstruierte Profile.
Die Standardabweichung der Fehler betragt 1% und 5%. Bei den Profilen ist der Regula-
risierungsfehler angegeben.
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Abbildung 7.10: Lichtkurven mit 20 gleichméfig verteilten Datenpunkten und mit der
Tikhonov-Phillips-Regularisierung und der lokalen Regularisierung rekonstruierte Profile.
Die Standardabweichung der Fehler betrdagt 1% und 5%. Bei den Profilen ist der Regula-
risierungsfehler angegeben.



Sx)

(S}

8(&

7.6 Lichtkurven mit regelmiRig verteilten Messwerten 97
1 r r r r r r T 1.2 T r r r r r T
09 FE E
08 | ] Lr I '
0.7 r i %, ] 0.8 i "”‘"H ]
06 L ‘, {{ i : { {
05 L o Lo sy } }H } ]
L i Freg =
0.4 A 04 }H ]
03t ] {}
02 E E 02 } ]
“ ' I
ERE N 2 } or { o } i
[0 SRE 2 S 4
-0.1 1 1 1 1 1 1 1 0.2 1 1 1 1 1 1 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
X x
1.2 T T T T T 1.2 T T T T T
Tikhonov reconstructed profile Tikhonov reconstructed profile
| Mg = 0.07323 original profile - | Mg = 02515 original profile -
08 1
<
%
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
S §
1.2 T T T T 1.2 T T T T T
Local Reg. reconstructed profile Local Reg. reconstructed profile
: Nreg = 0.106 original profile - : Npeg = 0.2401 original profile -
08 1
@
Y

-1.5 -1

1 1.5

Abbildung 7.11: Lichtkurven mit 30 gleichméfig verteilten Datenpunkten und mit der
Tikhonov-Phillips-Regularisierung und der lokalen Regularisierung rekonstruierte Profile.
Die Standardabweichung der Fehler betragt 1% und 5%. Bei den Profilen ist der Regula-
risierungsfehler angegeben.
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Abbildung 7.12: Lichtkurven mit 50 gleichméfig verteilten Datenpunkten und mit der
Tikhonov-Phillips-Regularisierung und der lokalen Regularisierung rekonstruierte Profile.
Die Standardabweichung der Fehler betrdagt 1% und 5%. Bei den Profilen ist der Regula-
risierungsfehler angegeben.
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7.7 Lichtkurven mit unregelmalig verteilten Messwerten

Die Lichtkurven, mit denen wir uns in den vorherigen Abschnitten beschéaftigt haben, wa-
ren durch ihr regelméfiges Sampling gekennzeichnet. Fiir die Lichtkurven von Mikrolensing-
Ereignissen konnen wir das allerdings nicht voraussetzen, wie die OGLE-Daten des Systems
Q223740305 zeigen. Wir miissen davon ausgehen, dass die Daten nicht regelméfig verteilt
sind. Leider wird das Problem der Anwendung von Regularisierungsverfahren auf solche
Daten in der Literatur kaum behandelt. Man geht meistens davon aus, dass sie regelméfig
verteilt sind. Fiir viele Messverfahren 145t sich das auch problemlos realisieren, doch bei
astronomischen Lichtkurven ist das meistens nicht der Fall. Wir werden daher anhand von
einigen Simulationen untersuchen, wie sich die Regulariserungsverfahren bei Daten mit
unregelméfigem Sampling verhalten.

Sehen wir uns die OGLE-Lichtkurven von Q2237+0305 genauer an (Abbildung 4.7 auf
S. 30 ), so erkennen wir, dass im Prinzip zwei Klassen von Unregelméfigkeiten auftreten,
wobei es allerdings schwierig ist, eine eindeutige Grenze zu ziehen:

e kleinere Abweichungen von einem regelméfigen Sampling.

e grofiere Liicken in den Lichtkurven, die beispielsweise durch Perioden langerer Nicht-
beobachtbarkeit entstehen.

Im Gegensatz zu einer regelméfig gemessenen Lichtkurve, die durch Angabe von Anzahl
der Messwerte und Lénge der Lichtkurve eindeutig charakterisiert ist, ist der Parameter-
raum fiir die méglichen Abweichungen von einem regelméfigen Sampling praktisch unend-
lich grofs und kann daher nicht erschopfend behandelt werden. Wir beschranken uns daher
auf zwei einfache Fille:

e Lichtkurven, bei denen die Messwerte zufillig auf das gesamte Messintervall verteilt
werden und

e Regelmifig gesampelte Lichtkurven mit einer einzigen Liicke

7.7.1 Kleinere Abweichungen vom regelmiaBigen Sampling

Anhand einiger Beispiele soll die Auswirkung von Lichtkurven, die nur eine geringe Ab-
weichung von einem regelméfigen Sampling aufweisen, auf die rekonstruierten Profile de-
monstriert werden. Eine genaue Definition anzugeben, was diese kleinen Abweichungen
sind, fallt schwer. Gemeint ist in diesem Zusammenhang, dass deutliche Liicken, wie sie
beispielsweise in den OGLE-Daten von Q2237+0305 zu erkennen sind, nicht auftreten
sollen.

Zur Erzeugung des nicht-gleichméfigen Sampling werden die Datenpunkte der Lichtkur-
ve im Beobachtungsinterval zufillig ausgewéahlt. Um zu nah beieinanderliegende Daten zu
vermeiden, wird die Verteilung so durchgefiihrt, dass zwischen den einzelnen Datenpunkten
ein bestimmter Mindestabstand d,;, bestehen soll. In den hier gezeigten Beispielen wurde
dmin ZU %davg gewéhlt, wobei mit dayg der mittlere Abstand zwischen den Datenpunkten
beschreibt, der durch

Ip — 1

davg = n
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gegeben ist. Hierbei ist n die Anzahl der Daten in der Lichtkurve , x; und z, sind die
Position des ersten bzw. letzen Datenpunkts der Lichtkurve. Als Helligkeitsprofil wur-
de wieder das Modell der Standardakkretionsscheibe verwendet. Die Rekonstruktion der
Profile erfolgte mit der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und mit der lokalen Regulari-
sierung. Dargestellt sind in den Abbildungen 7.13 bis 7.15 Lichtkurven mit 20, 40 und 60
Datenpunkten und einer Standardabweichung des Messfehlers von 1% und 5%.

Die Resultate zeigen, dass Lichtkurven, deren Messwertverteilung nur wenig von einem
regelméfiigem Sampling abweichen, es mdoglich ist, den globalen Profilverlauf zu rekonstru-
ieren. Beide Regularisierungsverfahren verhalten sich dabei &hnlich.

7.7.2 GroRere Liicken in der Lichtkurve

Der Einfluss von groferen Liicken in der Lichtkurve auf das Ergebnis der Profilrekonstruk-
tion wird hier anhand einer Lichtkurve mit 60 Messwerten und einem Messfehler von 3%
dargestellt.

Als Profil wurde das Standardmodell einer diinnen Akkretionsscheibe verwendet. Dar-
aus wurden Lichtkurven mit einer regelméfigen Verteilung der Datenpunkte erzeugt, in
die dann durch Entfernung einzelner Messwerte grofere Liicken eingefiigt wurden. Zur
Profilrekonstruktion wurden die Tikhonov-Phillips-Regularisierung und die lokale Regula-
risierung angewendet.

Neben der Grofe der Liicken kann es auch eine Rolle spielen, an welcher Stelle sie in der
Lichtkurve auftreten. Um das zu untersuchen, wurden die Liicken an zwei verschiedenen
Stellen der Lichtkurven erzeugt, zum einen in dem ansteigenden Teil kurz nach Eintritt
des Kaustik-Crossings und zum anderen im Bereich des Maximums der Lichtkurve.

Die Lichtkurven und die daraus rekonstruierten Profile sind in den Abbildungen 7.16
und bis 7.25 dargestellt.

Zu erkennen ist, dass kleinere Liicken nur einen geringen Einfluss auf das rekonstruierte
Profil haben. Mit zunehmender Grofe der Liicken treten dann aber bei beiden angewen-
deten Regularisierungsverfahren deutlichen Abweichungen zum Originalprofil auf. Neben
dem Profil innerhalb der Liicke kann auch das Profil hinter den Liicken nur schlecht rekon-
struiert werden. Die Ursache hierfiir liegt in der kausalen Struktur des Kaustik-Crossings.
Die Lichtkurve zu einem bestimmten Zeitpunkt enthélt nur die Information iiber den Pro-
filverlauf, den die Kaustik bis dahin iiberquert hat. Umgekehrt wird fiir die Rekonstruktion
eines Profilpunktes bei einer bestimmten Position die bis dahin entstandene Lichtkurve be-
notigt. Fehlen durch eine Liicke Teile der Lichtkurve, so kann das Profil an diesen Stellen
nicht mehr zuverléssig rekonstruiert werden. Eine gute Rekonstruktion ist nur dann mog-
lich, wenn wir den genauen Verlauf der Lichtkurve zwischen den Liicken kennen. Die fiir
die Regularisierungsverfahren angewendete Diskretisierung geht von einem linearen Verlauf
zwischen den Datenpunkten aus. Daher kommt es insbesondere dann zu einer schlechten
Rekonstruktion des Profils, wenn die tatséchliche Lichtkurve zwischen den Liicken von
diesem linearen Verlauf abweicht. Das trifft vor allem fiir die gréfseren Liicken zu.

Dieses Ergebnis zeigt, dass hier eine prinzipielle Grenze der Regularisierungsverfahren
erreicht ist. Ohne Annahmen {iber den Verlauf der Lichtkurve in der Liicke ist die Rekon-
struktion des Profils hinter der Liicke nicht mehr mé&glich.
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Abbildung 7.13: Lichtkurven mit 20 nicht gleichméfig verteilten Datenpunkte und die
rekonstruierten Profile. Die Standardabweichung des Fehlers in den Daten betragt 1% und

5%.
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Abbildung 7.14: Lichtkurven mit 40 nicht gleichméfig verteilten Datenpunkte und die

rekonstruierten Profile. Die Standardabweichung des Fehlers in den Daten betragt 1% und
5%.
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Abbildung 7.15: Lichtkurven mit 60 nicht gleichméfig verteilten Datenpunkte und die
rekonstruierten Profile. Die Standardabweichung des Fehlers in den Daten betragt 1% und

5%.



104 Die Rekonstruktion des Quellprofils
1 1
i, i,
08 | i g 08 [
{H} ﬁi{
06 | i jans: 06 ] Ly
. , 29 = #
< H’ﬁ-i,_ﬁ < Hm_,ﬁ
i i Hifp L ) i Hifpd: 1
02 ﬁ 02t ;
wi A
0 |- 0 |-l
-1.5 0 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 -5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X X
1.2 T T T T —— 1.2 — T T T T —— T
Tikhonov reconstructed profile Tikhonov reconstructed profile
| original profile - | original profile -
08 08
o 06 o 06
% %
04 04
02 02
(U 0r 1
-5 -1 05 0 0.5 1 1.5 2 15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2
S §
1.2 T T T T T N T 1.2 T T T T T N T
Local Reg. reconstructed profile Local Reg. reconstructed profile
| original profile - | original profile -
08 08
g 06 o 06
%% )
04 1 04
02 02
(U < : 0r < .
-5 -1 05 0 0.5 1 1.5 2 15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2

Abbildung 7.16: Lichtkurven und mit der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und der lo-
kalen Regularisierung rekonstruierte Profile fiir unterschiedlich grofe Liicken. Links: keine

Liicke. Rechts: Liicke von —0,49 bis —0,37.
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Abbildung 7.17: Lichtkurven und mit der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und der lo-
kalen Regularisierung rekonstruierte Profile fiir unterschiedlich grofse Liicken. Links: Liicke
von —0,55 bis —0,31. Rechts: Liicke von —0,61 bis —0,25.
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Abbildung 7.18: Lichtkurven und mit der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und der lo-
kalen Regularisierung rekonstruierte Profile fiir unterschiedlich grofe Liicken. Links: Liicke

von —0,67 bis —0,19. Rechts: Liicke von —0,73 bis —0,13.
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Abbildung 7.19: Lichtkurven und mit der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und der lo-
kalen Regularisierung rekonstruierte Profile fiir unterschiedlich grofse Liicken. Links: Liicke
von —0,85 bis —0,01. Rechts: Liicke von —0,97 bis 0,10.
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Abbildung 7.20: Lichtkurven und mit der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und der lo-
kalen Regularisierung rekonstruierte Profile fiir unterschiedlich grofe Liicken. Links: Liicke
von —1,08 bis 0,22. Rechts: Liicke von —1,20 bis 0,34.
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Abbildung 7.21: Lichtkurven und mit der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und der lo-
kalen Regularisierung rekonstruierte Profile fiir unterschiedlich grofte Liicken. Links: keine

Liicke. Rechts: Liicke von 0,04 bis 0,16.



110 Die Rekonstruktion des Quellprofils
1 1
08 | i HH\ 0.8 | 'E‘ﬁ.‘_
L i,
06 | i jans: 06 | Ly
- ; 28 - Y
< H’ﬁ-i,_ﬁ S , Hm_,ﬁ
i i Hifp L ) i Hifpd:
02 ﬁ' 02 f ﬁ‘
wi A
0 |- 0 |-l
-1.5 0 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 -5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X X
1.2 T T T T —— 1.2 —r T T T T —— T
Tikhonov reconstructed profile Tikhonov reconstructed profile
| original profile - | original profile -
08 08
o 06 o 06
% %
04 1 04
02 02
(U 0r 1
-5 -1 05 0 0.5 1 1.5 2 15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2
S §
1.2 T T T T T N T 1.2 T T T T T N T
Local Reg. reconstructed profile Local Reg. reconstructed profile
| original profile - | original profile -
08 08
g 06 o 06
% %
04 04 F
02 02
(U < : 0r < -
-5 -1 05 0 0.5 1 1.5 2 15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2

Abbildung 7.22: Lichtkurven und mit der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und der lo-
kalen Regularisierung rekonstruierte Profile fiir unterschiedlich grofe Liicken. Links: Liicke
von —0,02 bis 0,22. Rechts: Liicke von —0,07 bis 0,27.
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Abbildung 7.23: Lichtkurven und mit der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und der lo-
kalen Regularisierung rekonstruierte Profile fiir unterschiedlich grofse Liicken. Links: Liicke
von —0,13 bis 0,34. Rechts: Liicke von —0,19 bis 0,39.
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Abbildung 7.24: Lichtkurven und mit der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und der lo-
kalen Regularisierung rekonstruierte Profile fiir unterschiedlich grofe Liicken. Links: Liicke
von —0,31 bis 0,51. Rechts: Liicke von —0,43 bis 0,64.
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Abbildung 7.25: Lichtkurven und mit der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und der lo-
kalen Regularisierung rekonstruierte Profile fiir unterschiedlich grofse Liicken. Links: Liicke
von —0,55 bis 0,75. Rechts: Liicke von —0,67 bis 0,87.
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Abbildung 7.26: (Links) Eindimensionales Helligkeitsprofil g(£) einer spotfreien Stan-
dardakkretionsscheibe und einer Akkretionsscheibe mit Spot. Die Position des Spots ist
&spot = —25Riy, sein Radius Rgpot = 1R, und der Kontrast C' = 20. (Rechts) Die aus
den Profilen resultierenden Mikrolensing-Lichtkurven der beiden Akkretionsscheiben.

7.8 Rekonstruktion kleiner Strukturen im Quellprofil

Neben der Rekonstruktion des globalen Verlaufs der Quellprofile interessiert uns auch, ob
es moglich ist, mit den vorgestellten Regularisierungsverfahren kleine Strukturen im Profil
zu rekonstruieren. Es ist leicht einzusehen, dass wir dafiir natiirlich héhere Anforderungen
an die beobachteten Lichtkurven stellen miissen. Wahrend zur Bestimmung der Quellgrofie
etwa 20 Messungen bei einem Fehler von 10% ausreichen, miissen wir, um Strukturen zu
erkennen, wesentlich genauer beobachten. Die erforderliche Sampling-Rate ist dabei vor
allem von der Grofe der Strukturen abhéngig.

Bei den folgenden Untersuchungen gehen wir daher davon aus, dass uns Lichtkurven mit
einer relativ hohen Sampling-Rate und einem geringen Messfehler zur Verfiigung stehen.
Wir werden nur Lichtkurven mit einem regelméfiigen Sampling betrachten. Dabei werden
wir uns sowohl dem Quasarmikrolensing als auch dem stellaren Mikrolensing zuwenden.

Die Schwierigkeit beim Erkennen kleiner Strukturen liegt darin, dass sie im Vergleich
zur gesamten Quelle nur sehr wenig zum Fluss beitragen. Wir werden aber sehen, dass es
durch das Kaustik-Crossing zu einer Verstarkung der Signatur dieser Strukturen kommt.

7.8.1 Strukturen bei Akkretionsscheiben

Das im Abschnitt 3.2 vorgestellte Standardmodell einer diinnen Akkretionsscheibe zeichnet
sich durch einen relativ glatten Verlauf der Helligkeitsverteilung aus. Wir wir gesehen
haben, lasst sich das Profil einer solchen Scheibe gut rekonstruieren.

Daneben ist es aber auch moglich, dass die Akkretionsscheibe Strukturen aufweist. Wir
werden in diesem Abschnitt die Fragestellung untersuchen, ob es moglich ist, solche kleinen
Strukturen aus Mikrolensing-Beobachtungen zu erkennen. Als Modell verwenden wir ein
Hot-Spot-Modell.
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Abbildung 7.27: Relative Abweichung A f(z) zwischen den Lichtkurven der Akkreti-
onscheiben aus Abbildung 7.26, normiert auf die maximale Amplitude der Lichtkurve der
spotfreien Akkretionsscheibe.

Ein solches Modell, bestehend aus einer homogenen Kreisscheibe mit den darauf verteil-
ten Spots wurde von Takahashi et al. verwendet. Dabei untersuchten die Autoren, welche
Lichtkurven sich bei einem Kaustik-Crossing-Ereignis fiir unterschiedliche Akkretionsschei-
benmodellen ergeben | ]

Wir verwenden hier eine diinne Akkretionsscheibe, auf der wir Spots an zuféllig ausge-
wihlten Positionen verteilen. Als Einschrénkung nehmen wir an, dass die Position 74,0 der
Spots zeitlich konstant bleibt, eine Rotation vernachlissigen wir also. Fiir reale Mikrolensing-
Situationen trifft dies sicherlich nicht zu, die Rotationsperiode der Scheibe kann deutlich
unter der Zeitdauer des Kaustik-Crossings liegen. Falls die Lebensdauer der Spots ausrei-
chend grof ist, kann unter Umstdnden dann der gleiche Spot mehrfach von der Kaustik
iiberquert werden.

Falls man bei der Rekonstruktion tatsdchlich Strukturen feststellen sollte, besteht dann
auch mehr das Problem, diese richtig zu interpretieren — eine Aufgabe, die aber aufterhalb
des Rahmens dieser Arbeit liegt und hier nicht weiter betrachtet werden soll.

Die Spots sind Kreisscheiben mit einem Radius Rgpor. Thre Helligkeit ist durch den
Kontrast C' gegeben, der das Verhaltnis zwischen Spothelligkeit und der lokalen Helligkeit
der Scheibe an der Spotposition beschreibt. Ein Wert C = 0 steht somit fiir einen dunklen
Spot, wiahrend bei C = 2 die Intensitdt des Spots doppelt so hoch ist wie die lokale
Intensitdt der Scheibe .

In einem ersten Schritt untersuchen wir, inwieweit es iberhaupt maoglich ist, einen Spot
zu erkennen. Dazu nehmen wir einen einzelnen Spot, den wir an unterschiedliche Positio-
nen 7gpot auf der Akkretionsscheibe platzieren. Danach berechnen wir das eindimensionale
Helligkeitsprofil der Akkretionsscheibe mit Spot und einer Scheibe ohne Spot und erzeugen
daraus die Lichtkurven eines Kaustik-Crossings durch Faltung mit der Verstarkungsfunk-
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Abbildung 7.28: Maximale Abweichung der Kaustik-Crossing-Lichtkurven zwischen ei-
ner strukturlosen Standardakkretionsscheibe und einer Standardakkretionsscheibe mit ei-
nem Spot in Abhéngigket von der Spotgrofe Rgpot, der sich bei (€;0) befindet. Die Spot-
grofe ist normiert auf die Grofe des marginal stabilen Orbits R,.
Die Abweichung héngt aufser vom Kontrast C' insbesondere von seiner Position ab. Spots,
die sich ndher am Zentrum der Akkretionsscheibe befinden, sollten somit besser erkennbar

sein.
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tion der Kaustik.

Abbildung 7.26 zeigt das eindimensionale Helligkeitsprofil mit der daraus resultierenden
Lichtkurve fiir ein solches Modell mit und ohne Spot. Der Spotradius Rgpot ist dabei von
der Grofe der Radius des inneren Randes Ry der Akkretionsscheibe, sein Kontrast betragt
C = 20.

Die Abweichung A f(z) zwischen den beiden Lichtkurven ist ein Mafs wie gut der Spot
zu erkennen ist, sie ist in Abbildung 7.27 dargestellt. Dabei wurde A f(z) auf die maximale
Amplitude der Lichtkurve der spotfreien Scheibe normiert, um sie mit der hier verwendeten

Definition der Messfehler vergleichen zu kénnen. Die maximale Abweichung liegt in diesem
Fall bei etwa 4%.

Die Erkennbarkeit eines Spots hdngt nicht nur von seiner Gréfe und dem Kontrast ab,
sondern auch von der Position, bei der er sich auf der Scheibe befindet, wie aus Abbildung
7.28 zu erkennen ist. Dort ist die maximale Abweichung der Lichtkurven zwischen einer
spotfreier Akkretionsscheibe und einer Scheibe mit einem Spot der Grofe Repot = 1Rin
fiir verschiedene Positionen 7o dargestellt.

Die Abweichung wird grofser, wenn sich der Spot ndher am Zentrum der Scheibe befin-
det. Die Erkennbarkeit von Spots gleicher Grofe und gleichem Kontrast steigt also zum
Scheibenzentrum hin an.

Nun wollen wir untersuchen, ob sich solche Spots iiberhaupt rekonstruieren lassen. Dafiir
nehmen wir das Modell einer diinnen Akkretionsscheibe mit einem Duchmesser von Rgjsx =
67,5R;n, auf der sich 20 zufillig verteilte Spots der Grofe Rgpor = 1R, und dem Kontrast
C = 10 befinden. Die Scheibe ist in Abbildung 7.29 dargestellt.

Abbildung 7.30 zeigt das resultierende eindimensionale Helligkeitsprofil, das wir durch
Integration entlang der angenommenen Kaustik-Richtung erhalten. Deutlich erkennbar
sind die Strukturen im Profil, die sich durch die Spots ergeben. Einige Spots sind dabei
so auf der Scheibe verteilt, dass sie sich in ihrer Wirkung ergénzen und sich dadurch
wesentlich deutlichere Signaturen im eindimensionalen Helligkeitsprofil ergeben.

Diese Strukturen sind auch, allerdings wesentlich schwicher, in der entsprechenden
Mikrolensing-Lichtkurve, die in Abbildung 7.31 dargestellt ist, erkennbar. Zur Rekonstruk-
tion der hieraus erzeugten Beobachtungslichtkurven wenden wir wieder die Tikhonov-Phil-
lips-Regularisierung und die lokale Regularisierung an.

Die Abbildungen 7.32 bis 7.34 zeigt Lichtkurven mit verschiedenen Messfehlern zwischen
1% und 6% und die daraus rekonstruierten Profile. Die Anzahl der Werte in der Lichtkurve
betragt jeweils n = 80.

Die Ergebnisse der Rekonstruktion zeigen, dass die lokale Regularisierungsmethode deut-
lich besser in der Lage ist, die Strukturen im Profil zu reproduzieren. Bei dem Tikhonov-
Phillips-Verfahren werden die Strukturen erst bei einem Messfehler von 1% rekonstruiert,
wahrend das lokale Verfahren schon bei einem hoheren Fehler von 4% dazu in der Lage
ist.

Neben dem Messfehler hat auch die Anzahl der Messwerte entscheidend Einfluss auf das
Ergebnis. Zum Vergleich sind in der Abbildung 7.35 Lichtkurven mit 40 und 60 Werten
und einem Fehler von 1% dargestellt. Im Vergleich zu der Lichtkurve mit 80 Werten werden
hier die Strukturen schlechter rekonstruiert.
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Abbildung 7.29: Zweidimensionales Helligkeitsprofil einer Standardakkretionsscheibe
mit Hot Spots. Die Scheibe hat einen Durchmesser von 67,5R;,. Der Spotdurchmesser
betragt 1Ry, ihr Kontrast C' = 10. Gebiete mit hoher Intensitit sind dunkel dargestellt.
Eingezeichnet ist die Bewegungsrichtung der Kaustik.
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Abbildung 7.30: Eindimensionales Intensitatsprofil der Akkretionsscheibe aus Abbildung
7.29
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fx)

Abbildung 7.31: Mikrolensing-Lichtkurve der Akkretionsscheibe aus Abbildung 7.29

7.8.2 Sternenflecken in Sternenatmosphiren

Die Beobachtung von stellaren Mikrolensing-Ereignissen ist eine der wenigen Methoden
neben der Photometrie und dem Doppler-Imaging, um detaillierte Informationen tiber die
Struktur von Sternatmosphéren zu erhalten. Ein Ziel dabei ist es, die Randverdunkelung
der Atmosphére zu bestimmen und sie mit theoretischen Modellen zu vergleichen. Daneben
erdffnet sich mit dem Mikrolensing auch die Moglichkeit, Informationen {iber Strukturen
auf der Sternenoberflache zu erhalten.

Das iiblicherweise angewendete Verfahren zur Analyse solcher Ereignisse ist der Fit
eines theoretischen Randverdunkelungsgesetzes an die Daten. So beispielsweise bei der
Untersuchung des MACHO 98-SMC-1-Ereignisses von Afonso et al., aus dem die Rand-
verdunkelung des gelinsten Sternes in mehreren Wellenldngenbandern bestimmt werden
konnte | |.

In der Literatur finden sich verschiedene Formulierungen zur Beschreibung der Rand-
verdunkelung eines Sternes. Die einfachste Formulierung kommt mit nur einem Parameter
aus und beschreibt einen linearen Zusammenhang

=1 (- ) (73
zwischen dem Austrittswinkel § der Strahlung und der Intensitdt. Dabei ist p durch p =
cos 0 gegeben. Daneben finden sich aber auch Randverdunkelungsgesetze hoherer Ordnung,
beispielsweise das quadratische Gesetz

I(p) 2

—=1—u;(1 —p)—us(l— 7.4
mit den Randverdunkelungsparametern u; und us. Eine Ubersicht iiber weitere gebriuch-
liche Formulierungen gibt Claret | |.
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Abbildung 7.32: Lichtkurven fiir die Akkretionsscheibe mit Hot-Spots und die daraus mit
der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und mit der lokalen Regularisierung rekonstruierten

Profile. (Links) 6% Fehler. (Rechts) 5% Fehler.
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Abbildung 7.33: Lichtkurven fiir die Akkretionsscheibe mit Hot-Spots und die daraus mit
der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und mit der lokalen Regularisierung rekonstruierten
Profile. (Links) 4% Fehler. (Rechts) 3% Fehler.
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Abbildung 7.34: Lichtkurven fiir die Akkretionsscheibe mit Hot-Spots und die daraus mit
der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und mit der lokalen Regularisierung rekonstruierten

Profile. (Links) 2% Fehler. (Rechts) 1% Fehler.
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Abbildung 7.35: Lichtkurven mit einem Fehler von 1% fiir die Akkretionsscheibe mit
Hot-Spots und die daraus mit der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und mit der lokalen
Regularisierung rekonstruierten Profile (Links) 40 Messwerte. (Rechts) 60 Messwerte.
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Abbildung 7.36: (Oben) Eindimensionale Helligkeitsprofile von einem fleckfreien Stern
und einem Stern mit einem dunklen Fleck mit Radius Rgpot = 0,1Rgstar an der Position
(x = —0,5Rgtar; y = 0). Die Randverdunklung des Sternes folgt dem linearen Gesetz
Gleichung (7.3) mit u; = 0,6.

(Mitte) Lichtkurven eines Kaustik-Crossing-Ereignisses der beiden Sterne. (Unten) Dif-
ferenz der beiden Lichtkurven.
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Abbildung 7.37: Maximale Abweichung der Kaustik-Crossing-Lichtkurven zwischen ei-
nem spotfreien Stern und einem Stern mit einem Fleck in Abhéngigkeit von der Flache
Fypor des Flecks. Der Verlauf ist dargestellt fiir einen Stern mit einer gleichférmigen Hel-
ligkeitsverteilung (uniform) und einen Stern mit Randverdunkelung (limb darkening) und
fiir zwei verschiedene Spotpositionen (Rgpot = 0, Rspot = —0,5Rstar)-



126 Die Rekonstruktion des Quellprofils

Abbildung 7.38: Die drei Sternenmodelle. (Links) Stern ohne Spot. (Mitte) Stern mit
einem Spot mit Repot = 0,1Rstar. (Rechts) Stern mit einem Spot mit Repor = 0,2 Rgtar-
Das Limb-Darkening des Sternes folgt der linearer Gleichung 7.3 mit u; = 0,6. Die Spot-
position ist bei z = —0,5Rgtar.

Da man annimmt, dass sich die Sternatmosphéren gut durch die Randverdunkelungs-
gesetze beschreiben lassen, ist in diesem Fall die Fit-Methode sicherlich besser geeignet,
das Sternprofil zu rekonstruieren. Ausserdem erhélt man bei dieser Methode direkt die
Randverdunkelungsparameter und kann sie mit theoretischen Sternatmosphérenmodellen
vergleichen. Ist es daher iiberhaupt sinnvoll, die direkte Profilrekonstruktion mit den Re-
gularisierungsmethoden auch bei stellaren Mikrolensing-Ereignissen anzuwenden?

Ein Nachteil des Anfittens von Randverdunkelungsgesetzen an die Lichtkurven von
Mikrolensing-Ereignissen ist, dass sie nicht ohne weiteres in der Lage sind, Strukturen wie
Sternenflecken zu reproduzieren. Hier bietet die Profilrekonstruktion mit den Regularisie-
rungsverfahren gegeniiber der Fit-Methode den Vorteil, dass sich aus der Rekonstruktion
unmittelbar die Signatur des Flecks ergibt. Wir werden daher hier die Fragestellung un-
tersuchen, ob es moglich ist, aus der Lichtkurve eines Kaustik-Crossings-Ereignisses einen
Sternenfleck zu rekonstruieren. Dabei soll vor allem untersucht werden, welches der vorge-
stellten Regularisierungsverfahren dazu besser in der Lage ist.

Fiir die folgenden Untersuchungen beschreiben wir den Fleck durch eine Kreisscheibe
mit einem Radius Rgpot auf der projizierten Sternoberflaiche. Wir werden dabei nur dunkle
Flecken mit dem Kontrast C' = 0 betrachten.

Abbildung 7.36 zeigt die eindimensionalen Helligkeitsprofile eines Sternes mit und ohne
Fleck und die daraus resultierenden Lichtkurven. Der Fleck hat einen Radius von Rgpor =
0,1 Rgtar. Die untere Grafik zeigt die Differenz der beiden Lichtkurven.

In Abbildung 7.37 ist die Differenz der Lichtkurven in Abhéngigkeit von der Fléache des
Flecks dargestellt. Die Differenz ist dabei auf die maximale Amplitude der Lichtkurve des
fleckfreien Sterns normiert. Sie héngt in geringem Mafie von der Position des Flecks und
von der Art der Randverdunkelung ab. Die Graphik zeigt, dass es durch das Mikrolensing
ungefahr zu einer Verdopplung der Signatur des Flecks kommt.

Abbildung 7.38 zeigt drei Stermodelle. Eine der drei Sterne ist fleckfrei, die beiden
anderen haben Flecken mit den Radien Repot = 0,1 Rgtar und Rgpot = 0,2 Rgar. Die resul-
tierenden eindimensionalen Helligkeitsprofile sind in Abbildung 7.39 zusammen mit den
daraus erzeugten Lichtkurven dargestellt.
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Abbildung 7.39: Die eindimensionalen Sternprofile und die daraus resultierenden
Mikrolensing-Lichtkurven.
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Abbildung 7.40: Die mit der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und der lokalen Regu-
larisierung rekonstruierten Profile der drei Sterne im Vergleich zum Originalprofil. Beide
Methoden haben Schwierigkeiten mit dem steilen Anstieg des Profils am Rand des Sternes.
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Abbildung 7.41: I-Band-Lichtkurve von OGLE-2002-BUL-69.

Die Qualitat der Lichtkurven orientiert sich dabei an den Daten des OGLE-2002-BUL-
69-Ereignisses. Sie weisen jeweils 100 gleichméfbig verteilte Datenpunkte auf mit einem
Messfehler von 1% der maximalen Amplitude.

In Abbildung 7.40 sind die mit der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und mit der loka-
len Regularisierung rekonstruierten Profile dargestellt. Man erkennt, dass beide Methoden
Probleme haben, den relativ steilen Anstieg des Profilrandes zu rekonstruieren. Allerdings
tritt die Signatur des Flecks bei der lokalen Regularisierung deutlicher zu Tage.

7.9 Anwendung auf das OGLE-2002-BUL-69-Ereignis

Im Jahr 2002 wurde von der PLANET-Kollaboration das stellare Mikrolensing-Ereignis
OGLE-2002-BUL-69 beobachtet, bei dem ein Stern eine Doppellinse durchquerte. Bei dem
Stern handelt es sich um einen G5III-Uberriesen, dessen Atmosphire von Cassan et al.
mit den PLANET-Daten analysiert wurde | |. Die Methode war dabei der Fit eines
Atmosphérenmodells an die Lichtkurve. Die Zeitdauer des Kaustik-Crossings wurde so zu
At = 1,4594 d bestimmt, der Eintritt des Sterns erfolgte zum Zeitpunkt ¢ = 2465,637 d.

Die Daten wurden von Daniel Kubas zur Verfiigung gestellt, um an ihnen die direkte
Profilrekonstruktion durchzufiithren. Eine detaillierte Analyse des Ereignisses liegt aufier-
halb des Rahmens der hier durchgefithrten Untersuchung, dafiir sei auf die Arbeiten von
Cassan und von Kubas | | verwiesen.

Bei dem Ereignis wurden zwei Kaustik-Crossings beobachtet, von denen aber nur bei
einem die Datendichte ausreichend hoch ist, das es sich zur Anwendung der Profilrekon-
struktionverfahren eignet. Die Daten stammen vom MPG/ESO 2,2 m-Teleskop auf La Silla.
In Abbildung 7.41 ist die Lichtkurve dargestellt. Bei der Darstellung wurde die Zeitachse
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Abbildung 7.42: (Oben) Um den Fluss fj korrigierte Lichtkurve des OGLE-2002-BUL-
69-Ereignis (Unten) Mit der lokalen Regularisierung rekonstruiertes eindimensionales Hel-
ligkeitsprofil des gelinsten Sterns.
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Abbildung 7.43: (Oben) Ausschnitt aus der Lichtkurve von OGLE-2002-BUL-69. (Un-
ten) Mit dem lokalen Regularisierungsverfahren rekonstruiertes Profil fiir diesen Abschnitt
der Lichtkurve.



132 Die Rekonstruktion des Quellprofils

invertiert, um eine Ubereinstimmung mit der in dieser Arbeit verwendeten Konvention ei-
ner von links nach rechts wandernden Kaustik zu erzielen. Insgesamt weist die Lichtkurve,
die im I-Band beobachtet wurde, 142 Datenpunkte auf, der Messfehler liegt bei unter 1%,
bezogen auf die maximale Amplitude. Die Lichtkurve weist mehrere grofere Liicken in den
Daten auf.

Abbildung 7.42 zeigt die um den Fluss fy der anderen Mikrobilder korrigierte Licht-
kurve des Kaustik-Crossings und das daraus mit dem lokalen Regularisierungsverfahren
rekonstruierte eindimensionale Helligkeitsprofil. Der Fluss fy wurde dabei durch lineare
Approximation bestimmt. Wegen der grofen Liicken in den Daten kénnen wir nicht erwar-
ten, dass uns eine vollstdndige Rekonstruktion des Profils des Sterns moglich ist. Allerdings
ist es moglich, die Grofe des Stern bzw. die Zeitdauer des Kaustik-Crossings aus dem Pro-
fil abzuschitzen. Sie liegt bei At ~ 1,5d und ist in Ubereinstimmung mit dem von Cassan
gefundenen Wert.

Abbildung 7.43 zeigt einen Ausschnitt aus der Lichtkurve mit der ersten in ihr auftre-
tenden Liicke und das daraus rekonstruierte Profil. Aufgrund unserer Ergebnisse der Simu-
lationen kénnen wir erwarten, bis zur Liicke ein zuverlassiges Ergebnis fiir den Verlauf des
Sternprofils erhalten zu haben. In diesem Abschnitt des Profils sind keine Signaturen von
Strukturen in der Sternatmosphére erkennbar. Fine Bestimmung der Randverdunkelungs-
parameter allein aus diesem rekonstruierten Profil oder ein Vergleich mit theoretischen
Sternatmosphérenmodellen ist allerdings nicht moglich, da dafiir eine genaue Kenntnis
des Sternradius erforderlich ist, den wir fiir dieses Ereignis nicht genau genug bestimmen
koénnen.

7.10 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wendeten wir die vorgestellten Regularisierungsverfahren zur Profilre-
konstruktion an. Diese Verfahren gehen von der Approximation einer Fold-Kaustik durch
eine Gerade aus. Als Voraussetzung dafiir wird in der Literatur ein maximaler Quelldurch-
messer von 0,1 Ry angegeben. Wir untersuchten zuerst die Giiltigkeit dieser Naherung und
konnten zeigen, dass es Situationen geben kann, bei denen auch fiir Quellen mit dieser Gro-
fse eine genaue Rekonstruktion des Profil nicht moglich ist. Bei den Lichtkurven, bei denen
dies nicht moglich war, stellten wir fest, dass der Fluss fy auferhalb der Kaustik nicht
durch einen linearen Verlauf beschrieben werden kann. Ob dadurch moéglicherweise ein
Ausschlusskriterium fiir Lichtkurven gegeben ist, die sich nicht fiir eine Rekonstruktion
eignen, sollte weiter untersucht werden.

Wie gut sich nun tatséchlich das Helligkeitsprofil einer mikrogelinsten Quelle rekonstru-
ieren laft, hdngt von der Qualitdt der beobachteten Lichtkurve ab. Unsere Simulationen
zeigten, dass fiir gleichméfig verteilte Messdaten ab etwa 15 Datenpunkten mit einem
Fehler von 5% eine zufriedenstellende Rekonstruktion moglich ist. Bei einem Messfehler
von 1% ergab sich eine fast perfekte Ubereinstimmung zwischen Originalprofil und dem
rekonstruierten Profil. Zwischen den beiden angewendeten Verfahren, der Tikhonov-Phil-
lips-Regularisierung und der lokale Regularisierung waren keine signifikanten Unterschiede
bei der Rekonstruktion des globalen Profilverlaufs auszumachen.

Die Simulationen zeigten auch, dass ab einer bestimmten optimalen Anzahl von Daten-



7.10 Zusammenfassung 133

punkten eine Erhohung der Zahl der Messungen nicht mehr zu einer wesentlichen Verbes-
serung des rekonstruierten Profilverlaufs fiihrt.

Weitere Simulationen zeigten, dass auch bei einer von einem regelméfiigem Sampling
leicht abweichenden Verteilung der Datenpunkte eine gute Rekonstruktion des Profils mog-
lich ist.

Wir konnten auch feststellen, dass die Grenze der Rekonstruktionsverfahren dann er-
reicht ist, wenn grofsere Liicken in den Lichtkurven auftreten. In diesen Féllen ist es nicht
mehr moglich, das Profil ab Beginn der Liicke in den Daten zuverldssig zu rekonstruieren.
Es ist nur moglich, den Profilverlauf bis zum Eintreten dieser Liicke zu rekonstruieren.
Solche Lichtkurven eignen sich aber immer noch, um die Grofe des beobachteten Objek-
tes abzuschétzen. Hier sind Methoden, die ein Modell des Helligkeitsverlauf an die Daten
anfitten, eindeutig im Vorteil.

Bei der Rekonstruktion kleiner Strukturen zeigte sich ein deutlicher Unterschied zwi-
schen den beiden Regularisierungsverfahren. Anhand von einem Hot-Spot-Modell einer
AKkkretionscheibe und von Sternmodellen mit Flecken konnten wir feststellen, dass mit der
lokale Regularisierung die Rekonstruktion der Signatur der Strukturen wesentlich besser
gelingt.

Testweise wendeten wir die lokale Regularisierungsmethode auf das OGLE-2002-BUL-
69-Ereignis an, einem stellaren Kaustik-Crossing und konnten zumindest die angegebene
Grofse des Sternes ungefiahr reproduzieren.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Die Grundlage dieser Arbeit bildete die Anwendung des Mikrogravitationslinseneffekts
zur Untersuchung astronomischer Objekte. Im Vordergrund stand dabei vor allem die Un-
tersuchung von Quasaren. Mikrolensing ist eine der wenigen Methoden, mit denen die
inneren Gebiete eines Quasares direkt beobachtet werden kénnen. Aus den Lichtkurven
eines Kaustik-Crossing-Ereignisses ist es im Prinzip moéglich, das Helligkeitsprofil der Ak-
kretionsscheibe zu bestimmen.

Um festzustellen, ob ein bestimmter gelinster Quasar iiberhaupt mit Mikrolensing un-
tersucht werden kann, sollten wir wissen, ob in dem betreffenden System {iberhaupt Mi-
krolensing auftritt. Um diese Frage zu kldren, haben wir im ersten Teil der Arbeit an
drei Systemen, dem Vierfachquasar HE 0435-1223 und den Doppelquasaren UM 673 und
HE 0047-1756 nach Signaturen fiir Mikrolensing in ihren Spektren gesucht. Bei zwei der
untersuchten Systeme, HE 0435-1223 und HE 0047-1756 konnten deutliche Anzeichen fiir
Mikrolensing beobachtet werden. Bei HE 0047-1746 kommt es dariiber hinaus moglicher-
weise zu einer differentiellen Verstarkung der Kontinuumsregion.

Allerdings kénnen wir uns noch nicht sicher sein, bei HE 0435-1223 und HE 0047-175
tatsdchlich Mikrolensing gefunden zu haben. Intrinsische Ursachen fiir die beobachteten
Unterschiede in den Spektren kénnen wir aufgrund der einmaligen Beobachtung dieser
Systeme nicht ausschliefsen. Diese beiden Quasare sollten in der Zukunft unbedingt weiter
untersucht werden, um unsere Annahme von Mikrolensing zu untermauern.

In dem dritten untersuchten System, UM 673, fanden wir keine Hinweise dafiir. Aus dem
Vergleich mit &lteren Beobachtungen dieses Quasares kann gefolgert werden, dass es mog-
licherweise auch in einem ldngeren Zeitraum von iiber zwei Jahrzehnten kein Mikrolensing
in diesem System gegeben hat.

Nachdem wir in einem Quasarsystem Mikrolensing festgestellt haben, kénnen wir da-
mit versuchen, den Quasar zu untersuchen. Damit befassten wir uns im zweiten Teil der
Arbeit, in dem wir uns mit der Rekonstruktion des Helligkeitsprofils aus beobachteten
Mikrolensing-Lichtkurven beschéftigten. Die mathematische Beschreibung dieser Aufgabe
fithrt zu einer Volterra’schen Integralgleichung der ersten Art, fiir die Grieger zeigen konn-
ten, dass zu ihrer Losung spezielle Methoden, die sogenannten Regularisierungsverfahren,
erforderlich sind. Grieger wendete fiir dieses Problem die Tikhonov-Phillips-Regularisie-
rung an. Es zeigte sich aber, dass dieses Verfahren fiir diese Aufgabe nicht besonders gut
angepasst ist, da es die spezielle kausale Struktur der Volterra’schen Integralgleichung
nicht berticksichtigt. Eine speziell fiir solche Probleme entwickelte Methode ist die lokale
Regularisierung, von der wir anhand von Simulationen zeigen konnten, dass mit ihr die
Rekonstruktion des Quellprofils moglich ist.

Zur Anwendung der lokalen Regularisierung haben wir einen Algorithmus entwickelt, der
es moglich macht, dieses Verfahren auf die Mikrolensing-Lichtkurven anzuwenden. Im Ge-



136 Zusammenfassung und Ausblick

gensatz zu den in der Literatur vorgestellten Verfahren ist es bei dem von uns entwickelten
Algorithmus mdoglich, ihn auch bei unregelméfig gemessenen Daten anzuwenden. Unsere
Simulationen zeigten, dass es mit dem Diskrepanzprinzip moglich ist, einen geeigneten
Regularisierungsparameter zu bestimmen.

Beim Vergleich des lokalen Regularisierungsverfahrens mit der Tikhonov-Phillips-Re-
gularisierung zeigte sich, dass die Rekonstruktion des globalen Profilverlaufs bei beiden
Methoden ab etwa 15 Datenpunkte moglich ist. Beide Methoden haben ihre Grenze, wenn
grofere Liicken in der Lichtkurve auftreten. Bei der Rekonstruktion kleiner Strukturen
zeigte sich dann, dass die lokale Regularisierung hierzu deutlich besser in der Lage ist.

Anwenden konnten wir die lokale Regularisierung auf ein stellares Mikrolensing-Ereignis.
Leider waren wir noch nicht in der Lage, es bei Quasaren anzuwenden, da bis jetzt kein
eindeutig identifiziertes Kaustik-Crossing bei einem Quasar beobachtet wurde. Da unsere
Untersuchung der Spektren aber zeigte, dass Mikrolensing durchaus hiufig sein kann, ist
fiir die Zukunft zu hoffen, dass solche Ereignisse tatséchlich gefunden werden.

Da die lokale Regularisierung fiir die Rekonstruktion der Helligkeitsprofile gegeniiber
der Tikhonov-Phillips-Regularisierung Vorteile aufwies, stellt sich die Frage, ob sie nicht
auch fiir Anwendung bei anderen inversen Probleme besser geeignet ist. Inzwischen wurde
auch eine Variante dieser Methode fiir die Fredholm’schen Integralgleichungen der ers-
ten Art vorgestellt | |, so dass sie moglicherweise bei einer Vielzahl von Problemen
angewendet werden kann. Allerdings sind die Verfahren zur Bestimmung des Regularisie-
rungsparameter noch nicht ausreichend gut entwickelt.



9 Anhang

A.1 Diskretisierung des Profils

Fiir die Anwendung der Regularisierungsmethoden miissen wir die Abel’sche Integralglei-
chung diskretisieren. Dafiir wenden wir das gleiche Verfahren wie bei Grieger et al. an

[ |-

Die diskretisierte Lichtkurve

f= e fn)" (A1)

ist durch den zu den Zeitpunkten ¢; (j = 1,...,m) bzw. den entsprechenden Kaustik-
Positionen & = (z1, ..., 7m)T gemessenen Fluss f; = f(z;) gegeben.
Die Profilfunktion g(§) wird durch ihre Funktionswerte
_ T
g - (917 7.971) 9 (AQ)

an den Stellen & = (&1,...,&,)7 dargestellt. Dazwischen wird die Funktion g(¢) durch
stiickweise, lineare Funktionen

9(6) = > a:()(8) (A-3)
i=2
mit
9i(§) = gi-1+si(§—&-1) (i=2,3,....n) (A.4)
interpoliert. Dabei bezeichnet ¢;(£) die charakteristische Funktion

1 fire1 <<z (1=2,3,..,n)

w@={y i . (A5)

Die Steigung s; der Interpolationsgeraden zwischen g;—1 und g; ist durch

9i — gi—1
§; = —-—"— A6
& —&i1 (4.6)

gegeben.

A.2 Algorithmus fiir die lokale Regularisierung

Die Grundlage des fiir diese Arbeit entwickelten Algorithmus fiir lokale Regularisierung ist
das von Lamm vorgestellte Verfahren | |. Dort wird allerdings die Funktion g durch
stickweise konstante Funktion interpoliert und auflerdem wird vorausgesetzt, dass die
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Stiitzstellen von g und f gleichméfige Abstdnden aufweisen, wodurch sich das Verfahren
nicht unmittelbar auf astronomische Lichtkurven anwenden lafst.

Das Verfahren von Lamm wurde daher fiir die hier verwendete Diskretisierung mit stiick-
weisen, linearen Interpolationspolynomen und fiir nicht gleichméfig verteilten Stiitzstellen
von g und f erweitert.

Fir die lokale Regularisierung werden die Stiitzstellen € von g so gewéhlt, dass sie
den Positionen & der Kaustik bei den gemessenen Lichtkurvenwerten entsprechen. Das zu
rekonstruierende Profil wird dann durch einen iterativen Algorithmus bestimmt.

Wir setzen voraus, dass beim ersten Messwert die Kaustik das Profil noch nicht er-
reicht hat, daher konnen wir den ersten Profilwert g; = 0 setzen. Im ersten Iterations-
schritt bestimmen wir g2(§) durch einen Least-Square-Fit an die ersten r + 1 Datenpunkte
f2, .-+, fotr. Dazu minimieren wir

2

(w2 = £)g2(§)¢2(€) A€

Q2 =
2
+

Al = €)92(6) (62(6) + 9(6)) ¢

f2—/0x214
f3—/0x3
+

+ ..

2
+

e = [ Awrsr = O (00(6) et 020,()

(A7)

Die schon rekonstruierten Profilwerte kennzeichen wir zur Unterscheidung von den noch
nicht bestimmten Profilwerten durch eine Tilde. Im zweiten Iterationsschritt wird g3(§)
durch einen Fit an die Daten f3, ..., f34, durch die Minimierung von

Q3 =

fi= [ Al = 9 ()00
2

+ 93()9s(€) ) d€

+

fi [ Al =9 (20000
2

+ 95(6)[63(6) + 64(8)] ) ¢
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+

e = [ Al = 02160020
2

+ 95(6) [99(6) + -+ D34 ()] ) d

(A.8)

bestimmt. Allgemein erhalten wir g4(£) im (¢ — 1)-ten Schritt durch Minimierung von

Qq:

fo= [ Gy = (2(626) + e+ 51190019
0
2

+ 94(6)84(€) ) de

+

= [ A = (00200 + 5410 1(6
2

+ 94(6)[6a(8) + B411(6)] ) d€

+ ...+
= [ Al = (82(6)02(6) + o+ 41 (90010
2
 90(€)[64(6) + -+ By (6)] ) g
(A.9)
Q4 konnen wir durch eine Summe iiber »
Q= Qqj (A.10)
j=0
darstellen mit den Koeffizienten
Qqj = |fati— /0 " Alzgrj — §) <§2(€)¢2(5) + oo+ Gg-1(§)dg-1(6)
2
+ 94(©)[64(8) + o+ 0045(9)] ) A€ | (A1)

~
=:5q,5



140 Anhang

Fiir A setzen wir die Kaustik-Verstarkungsfunktion ein und erhalten damit

,J / WZ Ji— 1+ — Tj— 1) )@Z)z(g) d¢

L b (€= rar)se) S on(6) de
+ ———(9g—1 +(§ —xg-1)s i
0 \/m ! ! ! i=q
q_l ZT; 1
= (g1 + (£ — i-1)5) d€
i=2 /xil V Lag+j _5
= D 7]-
Lq+j
(gq 1+ (€ —2g-1)8q) dE . (A.12)
vV Lq+j —
=: Eq,;
D, ; stellen wir durch eine Summe dar
q—1 )
Dyj =D (A.13)
i=2
mit
D( ) / (gz 1 —|— xi—l)gi) d€
1 VZPq+i —

=2(gi-1 — 715 (\/l'quj —Ti—1 — \/:Eq+j — xz)

2
+ gsi ((2xq+]’ + SUi—l)\/qu—i-j — Ti—1 — (235q+j + xi)\/l'q—i-j - J,‘l) .

(A.14)

Fiir B, ; erhalten wir

Eqj=2(Gg—1— Tq-18,) (\/xq+j —Zg-1— \/xq+j - $q+j)
2
+ 53 ((2xq+j + xq—l) xq—i—j — Lg—-1 — (2xq+j + xq-i—j) V Lg+j — xq-i-j)
=20q-1/Tqt+j — Tq—-1 + Sq 3V Lg+j — Lq— l(wq—m Tg— 1)

=: Mg, =: Ny ;
= MqJ' —+ Squ,j . (A15)
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Damit kénnen wir ), wie folgt darstellen:
T
Qq = Z Qq.j
§=0
-
= > (forj — Sa4)’?
j=o
.
= Z(fqﬂ‘ —Dyj— Mg — Squ,j)2 . (A.16)
§=0
Den gesuchten Profilwert erhalten wir durch die Minimierung von @, mit
d T
ng = Z _2Nq,j(fq+j —Dgj — Mgy — Squ,j) =0 (A.17)
q =0
zu .
o ijo Nogj(farj — Dgj — Mg,) A
Sq = ST N2 . (A.18)
J=0""q,J
Die Auswertung der zweiten Ableitung
d? S
2= 2Ng; >0 (A.19)
q =0

zeigt, dass wir tatséchlich ()4 minimiert haben und dadurch den aktuellen Profilwert g, (€)
bzw. die Steigung s, der Interpolationsgeraden im entsprechenden Interval erhalten haben.
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