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Zusammenfassung

Anhand eines paradigmatischen Modellbeispiels werden die Konsequenzen
der Koexistenz vieler Attraktoren auf die globale Dynamik schwach dissipati-
ver Systeme studiert. Es wird gezeigt, dafl diese Systeme eine sehr reichhaltige
Dynamik besitzen und extrem sensitiv gegeniiber Stérungen in den Anfangs-
bedingungen sind. Diese Systeme zeichnen sich durch eine enorm hohe Flexi-
bilitat ihres Verhaltens aus.

1 Einfiihrung

Nichtlineare dynamische Systeme zeigen eine Vielfalt von unterschiedlichem Lang-
zeitverhalten (auch als Attraktoren bezeichnet), von denen stationéres, periodisches,
quasiperiodisches oder chaotisches Verhalten besonders typisch sind. Ein wichtiger
Zugang zur Analyse des komplexen Verhaltens nichtlinearer dynamischer Systeme
ist das Studium der Dynamik bei Verdnderung von Systemparametern. Die Methode
der qualitativen Analyse beschreibt Charakteristika von dynamischen Systemen, die
invariant gegeniiber Koordinatentransformationen sind, wie z. B. die Art und Anzahl
von verschiedenem Langzeitverhalten sowie seine Stabilitdt. Von besonderem Inter-
esse sind dabei Ubergéinge zwischen verschiedenen Formen des Langzeitverhaltens
(Bifurkationen) (z. B. stationér — periodisch oder periodisch — quasiperiodisch) so-
wie die Anderung der Anzahl der Attraktoren (stabiles Langzeitverhalten) und/oder
ihrer Stabilitdt. Bisher wurden im Rahmen der nichtlinearen Dynamik vorrangig
solche Systeme untersucht, deren Verhalten von einem oder zwei koexistierenden
Attraktoren bestimmt wird [1]. Es wird jedoch angenommen, daf§ viele Systeme in
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der Natur durch Modelle mit mehreren koexistierenden Attraktoren adiquater ab-
gebildet werden. Die Koexistenz von vielen Attraktoren bedeutet, dafl das System
multistabil ist und es entscheidend von den Anfangsbedingungen abhéngt, welches
Langzeitverhalten sich einstellen wird, d.h. zu welchem Attraktor das System kon-
vergiert. Multistabilitdt ist zugleich als eine entscheidende Bedingung fiir Selbst-
organisation und Evolution anzusehen, wie bereits 1980 von Ebeling und Feistel
festgestellt wurde [2].

Dem Phénomen der Multistabilitdt begegnet man in vielen unterschiedlichen Ge-
bieten der Naturwissenschaften. Als Beispiele seien hier nur einige Systeme aus der
groflen Vielfalt der experimentellen Beobachtungen sowie der theoretischen Untersu-
chungen genannt: Mehrfache koexistierende Zusténde sind in Reaktions-Diffusions-
Systemen bekannt [3]. Man findet sie auch in der Strom-Spannungs-Charakteristik
in Ubergittern von dotierten Halbleitern [4]. In der Laseroptik werden zwei verschie-
dene Typen von Multistabilitét unterschieden: Zum einen entsprechen die Mehrfach-
zustdnde einem Output mit unterschiedlichen Intensitédten, zum anderen spricht man
von rdumlicher Multistabilitdt, wenn sich die Outputs in ihrer transversalen Struk-
tur unterscheiden [5]. Multistabilitit wird ebenfalls in einfachen, nichtlinearen at-
mosphérischen Klimamodellen [6] sowie in Modellen fiir die thermohaline Ozeanzir-
kulation [7] beobachtet. Dariiberhinaus wurden Mehrfachzustdnde auch in schwach
gekoppelten bistabilen Systemen gefunden [8]. Multistabilitét ist jedoch nicht nur
eine inhédrente Eigenschaft ausgedehnter Systeme, zu denen alle bisher genannten
Beispiele zéhlen, sondern wird auch in Systemen mit einer Zeitverzogerung (Delay-
Gleichungen), die Neuronen vom Hodgkin-Huxley-Typ beschreiben, beobachtet [9].
Nicht zuletzt sei erwihnt, daff Multistabilitdt auch als ein wichtiger Mechanismus
zur Mustererkennung sowohl in lebenden als auch in kiinstlichen Neuronennetzwer-
ken betrachtet wird [10]. Alle diese Systeme zeigen ein sehr komplexes Verhalten, da
die Wechselwirkung zwischen den einzelnen Attraktoren als zusétzliche Eigenschaft
die Dynamik bestimmt.

Wihrend Systeme mit zwei koexistierenden Attraktoren, d.h. bistabile Systeme,
ausfiihrlich, insbesondere auch von Ebeling und seinen Mitarbeitern [2, 11] unter-
sucht worden sind, gibt es bisher nur wenige Arbeiten, die sich mit der Untersuchung
von Eigenschaften multistabiler Systeme beschéftigen. Der weitaus grofite Teil der
schon eingangs zitierten Arbeiten stellt lediglich die gleichzeitige Existenz von meh-
reren Attraktoren in speziellen dynamischen Systemen fest, ohne jedoch die Konse-
quenzen fiir die Dynamik im Detail zu untersuchen. Im folgenden soll anhand eines
sehr einfachen mechanischen Systems demonstriert werden, welche Auswirkungen
die Koexistenz vieler Attraktoren auf die globale Dynamik eines Systems hat und
wie sich das qualitative Verhalten unter dem Einflul von Rauschen verdndert.



2 Ein Modell fiir Multistabilitit

Als einfachstes Modell fiir ein multistabiles System betrachten wir einen geddmpften
mechanischen Rotor, der periodisch angestofien wird. Die Dynamik wird dann durch
nur zwei Variable beschrieben — die Phase x und die Winkelgeschwindigkeit y. Da wir
voraussetzen, dafl die Anregung durch das Anstoflen des Rotors nur zu Zeitpunkten
t = T,2T,3T, ... erfolgt, kann man das lineare Differentialgleichungssystem fiir &
und y zwischen aufeinanderfolgenden Kicks integrieren und die gesamte Dynamik
durch eine Abbildung beschreiben, die den Zustand des Systems stets genau nach
dem Kick wiedergibt:

Tke1 = X+ yr mod 27 (1)

Yprr = (1 —1v)yr + fosin(zg + y)

Das Verhalten wird dabei von zwei Parametern bestimmt, der Stérke der Kicks f
und der Dampfung v.

Ohne Dédmpfung (v = 0) geht das System in eine flichenerhaltende Abbildung
iiber, die der Standard-Abbildung in der Hamiltonschen Dynamik entspricht [12]. In
diesem Grenzfall nimmt man an, dafl das System unendlich viele, marginal stabile pe-
riodische Orbits besitzt. Um diese stabilen Orbits herum existieren Inseln reguldrer
Bewegung (neben invarianten Kolmogorov-Arnold-Moser-Flichen), die eingebettet
sind in einen “See” chaotischer Dynamik. Wird jedoch eine kleine Dédmpfung in das
System eingefiihrt (0 < v < 1), dann werden aus allen stabilen periodischen Orbits
periodische Attraktoren. Aber obwohl man glaubt, dafl im Hamiltonschen Grenz-
fall unendlich viele Orbits koexistieren, findet man bei kleiner Dampfung nur eine
endliche Anzahl periodischer Attraktoren fiir einen gegebenen Wert der Anregungs-
amplitude [13]. Diese Zahl der koexistierenden Attraktoren kann jedoch beliebig grof3
sein, sofern man die Ddmpfung nur geniigend klein wéihlt. Insgesamt ist die Anzahl
der koexistierenden Attraktoren bei fixierter Anregung umgekehrt proportional zur
Déampfung. Dies 148t erwarten, daf§i Multistabilitdt in Systemen mit schwacher Dis-
sipation wesentlich haufiger auftritt als bei starker Dissipation. Im Grenzfall starker
Déampfung (v = 1) geht (1) in die Kreisabbildung mit verschwindender Phasenver-
schiebung iiber, die in weiten Bereichen des Anregungsparameters fy tatsichlich nur
einen Attraktor besitzt.

Betrachten wir das Verhalten des Systems (1) zunéchst fiir fixierte Anregung und
Démpfung, wobei letztere relativ klein (v = 0.02) gew#hlt wird. Wir bestimmen die
Anzahl der Attraktoren durch Simulation von (1) mit 10> Anfangsbedingungen auf
einem Gitter [0, 27| X [—fo/v, fo/v]. Als Ergebnis dieser Untersuchung erhélt man
fiir fo € [3,5] mehr als 100 koexistierende periodische Attraktoren. Dabei ist zu be-
merken, dafl die meisten der gefundenen periodischen Attraktoren kleine Perioden
p haben (p < 10). Der Grund hierfiir liegt in der Struktur der Einzugsgebiete der
einzelnen Attraktoren, d. h. der Mengen von Anfangsbedingungen, die zu einem
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speziellen Attraktor konvergieren. Berechnet man die Grofle dieser Einzugsgebie-
te der einzelnen Attraktoren, dann ergibt sich, dafl die Fixpunkte (p = 1) von
(1) die weitaus groften Einzugsgebiete besitzen und mit zunehmender Periode die
Einzugsgebiete sehr viel kleiner werden. Wiahrend die Einzugsgebiete der Fixpunk-
te etwa 84.4% aller betrachteten Anfangsbedingungen umfassen, konvergieren nur
15.6% aller Anfangspunkte zu Attraktoren mit hoheren Perioden, zu Attraktoren
mit Perioden p > 10 sogar nur 0.0067%. Daraus ergibt sich die Schlu3folgerung, daf
die ermittelte Anzahl der Attraktoren lediglich eine Abschitzung sein kann, da die
Attraktoren mit hoheren Perioden auf Grund ihrer kleine Einzugsgebiete nur sehr
schwierig gefunden werden. Mit einer hoheren Auflésung im Raum der Anfangs-
bedingungen findet man demzufolge auch eine gréfere Zahl von Attraktoren, eine
exakte Bestimmung der Anzahl ist jedoch mit ausschliefflich numerischen Methoden
nicht mdoglich.

3 Hohe Sensitivitit gegeniiber Stérungen in den
Anfangsbedingungen

Die wichtigste Konsequenz der Koexistenz mehrerer Attraktoren ist die extrem hohe
Sensitivitat dieser Systeme gegeniiber Storungen in den Anfangsbedingungen. Dies
liegt. in der komplizierten Struktur der Einzugsgebiete der einzelnen Attraktoren
begriindet. Zur Illustration sind in Abb. 1 die Einzugsgebiete zweier Attraktoren
dargestellt. In Abb. 1 (oben) sieht man einen Teil des grofiten Einzugsgebietes, das
des Fixpunktes (z = 7,y = 0), der die Symmetrieachse des Systems markiert. Abb.
1 (unten) zeigt diejenigen Anfangsbedingungen, die zu einem Attraktor der Periode
3, der in der Nihe des Fixpunktes (z = 7,y = 0) liegt. Es féllt auf, dafi beide Ein-
zugsgebiete iiber den gesamten Raum verteilt sind. Da man dieses Ergebnis fiir alle
auftretenden Attraktoren findet, ergibt sich als Gesamtbild eine sehr komplex ver-
wobene Struktur aller Einzugsgebietsgrenzen. Diese verwobene Struktur resultiert
in einer sehr hohen Empfindlichkeit des Systems gegeniiber Stérungen in den An-
fangsbedingungen, da schon sehr kleine Anderungen zu einem Wechsel in ein anderes
Einzugsgebiet fiihren.

Um ein Maf fiir diese Komplexitét zu finden, berechnen wir den “Unbestimmt-
heitsexponenten” « [14]. Dazu nehmen wir 10,000 beliebige Anfangsbedingungen
[2(0),4(0)] und bestimmen fiir jede den Attraktor, zu dem sie konvergiert. Dann
verdndern wir die Anfangsbedingungen ein wenig zu [2(0) + ¢, %(0)] und priifen, wie
viele Anfangsbedingungen nun zu einem anderen Attraktor als zuvor konvergieren,
d.h. wir bestimmen den Anteil der Anfangsbedingungen f(e€), die von einem Ein-
zugsgebiet in ein anderes gewechselt haben. Der Exponent a beschreibt dann die
Skalierung von f(€) bei Verdnderung der Grofle der Storung e:

fe) ~ e (2)
Fiir die zu Abb. 1 gehorigen Parameterwerte erhélt man o = 0.001. Der Unbe-
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Abbildung 1: Einzugsgebiete von periodischen Attraktoren fiir fy = 4.0 und v =
0.02: Schwarze Punkte konvergieren zum entsprechenden Attraktor, weifle Punkte
konvergieren zu anderen Attraktoren.

(oben) Fixpunkt der Periode 1: (x = 7,y = 0);

(unten) Periode-3 Attraktor.



stimmtheitsexponent ist mit der Box-Dimension der Einzugsgebietsgrenzen d und
der Dimension D des Zustandsraumes durch die Relation o« = D — d verkniipft.
Dies gestattet uns die Box-Dimension der Einzugsgebietsgrenzen abzuschétzen: d =
1.999. Das bedeutet, daf§ die Box-Dimension der Einzugsgebietsgrenzen fast gleich
der Dimension des Zustandsraumes ist, d.h. fast der gesamte Zustandsraum mit die-
sen Grenzen gefiillt ist. Die numerischen Rechnungen zeigen, dafl bereits fiir € in der
Grofenordnung der Rechnergenauigkeit (107'*) mehr als 50% aller Anfangsbedin-
gungen von einem Einzugsgebiet in ein anderes gewechselt haben. Diese fraktalen,
sehr stark miteinander verwobenen Einzugsgebiete fiihren einerseits zu den bereits
erwidhnten sehr langen chaotischen Transienten und andrerseits bedingen sie eine
sehr schlechte Vorhersagbarkeit des Endzustandes einer Trajektorie.

4 Komplexes Bifurkationsverhalten

Fixieren wir nun die Dédmpfung auf einen relativ kleinen Wert (v = 0.02) und
variieren die Anregungsamplitude, dann erhalten wir ein sehr reichhaltiges Bifurka-
tionsdiagramm (Abb. 2), das die Entstehung und das Verschwinden der vielen peri-
odischen Attraktoren illustriert. Alle periodischen Attraktoren entstehen durch eine
Sattel-Knoten-Bifurkation und durchlaufen dann eine Periodenverdopplungskaska-
de bis ins Chaos. Interessanterweise sind die Parameterbereiche in denen chaotische
Attraktoren existieren extrem klein, so dafl sie bei der betrachteten Auflésung im
Parameterraum (Jf; = 0.001) kaum wahrgenommen werden kénnen. Das dynami-
sche Langzeitverhalten wird fast ausschlieflich durch die periodischen Attraktoren
dominiert, chaotische Bewegungen sind im Wesentlichen transient. Auf Grund der
sehr komplexen verwobenen Struktur der Einzugsgebiete der Attraktoren sind die
chaotischen Transienten jedoch sehr lang, bevor das System schliefflich in einen der
periodischen Attraktoren konvergiert. Auch fiir die Grofle der chaotischen Parame-
terbereiche spielt die Ddmpfung eine entscheidende Rolle. Je stirker die Dadmpfung
ist, umso grofler sind die Parameterintervalle mit chaotischem Verhalten. Bei sehr
kleiner Dampfung, also sehr kleiner Dissipation sind die chaotischen Parameterbe-
reiche verschwindend klein, Chaos tritt nur als “Einschwingvorgang” auf und nicht
als Attraktor.

5 Der Einflufl von Rauschen

Ein weiterer wichtiger Aspekt multistabiler Systeme ist deren Verhalten unter dem
Einfluf stochastischer Krifte. Diese stochastischen Stérungen modellieren das Rau-
schen, das in realen physikalischen Systemen immer auftritt, da viele physikalische
Groflen statistischen Fluktuationen unterworfen sind. Werden multistabile Syste-
me einem solchen Rauschen ausgesetzt, dann setzt sich die resultierende Dynamik
aus reguldren und chaotischen Phasen der Bewegung zusammen, wobei die jeweilige
Zeitdauer der einzelnen Phasen unterschiedlich ist [19]. Eine typische, verrauschte
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Abbildung 2: Bifurkationsdiagramm fiir den angestolenen Rotor bei fixierter Damp-
fung (v = 0.02) und variierter Anregungsamplitude fy:

(oben) Phase des Rotors x in Abh#ngigkeit von fy im Intervall fy € [0, 2.5];
(unten) Phase des Rotors x in Abhéngigkeit von fy im Intervall fy € [2.5,5.0].
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Abbildung 3: Zeitlicher Verlauf der Winkelgeschwindigkeit y einer verrauschten Tra-
jektorie.

Trajektorie ist in Abb. 3 gezeigt. Die reguldren Phasen entsprechen dabei Bewegun-
gen in der Néhe eines Attraktors, wihrend die chaotischen Phasen mit Bewegungen
auf den Einzugsgebietsgrenzen korrespondieren. Diese Dynamik, die auch als chaoti-
sches Hin- und Herwandern bezeichnet wird, spiegelt das Verhalten vieler natiirlicher
Systeme wider, die weder vollstdndig geordnet und vorhersagbar noch vollstindig
zufillig und nicht vorhersagbar sind. Beispiele fiir solche Systeme findet man in un-
terschiedlichen Zweigen der Naturwissenschaften, wie in gekoppelten Lasersystemen
[15, 16], in hydrodynamischen Systemen [17] und in gekoppelten Abbildungsgittern
[18]. Es ist zu erwarten, dafl solches Verhalten insbesondere in Systemen mit vielen
Freiheitsgraden, z.B. in rdumlich ausgedehnten Systemen auftritt.

Die Koexistenz vieler Zustdnde ist auch aus der Sicht der Steuerung solcher Sy-
steme von groflem Interesse. Ein hoher Grad an Multistabilitdt bedeutet gleichzeitig
einen hohen Grad an Flexibilitdt, da das System unter geeigneten Bedingungen vie-
le verschiedene Zustdnde annehmen kann. Um von einem stabilen Zustand in einen
anderen zu gelangen, kann man die fraktale, verwobene Struktur der Einzugsge-
biete gezielt ausnutzen. Wie bereits erlautert, geniigt eine kleine Stérung, um das
System aus seinem stabilen Zustand “herauszustoflen” und zu einer Bewegung auf
den Einzugsgebietsgrenzen zu veranlassen. Wie von Poon und Grebogi [19] gezeigt
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wurde, kann dann eine einfache feedback-Steuerung benutzt werden, um das System
in einen gewiinschten anderen Zustand zu bringen.

6 Zusammenfassung

Systeme mit vielen koexistierenden Attraktoren treten in den unterschiedlichsten
Gebieten der Naturwissenschaften auf. Sie sind gekennzeichnet durch eine extrem
hohe Sensitivitdt gegeniiber Stérungen in den Anfangsbedingungen und damit ver-
bunden durch sehr lange, chaotische Transiente. Besonders in schwach dissipativen
Systemen ist eine grofle Anzahl von koexistierenden Attraktoren zu erwarten, wo-
bei diese Attraktoren zum {iberwiegenden Teil reguléres (stationéres, periodisches)
Verhalten aufweisen. Chaotische Attraktoren existieren dort nur fiir verschwindend
kleine Parameterbereiche. Stochastische Storungen multistabiler Systeme fiihren zu
einer Bewegung, die aus reguldren Phasen (in der Néhe eines Attraktors) und chao-
tischen Phasen (auf den Einzugsgebietsgrenzen) besteht. Eine grofle Zahl koexistie-
render Attraktoren bedeutet eine hohe Flexibilitdt des Systems, wenn man gezielt
die einzelnen Zustdnde ansteuern kann. Die hohe Komplexitdt des multistabilen
Verhaltens verstirkt sich fiir Systeme mit vielen Freiheitsgraden. Bereits fiir zwei
gekoppelte Rotoren erhélt man bei gleichen Parameterwerten fiir Anregung und
Déampfung mehr als 5000 Attraktoren [20].

Danksagung: Prof. W. Ebeling, den ich mit dieser Arbeit anlafilich seines 60. Geburts-
tages wiirdigen mochte, gilt mein besonderer Dank fiir seine anhaltende Férderung und
Unterstiitzung meiner Arbeit seit 1979. Die hier dargestellten Resultate wurden wihrend
eines Forschungsaufenthaltes, geférdert vom DAAD, an der Universitiat Maryland erzielt.
Mein Dank gilt daher C. Grebogi, J. A. Yorke, B. R. Hunt und L. Poon fiir die intensive
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