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� ���������� 
���� �
��� 
��������� ����� ��� ����� 
��������� ����� � � � � � � � � � � � � �
��� 
���������  �����!������ "������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ��#����� �� $%����������� &���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��#����� �� &���� �� ��� 
 " � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� "��������� ����������� �� ��� '�����%����� �� (��)��� ��

'��)����� ��� *������� +���� &���� � � � � � � � � � � � � � ��
����� 
��������� ���� �� � ,������� -��� $%����������� &���� � � �.
����. ���������� �� ��� ������ ��� �� $%����������� &���� � � � � �/
����0 
������ ��� ��%����� ���� 	����� � � � � � � � � � � � � � ��
����1 2�������� '�����%���� &���� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����3 "

�������� �� �4
��������� '��� � � � � � � � � � � � � � � �.

��. $� ��� $
����� ������ �� ε � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1
��.�� (�)����� 5�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1

� ��������� ���������� ���� �
� ��
��� +���� &���� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �3
��� ������� 	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �/
��� ��� 
6����� 	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �7
��. &������������ '�����%����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.
��0 ����������� '�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1
��1 5����� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �3

� �������� �� ��������� �� �
� �	
.�� ��%�����) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .�
.�� ������������ '�� �� ��%�����) ��� +���� &���� � � � � � � � � � � .�

�



�� ��������

.�� ������������ ��� �� ��%�����) ��� ��� 
6����� 	����� � � � � � � .�

.�. ����
������� �� ��� ��%�����) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ..

.�0 ��� 
6����� 	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .3

.�1 ��� 5��8�� *���� 	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ./

.�3 ,��- '��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 07

 !�������������  �
0�� "������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0�
0�� 	����
� �� $'�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0.
0�� ��� 	������� 5�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 03

" ����������� #������ �� �
� "	
1�� 
������������� �� ��� "�������� ���� ��� 
��������� ���� � � � � � 1�
1�� 
������������� �� � �	 ���� �� 
� � � � � � � � � � � � � � � � � � 1�
1�� 
������������� ��� �������
���� 	������ � � � � � � � � � � � � � � 1.
1�. '��������� �� ��� ��)������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 11

� $��������� ����� �� ����������� �	
3�� ��� �����
� �� ���
��4 	�������������� � � � � � � � � � � � � � 3�
3�� 9�
������� ������) :���� �� 	����)��� '��� � � � � � � � � � � � � 3�
3�� ,������ 	����)���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 3�
3�. �-�� 	����)���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 3.

3�.�� �-�� 	����)���� ��� &&�	����)���� � � � � � � � � � � � � 33
3�0 �-�� 	����)���� ��� ����� '�;����� � � � � � � � � � � � � � � � � /7
3�1 ����� ��� 	�������������� �� ���
��4 	������ � � � � � � � � � � � /0

3�1�� ,���� "

����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /1
3�1�� 	����� "

����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � //
3�1�� ����� "

����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �7
3�1�. ��������������� $��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

% !���������� �� ���� ��
/�� 	��%����� �� ��������� 	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

/���� 	��������� ������ ��� ���%����� �������� � � � � � � � � � � �.
/���� ��� ���%����� -����� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � �0
/���� *� 333 " � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �/
/���. 9' 3�10� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �77
/���0 ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �7�

/�� <����%����� �� ��� ����� 	������ ���
������� � � � � � � � � � � � � �7.
/���� '�����
���� �� ��� '��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �70
/���� �����
�������� �� 
��������� ����� -��� ���
��� �� ������� �71
/���� 
������ ��� ��� �-� '��� 	��� � � � � � � � � � � � � � � � � �71

� #���������� 	&�
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��� 
�����)� �� ������������� ����� ��� ��#������ ����8��) �� ���� !���� ��
�������� &�- ������������ �����
��= ���� �� (��
���� �4
������= �����������
��� ������� ���������� ���� %��� %���)�� ���� &�������� ��� ��
������� �������
������� ���- ���� ��������� ���������� ��� ��������� 
������ �� �4
��������
��� ����)���� #���������� �� >���� ����? ������� -���� �� ��� ���� �� %� ����������
�����������
&������ ������� -���� ��� ��

���� �� %� @�� ����� 
��������A ������� ��� ��� �4�
��
�� 
�������� �������= 
�
������� �������� ��� ���� ���%����� #�-�� $�� ��
��� ���� ��������) 
��%���� �� �� ������� ������� %���� �� �%������ ���� ������
-��� ���
��� �� ����� ��- �����
���

��������� 
����= � ������ 
�������) ���� �� ���� ��������= ���� %��� ����������
%� ��8��� �� ��� �� ��/3� ���� ��������� ����������� �� 
���� �
��� ��� )���
�� �������- �%��� ��� ������B� ��������� �-� �������� ���� ���� ��� ������
������ 
�
����� ,������ ���� ��� ������ ���
�� �� ���
��� ��� �������� ����
��� 
��������� ���� �� �����
���� 9�-����= ��� �����)�����-��� �����
�������� ��
���������� 
���� ��� ���� ������� ������ ������ ���
�����) �������� ,�� �4��
��
����������� �� ��- ����������� ����� ���� %��� ��
����� ��� ����8 ���8�� ����=
%���� �� ���������� 
���� C9����� �� ���= �77�D�
�� ���� -��8 -� �4
���� ����������� �� >��������� ��������) �����)���? �� ����
-��� ������ %� �� (����E C(����E= ��1�D= �� �%���� ����� 8�� �������� $�� ��
-���� �� ���� ��� ���� ����8��) ���������� -���� ��� ����� �� ���������� 
���� ���
���)�� �� ��� ����������� �����
� ��� ��� ����������� ��������� �� ��� ��������
��) ������ @���
��� �A C����� �� ���= �77�D� ���� ����)� �� �������� ��%�����)
����)�� ��� ���������� �� ���������� 
���� ���������%�� ����� ��������� ����������
��� %� ��������� ����
�������� �� ��� �
����� 
��������� ���� ��� ��� ���
����
���� C����� �� ��� �77.�D�
��� ������ 8�� ������ �� ���� ��� ��������� ��� %� ������������� ���� ��� ���
�������� 
��� C����� �� ���= �77.%D� ���� ����� ���� �� �������� ��� ��
���)��
��� ����������� �� ��� ������ ����� F������� �� ��� ����� �� ���) ���� ������
C:���� �� ���= �77�D�
��� )��
����� ��
����������� �� ��� ����������� ��� ���� ���
 �� ������
 ��- ���
)������� ��� �4
���� �
���!� ����������� ���� ������� ��� ���
�� �� �%���� ���
����� 8�� ������ �� ���� ������ :���� �� ����������� �� 
����� -���� ���� ���

�



�� ������	�����

���� >���������� ���������?= �� �� 
����%�� �� )������� �����)���� �� ��� ������
-���� ��
���� ��� �������� ��������� ���������������= ���� �� �����
���= ������
����� ��� �������������� ���F������� �� ��� ������� ����� �� )�������� �����)����
��� �����-�� %� � ���G������ �� ��� ������ -���� ������ �� ��;����� ������� ������
����� ���� ��� ���� ������ �� F�������� ���� ��� %� ���� ���� �� ���� ��� ���
��4
��������������� C����� �� ���= �� 
��
�D�
"

��������� ��� ��������� ��� ���� ��� ���
����� 9�-����= �-� ��
������� �4����
���� �4��
��� ��� 
�������� �� ���
��� /� ��� !��� �4��
�� �� �� �������� ��
��� ���%����� �� �4�������� 
�������� �������� +� ��� �� ��������� ������� ��
��� ��)������ �� �������� ��������� ���������� ���� 
��= �� ��������� ���%��
��)���� �� 
�������� �
���� ��� ������ �

�������� ��������� ��� 
�������%�����
�� ������ �����B� ������� ���
������� #����������� +� ���
��� ��� ������� ��� �
���������� @*�5�����A ��� ��� ���� ������� ���� �%�����������
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���� �

�
��
 ����
�����

�� ���� ���
��� ���� �����
�� -���� ��� ������ �� ��� ������ �� ���� -��8 -��� %�
����������� ��� !��� �����
� �� ��� ��� �� 
���� �
���= �� �%������ ������������
�
���= ���� 
���� �� -���� ������
���� �� � ����� �� ��� ������� " ���G������ ��
���� �
��� ������%�� ��� �������� �� ��� ������ ����� ��������������
2���� �����%�� ����������= �� ��� %� ���-� ���� ���G�������� �� 
���� �
��� ����
�� ����� �� ����� 
����� ���� �� ��� �����
� �� ����������= ��� ������ ��� ������
����� �� ���� ���
����
��� ����� �����
� �� ��� ��� �� )���������� �����
���� ����� �����
��� ��� ���
�������� �� ��� �����-��8 �� � ��������������� ������
���� �� ������� ��������
���� ��� ���8�� �� ��� ������B� 
�������%������ "�� ����� �����
�� -��� %� ���8��
�� ����� ���
���� �� ���� -��8�

��� ����� ���	�

�������� � 
����� ������������� ������ @��� � 
������� )���� %� ��)� � ��� ��
��;�������� �F�������A� $��� ��� ������� ���������� ��� !4�� @��)� 
������� ���
�������� �� ��� 
�������A ��� ������ �� ��� ������ ����� ��� ���������� �� -���
%� ��� �F������� �� ������� ��� �
��� �� ��� ����� ������� ���������� �� ���� ������
����� �
��� �� 
���� �
���� ���� �
��� ��� ��������� ��� ���� ��������� �� ���
���%�� �� ������� ���������� ������ �� ������%� ��� �������
	������) �� � 
���� �� ���� 
���� �
���= ��� ����� �� ��� ������ �� ��� ���� �� )����
%� � ���G������ -���� ���� �� ���� �%������ �
���� ��� ������B� ��������� ��� ���
�������� ��� %� �������= %� ��������) ��� ���G������ �� 
���� �
��� C$��= ����D�
��� �����
� �� � ����� �� ��� ������ �� ���� 
�-����� ��� ���������������� ������
" ���)� ����� �� ������� ��� %� ������%�� %� � @
����%�� ��!����A ��� �� ������
��� ���� ���������� ����� -���� ��������� ��- ��� ������ 
������� ���� ���
����� �� �������� 5��8�� 
�������� ��� 
�������� ���%��� �� ���� ������ ���
���������� ����� ��� ���� )���� %� 
��%�%������� ��� ��� ������ ����� �� ��������
�������� ��������) �� ����� 
��%�%�������� �� � 5��8�� ����� �� ����� m ���

�



� �
����� 
� ����� ����������

������ ��
���� ���� �� ��� 
���m ������� $�� ��� �������� � 
����� �������������
������ �� � �������) ���� �� � 5��8�� 
������ �� � ��������� �� ������� �� ����
����= ��� ���������� �� ��� ��4� ����� )���� %� ��� ������������� ���� ������ -���

��%�%����� � ��� ����� ����� ���������� -��� 
��%�%����� 7�
��
������� �� ��� �4��
��� �� �������� ���� ������ -� -��� ���������� 
����
�
��� ��-��� �� ���� ���� )������ ������)= �� ����� �� ��-��� ���� �%�����������
����� 
������ �� ���� ������

��
 ��	�

��	��


���������� ��� � ����������� �������������� �� ���� ��������� �������� ���
�����
� �� ����������� ��� %��� ���������� %� 9���� �������� �� � ������� -��8
���� �/�7 C��������= �/�7D= -���� -�� � 
��E� �
������� %� H��) $���� �� ��
	-���� ��� &��-�� �� ��� �������� �� ��� 17�� %�������� �������= �������� ���
��� ���� �������� ��� >���������� ���)��? -���� ���� �� ��� ���� �� ��� �������
%�������� �� ��%���= %�� �� ���� ���������� ��� �����
� �� ������������ +���
�
��8��) �%��� ��� ���������� ����� %��� 
��%��� �� ���������I J�� ���� ����=
��)������) ���� �4��
������ ���G��������= �� -���� ��� ���������� �� ��!������ ���

��%�%��= ��� ��� ���-= ���� ��� ������ ������ ��!������ ���� ����� �� ����� ��
��� -����� �� ��� ������� ������J
�� � ���)�� �����4� ����������� ��8� 
��� �� ��� �� ����� %���� ������� �� ����
�
����� ����������I @�A )��-�� �� ��� ���%�� �� ��%��� �� ������� 8���� ��� �� ���
���
��4��� �� ��%�� �������� �= @��A ��
�� �� �����������= ��� @���A ����
����� �������
%����� ��� ����������� %�������� �� ��%��� CH���8 K 9�����%����= ���0D� ��� !���
�-� ������� ��� �� 
����� ��
���)���� ������� ��� ���� ����� �� ��������� �������
�� ��)���� ������� +� -��� �������� ����= ����) ����� ����)�= -��� )����������
�����
���= �������� ����������� ��� ��� ������� �� �����������
,��� ��� ��;����� ��
�� �� ����������� -���� ��8� 
��� �� ��� ������ �����
�� ����������= ��� �������� ���������� �� �� 
��������� �������� ��� ���� -��8�
��� �������� 
��������� ������� @CH���8 K 9�����%����= ���0D ������� .�����A
������I
��� � �� � �����	�
�	���	�
�� �	�����	���
�� �� � �	����
�
�� ����� (X, µ) ���
��� A ⊂ X �� � �����	���� ���� ���� ��	 ��� N ∈ N

µ({x ∈ A|{T n(x)}n≥N ⊂ X\A}) = 0. @���A

9��� -� )��� ��� ������ ����� 
���� �� ���� �������I

�
�����) �� �F� @���A T %� TN ��� ���� ���� �� �� ����)� �� 
���� ��� ���������
��� N = 1� ��� ���

Ã :=

{
x ∈ A|{T n(x)}n∈(N) ⊂ X\A = A ∩

( ∞⋂
n=1

T−n(X\A)

)}

��� ��������� ��	������ �
 ��� ��
�� ������ �� ��� ����������� ������� ���� ���� �����




��� ����������� �
���� � ����� ��������� �

�� �������%��� T−n(Ã) ∩ Ã = ∅ ��� ����� n ��� �����

T−n(Ã) ∩ T−m(Ã) = ∅
��� ��� m, n ∈ N � µ(T−n(Ã)) = µ(Ã) = 0 ����� T 
�������� µ� ���� µ(Ã) �����

1 = µ(X) ≥ µ
(⋃∞

n=0 T−n(Ã)
)

=
∑∞

n=0 µ
(
T−n(Ã)

)
=
∑∞

n=0 µ(Ã)�

��� �������� 
��������� ������� ������ ���� �� ��� ��� � ������� 
��������)
��������������= ��� ���G������ -��� ���������� ���� %��8 �� ��� ���)�%�������
�� ��� ������ 
���� -��� 
��%�%����� ����
9�-����= ��� ������� ���� ��� ���� ��- ���) �� ��8�� �� ������ ��
������� ��� ��)�
����������� ���
��4 ������� ��� ���������� ���� ��)�� %� �4������� ���)� ,��
��� �����B� �����
���� ��� ���������� ���� ��� %��� ��������� �� %� �%��� 1030

�����= -���� �� ���� ���� ��� ���� ��� �������� �4���� �� ��� C��� ��� '���= ���.D�
��� ���������� ���� �� ������� �� ��� ������� ���������� �� ��� ������ C*��= ����D=
-���� ��� ��!��� �� ��� ��4� ��������

��� ����
������ ����
� � ����� ���
�����

�����
��� ��� 8��-� ��� ���� ���� ����� ������ %�� ���� ���� ��;����� %�������
�� ������� ���� �� �������������� �� ����������� ������� ��� ���� 
��������
�4��
��� �� �����
��� ��� ��� :���E���� ��� 	������ �����
�= -���� ��� ���8��
�� � ������� ����������� @�� ���8 �� �����������A ��� ��� �%��� ��� ����� �� �
������ C:��8 K 	���6)�= ����D�
�� ��!�� ��� 	������ �����
� ��� 	������ ����������� -� !��� ��������� ���
>%������%��?� �������� � %��������)� ���� �� � ���
���� �� � �-���� -���� ���
�-� ��;����� 
��������� �� ��� �����)� �������� �� A ���� �-������ �� ��� ��8� ��

N = 2A @���A

��;����� ������ ��� ���� )��� N ��;����� %�� 
�������� 	��� � �����)� ����� ����
%� ���� �� ������ � 
��������� ��� �� N ���%���� ���� ��� �%������� %� ���� %�
� %����� ���%�� �� ���)�� A� �F� @���A ���� ���� -� ����

A =
log2 N

log2 2
= log2 N

%��� �� ������ ��� �� ����� ���%��� �� ������� +� ��- ��!�� ��� %�� ���%�� %�

b = log2 N. @���A

(�� pi %� ��� 
��%�%����� �� �� ����� i �� � ���
�� ��� �� 
 ���G���� ������ i =
1, 2, . . . , R� +� ���� ��� ��� �� ��� pi= -���� �� )������ ��� ��8� �� ��;����� ������=
� 
��%�%����� ������%�����= �� ���
�� � ������%�����= ��� -� ����� ������ �� ����



. �
����� 
� ����� ����������

%� p�
,�� ��� ��8� �� ��� ��)����� -� ����� -��� � ���)� ���
�� ��� �� & ����������
������ �� �F��� 
��%�%������ ���� ��� �� ������� ���� ��%���� i = 1, 2, . . . , R -����
���� �� �������� �� ������� ���� ��%��� �� � ���
������� �� Ni ����������
������� ��� 
��%�%����� �� !�� �� ���������� ����� �� ��� ���� ��%��� �� ����
)���� %� ��� pi ��� �� ��� 
��%�%����� �� ��� ���
���� ����� i� ��� �������
%�� ���%�� �� ������ ��� ���������� ����� ��� �� ��� ���)� ���
�� ��� �� log2 N �
�� ��� �� %� ����
������ �� -������ -� ������ !��� ��� ��%��� i �� -���� ���
���������� ����� ���� ��� ���� ������ ������ �� ��� �� ��� ��%���= �� -������ -�
������ �� �������� ���� ��� ���)� ���
�� ���� �� ��� %�� ���%�� ������ ��� ��������)
��� ��%��� i �� ������� %� bi= ���� ��������� �����

bi + log2 Ni = log2 N.

9����= -� �%���� ��� ������ ����

bi = − log2 pi

�� ��� %������%�� �� �%������ �� ������) �� ����� �� 8��- -������ ��� ����� i -���
�����= �� �� ���� 8��-� ��� 
��%�%����� pi �� ���� ������ 	����= �� � ���) ������ ��
�%���������� ���� ����� i ������ -��� ��� �������� ���F����� pi ��� ���� ����� ��
−bi ��

I(p) =
R∑

i=1

pi log2 pi. @��.A

���� ����������� ������� �� ������ 	������ ������������ "� 0 ≤ pi ≤ 1= I(p) ��
��-��� ����
������� @�� �� �� � ���8 �� �����������A= -��� ��� ��4���� ����� E���
%����)��) �� �
����� 8��-���)�� ��� ��)�����

S(p) = −I(p) @��0A

�� ������ 	������ �����
�� �� �������� ��� ���8 �� 8��-���)� �� �%������ ���
�%��� ��� F������� �� -���� ����� �� ��� ���
�� ��� �� �� %� �4
�����= �� �� ����
8��-� ��� ������%����� p�
�� ����������� ��� ������)������ ���� �� ��� 	������ �����������= �� �� -�����
-���� �� ���� ���� �� ��� %� ���F���� ������� ���� �������%�� ��F��������� ��
��� 
��
������ �� �� ����������� �������� ����� ��� ��� �����-��) �4���� %�
H������� CH�������= ��03DI

�� I(p) ��
���� ���� �� ��� 
��%�%������� piI

I(p) = I (p1, . . . , pR) . @��1A

�� ��� ������ �4���=

I

(
1

R
, . . . ,

1

R

)
≤ I(p), @��3A

����� ���� I(p) ��� �� ��8� � ������� ����� ��� ��� ������� ������%�����
@pi = 1

R
∀iA�




��� ����������� �
���� � ����� ��������� 0

�� ��� ��4� �4���=
I (pi, . . . , pR) = I (pi, . . . , pR, 0) , @��/A

����� ���� I(p) ������� ������)�� �� ��� ���
�� ��� �� �����)�� %� � ��-
����� -��� 
��%�%����� E����

.� �� ��������� ��� ���� �4���= -� �������� ��� ���
������� �� �-� ��%�������
ΣI ��� ΣII �� ��� ������ Σ� +� ������ ��� 
��%�%����� ������%������ ��
��� �-� ��%������� pi ��� pj � �� ��� �-� ��%������� ��� ����
������ ���

��%�%����� ������%����� �� ��� ���
���� ������ ���������� -��� ���
��� ��
��� ��%�������

pi,j = pI
i · pII

j

����= I(p) ������ %����� �������� -��� ���
��� �� ��� ��%�������I

I(p) = I
(
pI
)

+ I
(
pII
)

�� )������= ��� �-� ��%������� -��� %� ���������� ��� ��������� ����

pi,j = Q (j|i) pI
i

-��� ����� 9��� Q (j|i) �� ��� ����������� 
��%�%����� ���� ��� ��%������
ΣII �� �� ����� j �� ��� ��%������ ΣI �� �� ����� i� ���� ��� �4��� ��F�����

I(p) = I
(
pI
)

+
∑

i

I (Q|i) , @���A

-����
I (Q|i) =

∑
j

Q (j|i) ln Q (j|i)

�� ��� ����������� ����������� �� ��� 
��%�%����� ������%����� Q (j|i) �� ���
������ j ��� !4�� i� ��� ������) �� ���� �4��� �� ���� ��� ����������� ���
�� %� ����
������ �� ��- �� �� ���������= -������ �������� ��� ��� ���
����
������ �� ������������ ��� ��� ��%��������

�� ��� %� ���-� ���� ����� ���� �4���� ���F���� ��������� ��� 	������ ��������
����� �� �� ����-����� ���� ��� ����������� 
��
���� �� ��� 	������ �����������=
������ ���� �� %������ �������� ��� ����
������ ��%�������= ���� ��� ����� ��
��� �� ��� H������� �4����� ������= �� -� ��
����� H������� �4��� @���A %�
���� ��F��������= -� -���� ��� �%���� ��� 	������ ����������� �� � ���F�� -���
�� �� ���� �� ��� ���� ���� ������� ����������� �������= ��� 
���� �����������
C
����= ��37D=

Iβ(p) =
1

β − 1
ln
∑

i

(pi)
β @���7A

���!�� ��� ����)�� �4���� �� -����
(�� �� ��- �������� � ��������� ������ ��� ��� ���G������ �� 
���� �
���� +�



1 �
����� 
� ����� ����������

��������� � 
����������) �� ��� 
���� �
��� {Ai}� ��� 
��%�%����� pi ��� %�
�����
����� �� ��� 
��%�%����� �� ��� ���G������ �� %� �� %�4 Ai� +� ��!��
p(i0, . . . , iN−1) �� ��� 
��%�%����� �� ��� ���������� �� � ��F����� �� 
����� ��
��� %�4�� ����4�� i0, . . . , iN−1� ,�� !���� N ����� �� ���� � !���� ���%�� ��

����%�� ��F������ ω(N)� 9����= -� ��� ��!��

p
(N)
j = p(i0, . . . , iN−1)

����) � ���)�� ����4 ����= -��� j = 1, . . . , ω(N)�
"����)����� �� �F� @��0A ��� ��� ���� 
������ �� ��� ��)����� ��������� 
����
�����������

Hβ(p) = −Iβ(p),

��� ���� �������� ��� �����

hβ = lim
N→∞

Hβ

N
= lim

N→∞
1

N

1

1 − β
ln ZN(β),

-����

ZN(β) =
ω∑
j

(p
(N)
j )β

�� ��� ��������� 
�������� ��������� ��� 
���� �����
��� �� ����� β ��� ����
��!��� ��

Kβ = sup
{A}

hβ , @����A

-���� ��� ��
����� �� ��8�� ���� ��� 
���������� �� ��� 
�������� �� � )��������)
��� ��� ��
����� �� ������� �������� ���� -� ��� -����

Kβ = lim
N→∞

1

1 − β

1

N
log

ω∑
j=1

(p
(N)
j )β,

-���� ��� ��)������ �� ���
���� �� ��� %��� � �� ��� �����
� �� )���� �� %��� 
��
��������� ��� �� %��� e �� �� �� )���� �� ���� 
�� ����������
�� �� )��������) 
�������� �� 8��-�= ��� ������� ���� � )��� �� R %�4�� �� �F��� ��E�
ε ��� 
������� ��� ����� ε → 0 ����� ��� ����� N → ∞ �� %��� 
��������� ����
��= ��� ���� R -� �������� ��� ���%�� ��F����� 
��%�%������� p(i0, . . . , iN−1) = p

(N)
j

��� ��� ��F����� j ��� ��!��

Kβ = lim
ε→0

lim
N→∞

1

1 − β

1

N
log

ω∑
j=1

(p
(N)
j )β. @����A

&���= ���� ��� ����� ε → 0 �� G��� ��8�� �� ����� 
����%�� !���� ��E� �;���� �� ���

��������� ��� ��
������ ����� �� ��� ����� N → ∞� �-� 
�������� ���%���
�� ��� 
���� �����
��� ��� ��� ��
���)���� �����
� K0 ��� ��� H����)�����	����




��� ����������� �
���� � ����� ��������� 3

�����
� K1�
��� ��;������ %��-��� �F� @����A ��� �F� @����A �� ������� �� ��� ��;������ %��
�-��� ��� ��
����� ��� ��� 9������; ���������� ,��� � ��)����� ������������

���� �� ���-= ��!������ �F� @����A �� ���������� ,�� ��� �������� �� ���� ������=
��-����= �F� @����A �� ���� �

��
������ �� ���� ����� �� 
������� ���������= -�
�4
��� ��� �-� ��!������� �� ���������
��� 
���� ������������ Iβ @�F� @���7AA ���� ����-� �� ��!�� ��� 
���� ����������
%�

Dβ = lim
ε→0

Iβ

log ε
= lim

ε→0

1

log ε

1

β − 1
log

R∑
i=1

pβ
i . @����A

���� ����)� ��� 
���� ������������ ��� �����)� �� ��� ����� ε → 0= ��� ������
�
�����) ���������� ������� ������ !�����
�� ��� ������ �� ���� -��8 -� -��� !�� � ����� ���������� %��-��� ��� 
����
�����
� �� ������ ����� K2 ��� ��� ����� �� ���������� 
����� ���������= -� ����
�������� �� ��� �����-��) �� K2� ,�)� ��� ����������� ��� 
�������� �� ���
���
K2 %���� �� �F� @����A ��� �-� 
������
���� ������ ��� ���� 
���� ��
������� �

i1

L

,�)��� ���I ���� ������ �������� ���	�����
 �� � ����������� ���
� 
����� 	
���

������ ���� ��� � ������� ���	�����
��


������� ���G������ �� ��� 
���� �
���� ��� ����� �� ���� %�4 �� ��� 
����������)
���� !4�� ���)�� ε� �� ���� �������� ������ ��� ���%�� �� ������� %�4�� ���� ���
��
��� �� ε� ,����= -� �������� K2 ��� ��� ���
 �� ��� ������� ���� �F� @����A
�����

K2(ε, l = 1) = −1

1
log2

ω∑
j=1

(pj)
2.

+� ����� �� ��� 
���� ���8�� %� i1� "� ��� ���G������ �� 
�������= ����� �� ����
��� -�� �� ���� ��� ���
 ���-���� ���� �� ��� ���� 
����%�� ������= ���� �� -��� %�
�����E�� -��� 
��%�%����� ���� 9����= -� !��

K2(ε, l = 1) = − log2 ·12 = 0.



/ �
����� 
� ����� ����������

"����)�����= ��� ��� ��8 ��� ��� ���%�� �� �����E�� ���G�������� �� ���)�� �-�� "�
����� �� ���� ��� -�� �� ���� �-� ���
� �����= ���� K(ε, l = 2) �� E���� ������=
K2 �� �F��� �� E��� ��� ��� ���G�������� �������) �� i1 ��� ��� ��%������ ���)��� 	�=
-� !����� )��

K2(ε, l → ∞) = 0

��� 
������� �������� ��� ��)�� 
���� �� ,�)� ��� ����������� � @��������� ����
���%����A ������ ������� ����� ��� (L/ε)2 %�4�� �� ��� 
���� �
���� ���

��%�%����� �� G��
 �� ��� %�4 �� ���� pi = (L/ε)−2 ∀i� ��� ���%�� �� 
����%��
������ ���G�������� ��������� -��� (L/ε)2l� 9����= ��� !��� )���) l → ∞ ���
�
�����

K2(ε, l → ∞) = − lim
ε→0

lim
l→∞

1

l
log2

(L/ε)2l∑
j=1

(
(L/ε)−2l

)2
= − lim

ε→0
lim
l→∞

1

l
log2(L/ε)2l · (L/ε)−4l

= lim
ε→0

lim
l→∞

1

l
2l log2 ·(L/ε) = ∞.

��� �����)���� �� K2 �� ��
���� ��� ���������� �������� K2 F�����!�� ��� ���
������ �� 
����%�� ������ ���������� ��� ���������) ����� �� ��� ���%�� �� 
����%��
���������� ��������� ��� ���- �� �� ��� ���� �� ��� 
������� ������= ��� �����
�
��������� �� ��� ���%�� ��������� ��� ����= �� �� ��� ���� �� ��� ���������� ������=
K2 �� ��!����� ,�� ������� �������= ��� !��� ��� E��� %�� !���� ������ �� K2�
"
��� ���� K2 ��� �� ������ ����������� ��������� D2 -��� 
���� �� %� ���������
��� ��� ������
���� �� ���������� �� ���������� 
���� @���
� �A�
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�� ��	�

��	� ����� ��� �
��� ��	�

��	� �����


��������� 
���� @
��A -��� ���������� �� ���
�� ��������� ��� %�������� ��
���G�������� �� 
���� �
��� C��8���� �� ���= ��/3D� 	�

��� -� ���� � ���������
������ ��
�������� %� ��� ���G������ {�xi} ��� i = 1, . . . , N �� � d������������

���� �
���� ���� -� ���
��� ��� �����4

Ri, j = Θ(ε − |�xi − �xj |), i, j = 1 . . .N, @���A

-���� ε �� � 
����!��� ��������� ��� Θ(·) �� ��� 9�������� ��������� ��� ����
���� �� �F� @���A �� @�� 
�����
��A ��%������� ��� )��
����� ��
����������� �� Ri, j

������ ���������� 
��� �� �%������ �������) ��� ����� ��� �� ?%���8? ��� E��� ��
?-����? 
�����
,�)� ��� ���
���� ��� 
�� ��� ����� 
������
���� �������I @�A ���-� ��� 
� �� �
���� ��������� ��� ���� ���)���� ���� @i = jA �� %� ��!������ �F� @���A ��� ���
������� %���8� " ���� �������� �� ��
���)������ � ������ �� 
���� �
���� ���)���
���� -� ���
��� �-� 
����� -���� ���� �� ���� � �������� �� ��� 
������ ����
��������� ��������� ���� ����� �� � ���� -���� �� 
������� �� ��� ���� ���)����� $��
��)�� �����
��� ���� ���� �� �����-�I ����� ��� 
����� ��� ��� �-� 
����� �� 
����
�
��� -���� ������ �� ��� ���� -�� @�� ���
��� ��� ��������� ��� ��� �� ����
���)������ �� ��� 
���LA�
,�)� ��� @�A ���
���� ��� 
��� ��� ������� ��� ����
������ ������ &�-= ����� ���
�� �������� ���)���� ����������= %������ ���� ����)� �-� 
����� �� 
���� �
���
��� ���)�%�����)= ����� ��������� �� ��
�������%�� ��� ���� -��� ������ �� ��;�����
-����
,�)� ��� @%A ���-� ��� 
� ��� ��� 
6����� ������ �� � ������� ��)���� ����� ���
���� ���)���� ����� -���� ��� ������������ ������� ���� �� ��� ���� �� ��� ����
��������� ���� ����)� �-� 
����� ��� ���)�%�����) �� 
���� �
���= ����� ������
������
����� ��� ��;����� ��� �� ��� �4
�������� �����)���� �� ������ �� �������
�������� �� ����� �%����� ���� ��� ���� ���)��� ��� ���8�� �� ��� 
�������%�����

�



�7 �
����� �� ���	������ �����

,�)��� ���I @�A 
��������� ���� �� � ���� ��������� @%A 
��������� ���� �� ���

6����� 	������ @�A 
��������� 
��� �� ������� ����
������ ������

�� ��� ������� &���= ���� �� ��� �

�� ��)�� �� ��� 
� ����� �� � ����� -����-
-��� 
������� �����= ������� �� ��� 
� �� ��� ���� ��������� ���� -����- ���������
�� �����%�� 
������� ��%�� @2�$A� 2�$� ��� ��� >%��8%���? �� ������� ����������
C$��= ����D= ��� �� �� ��)��� ������%�� �� �4����� ���� ���� �%������ ���� ������
C	� �� ���= ���1D� ��� ������
���� �� � ������ ��� ��� ��������� ��������� ��
2�$ ���� ���������� 
��� �� �� 
��)�����
��� �����
� �� ���������� 
���� ��� %� �4������ ��� ��� �������� �� �-� ��������
$�� 
����%����� �� ��� ��!������ �� � ����� 
��������� ���� C5��-��= ����D %�
��� �����4

CRi, j = Θ(ε − |�xi − �yj|), i, j = 1 . . . N. @���A

9�-����= ���� ��!������ ��� ���� ���-%��8�� �� ��� �4��
�� ��� ���������� ��
��� 
���� �
���� �� �xi ��� �yi ��� ��;�����= �� �� ��
����%�� �� ��%����� %���
�������� ,��� � 
������� 
���� �� ���- �� �� ��
����%�� �� ��� ���
������ �� ���
������� �xi ��� �yi ������� ��;����� 
������� F���������= ���� �������� [x1] = m/s
��� ���
������� [x1] = K� �� �������� ����� 
��%���� M���� 
��������� �����
���� %��� ���������� C
����� �� ���= �77.DI

JR�x,�y
i,j =

{
1, �� |�xi − �xj | < ε�x ��� |�yi − �yj| < ε�y

0, �����
@���A

��� M
 ��������� ��� G���� @������������A ����������� �� ��� ��%������� �� �
���������� �� ��� -���� ������� ���� ����� �� %� �������%�� ��� ��� �������� ��
�-� �������� ���� ��!������ ��������� ��� �%��� ��������� 
��%���� ��� ���
������� �������)�� C
����� �� ���= �77.D�
:�� %����� �����) ��= ��� >��������? F�����!������ �� ���������� 
���� -��� %�
���%������ �� ��� ��4� ��������



���� ���	������ �	������������ �������� ��


�
 ��	�

��	� �������	�����  �������

��� 
���������  �����!������ "������� -�� ���������� %� N%���� ��� +�%%�� ��
CN%���� K +�%%��= ����D= C+�%%�� K N%����= ���.D ��� CN%���� �� ���= ���/�D -���
��� ��� �� F���������) ��� ���������� ����� �� 
�� ��� �����= )� %����� ���

����� ������ ������!������� 	��� �� ��� ���� ��
������ ���������� F�����!������
�������� ���

• ���������� ���� @RRAI ��!��� �� ��� 
�������)� �� %���8 
����� �� ���

�= ����

RR =
1

N2

N∑
i,j=1

Θ(ε − |�xi − �xj |). @��.A

&���= ���� ��� ��!������ ��RR �������� -��� ��� ��!������ �� ��� �����������
��� C*����%��)�� K ���������= ��/��D�

• ����������� @DET AI ��!��� �� ��� ��� 
�������)� �� %���8 
����� %��
���)��) �� � ���)���� ���� �� �� ����� ���)�� lmin C5��-��= �77�D=

DET =

∑N
l=lmin

lP (l)∑N
l=1 lP (l)

, @��0A

-���� P (l) ������� ��� 
��%�%����� �� !�� � ���)���� ���� �� ���)�� l ��
��� 
�� ���� ������� -�� ���������� �� F������� ��- 
�������%�� � ������
��� ,�� � 
������� ������= DET = 1 ��� ��� � 
����� ���������� ������=
DET → 0� 9�-����= ��� ������� ��
��� �� ��� ������ �� lmin= ��� �����
�4���� ���� ��%�)���� %� �������) ���� 
�������� C5��-��= �77�D�

• ���������� @DIV AI ��!��� %�

DIV =
1

Lmax
, @��1A

-���� Lmax �� ��� ���)�� �� ��� ���)��� ���)���� ����� �� ��� 
�� ����
������� ��� %��� ���� ���� �� �������� ��� ���)��� (��
���� �4
�����
C������ �� ���= ���1D�

• ������� @ENTRAI �� ��� 	������ �����
� �� ��� ���F����� ������%�����
�� ���)���� ����� �� ��� 
���=

ENTR = −
N∑

l=lmin

p(l) ln p(l), @��3A

-���� p(l) = P (l)/
∑N

l=lmin
P (l)� ���� ������� ���� �� F������� ��� ����


��4��� �� ��� ������������� ��������� �� ��� ������ C5��-��= �77�D�



�� �
����� �� ���	������ �����

��� 
 " �������� ���������� �
 �� ��- ��� %� ���� ���
���� ��� ���� ���)����
���� 
������� �� ��� ���� ���)���� ���� 9����= ��� 
 " �������� ��� %� �%������
�� ��
������� �� ��� �������� �� ��� ���� ���)���� C5��-�� K H�����= �77�D�

• )���� @TRENDAI �� � ������ ��)������� ���O����� ���� ��� ���������� ����
�� ���� ���)���� ���� 
������� �� ��� ���� ���)����=

TREND =

∑Ñ
i=1(i − Ñ/2)(RRi− < RRi >)∑Ñ

i=1(i − Ñ)2
, @��/A

-���� Ñ < N = �� )�� ��� �� ��� !���� ��E� �;���� C5��-��= �77�D� ����
������� F�����!�� ��� ���������������� �� ��� �������

• ����� @RATIOAI �� ��� ������ %��-��� DET ��� RR=

RATIO =
DET

RR
. @���A

���� ������� -�� ���������� �� ��������� ���� ����������� %��-��� ��;���
��� 
�������)���� ������= -���� ��� RR ����)��= %�� ��� ��� DET
C+�%%�� K N%����= ���.D�

��� �������� ��������� %����� ��� %���� �� ��� ������%����� �� ���)���� ������
5��-�� ��� H����� ���������� ����� ��- �������� �� C5��-�� K H�����= �77�D=
���� F������� �������� ���������� @���
� ����E�����= %������ �� ��� ��������A�
����� ��� ��� �����-��)I

• *��������� @LAMAI �����)����� �� ��� DET = �� �� ��!��� �� ��� 
���
�����)� �� %���8 
�����= ���� %����) �� � �������� ���� �� �� ����� ���)��
lminI

LAM =

∑N
l=lmin

lPv(l)∑N
l=1 lPv(l)

, @���7A

-���� Pv(l) ������� ��� 
��%�%����� �� !�� � �������� ���� �� ���)�� l �� ���

�� LAM F�����!�� ��� ���������� �� ������� ������ �� ��� )���� ���G�������

• )������� )��� @TT AI �� ��� ���� ���)�� �� �������� �����

TT =

∑N
l=lmin

lPv(l)∑N
l=lmin

Pv(l)
, @����A

��� �������� ��� ���� ���� ���� ��� ������ ����8� �� � ������� ����� @��-
���) ��� ���G������ -��� %� ���

��A�

• +�,���� �������� �����- @VmaxAI �� �����)��� �� ��� ���)��� ���)����
���� �� ��� 
��



���� ����	���� �� ������������� ����� ��

����� ���� �������� %���� �� ��� ������%����� �� �������� �����= ����- �� ��������
����������� �����������= �� -��� �� ������������� C5��-�� �� ���= �77�D� ,�������
����= ���� ��� ������ ��%��� �)����� ������
����� 
 " �������� F������� �O������� ��� ���������� ���� ��;����� ���������
������� �4��%�� �� ����� 
��� &�� ���� -��� ���������) ��� ���������� �� 
�� ��
��� ���� ������� %�� ���� ����������) ��� 
 " �������� ���������� �� ���� �������=
��� ����� ���� ��� ������%����� �� ���)���� ����� P (l) �� � ������� 
���� ��� ���
�������� �� 
��� �� ���
� � -� ������ ��� ������%����� �� ���)����� �� �������
��� ����������� :�� %����� -� ����� ��- �%����������� ����� ��#������ ��� 
 "
�������� ��� ��� ������%����� �� ��� ���)������


�� ��!���	� �� "#��
$������� %����

��� ��#����� �� ����� �� ��� ������� �%������ ���� ��� 
 " @	��� ���A �� ��
��
������ 
���� ��� ��� �������� �� >���� ����? �������= -���� ��� ��-��� �����
���
%� �� ����� ���� ������ �� ����������� ������ �� 
�����
�� ����� ��� ���� �-�
�;���� �� ��� ���������� �� 
��� �� ��� 
������ �
������ @������ ���)��A %���8

����� �� �� ��� %���8 �
 %���8 ���)����� %� ��
������) �-� 
����� -���� ������
��� ���)�%���� �� 
���� �
��� C����� �� ���= �77�D� +� ��- ����� ��� ��#����� ��
����� 
�����%������ �� ��� 
 "�

����� ������	� 
� �

�� 
� ��� ���

�� �� ������� �� �������� ���������� �� ��� ������ �� 
�� �� ���F������ �
�

���� �� �4
��������� ���� �� ���� C+�%%�� K N%����= ���.D= C5��-�� �� ���= �77�D=
C5��-�� K H�����= �77�D� $�� ������� 
���� ��� ���� �� ��� �������� ���� ��
F������� ��� ���������� �� 
��= ���� �� '�� �F� @��0A �� ��� ������%����� ��
��� ���)��� �� ��� ���)���� ����� P (l) �� ���)�� l ���� ��� ����� �� ��� 
���
C5��-��= ����D�
��� ������� �� ��� 
��������) �� �� �����-�I !��� -� ��������� ������������ ���
������%����� �� ��� ���)���� ����� ��� %���� ���������� 
�������� @*������� ���
��������� ������%���� �����A� ���� -� �������� ��� ��#����� �� �%�����������
����� �� ��� ������%����� �� ���)���� ����� ��� �� ��%������ ���������) 
������ ���
������
 � ��������� �� ������ ε �
��������

����� ������
	�� ���	����

� 
� ��� �
���
���

� 
� �������


� �
��
���� �
� �����
�� ��
�� �

��

+� ����� %� ����������) ��� ������%����� �� ���)����� P (l) �� ���)�� l ��� � �
�
�%������ ���� ��� �-� ���� ������ {xi}, {yi} -������ ��%�����)� 	�

��� ����
���� ��� �� � �����E����� �� ����
������ *������� ����� WN (0, σ2)� ��� 
��%��



�. �
����� �� ���	������ �����

%����� �� !�� � 
���� �� ��� �������� [x, x + ∆x] �� )���� %�

p(x + ∆x) =

x+∆x∫
x

1√
2πσ

e
−y2

2σ2 dy.

�� !�� � ���������� 
���� �� ��� ����������� (i, j) �� ��� �
�= ��� ���������
|xi − yj | < ε ���� ����� 9����= ��� 
��%�%����� ��� ��� ���������� �� � ����������

���� ��

P�� =
1(√

2πσ
)2

∞∫
−∞

e
−y2

2σ2

y+ε∫
y−ε

e
−x2

2σ2 dx dy = ���
( ε

2σ

)
. @����A

,�� �4��
��= ��� � ����� �� ε
σ

= 0.1 -� �%���� � 
��%�%����� �� !�� � ����������

���� �� PRP = 0.056�
�� ��������� ��� ������%����� �� ���)���� ���)���= -� ���
��� !��� ��� 
��%�%�����
�� !�� l ���������� 
����� �� � ��-� ���� 
��%�%����� �� � �� ��� ���� ������ ���
����
������ ����� � ��� 
������

P������(l) = P l
��.

�� ������ ���� ��� ���� ��� �4����� ��� ���)�� l= -� ���� �� ����� ���� ��� 
����
%����� ��� !��� ���������� 
���� ��� ��� 
���� ����� ��� ���� ���������� 
���� ���
-����= ���� %��� ��� ��� ���������� 
������ ��� 
��%�%����� �� !�� ���� � -����

���� �� (1 − P��)� ����= ��� 
��%�%����� �� !�� � ���� �� @�4�����A ���)�� l ��
)���� %�

P (l) = P l
�� · (1 − P��)2 @����A

���� ����-� �� ���
��� ��� �%������ ���%�� N(l) �� ���)���� ����� �� ���)��� l
�� � �
� �� 
� �� ����� ���)�� L ����)

N(l) = L2P l
�� · (1 − P��)2 @���.A

��� � �
� ���
N(l) = (L2 − L)P l

�� · (1 − P��)2 @���0A

��� � 
�� &����������= ��� ���� ��� ����� 
����� �� ��� ���� ���)����� +� ��8�
���� ���� ���� ������������� %� ��%�������) L ���� ��� ����� ������ �� 
����� ��
��� 
�� 	���������� ���!�� �F� @���0A�

����� ��	�����	� ��
� 
� �  ��	�

� !
�� "����#��

���

�

��

�� ���� ������� -� ������� ��� ��#����� �� *�������= ����
������= �%�����������
����� �� ��� ���������� 
��� �� � ���� ������� +� ��

��� ���� -� ���� � )����



���� ����	���� �� ������������� ����� �0

���� ������ xi� +� ������� ������ ���� ��� ���� ������ �� �����
��� %� ����
����
������ *������� �%����������� ����� ηi

yi = xi + ηi @���1A

-���� ηi ∼ WN (0, σ2)� ���� ��� ���������� �����4 Ri,j �� ��� ���������) ����
������ xi ��

Ri,j = Θ (ε − |Di,j|) @���3A

-��� Di,j = xi−xj � '�� �� ��� �%����������� ����� ���� ������ ��� �������� ����
������ yi= -� )�� ������� �� Ri,j

R̃i,j = Θ
(
ε −
∣∣∣D̃i,j

∣∣∣) @���/A

-��� D̃i,j = yi − yj = xi − xj + ηi − ηj � ��� F������� -� ������� �� ��- ����
�%����������� ����� ����)�� ��� ���������� ���� ��� ����� �� R̃i,j -��� ���
��� ��
Ri,j� ���������= -� ���
��� ��� 
��%�%����� Pi,j �� !�� � ���������� 
���� ��
��� ����������� (i, j) �� ��� ���������) ���� ������ xi ��� � �������� Di,j �� �����
������������
*���� � !4�� ���������) ���� ������ xi= -� ������� ��� ���� 
������ -��� ��;���
��� �����E������ �� �������� �����WN (0, σ2)� ���� -� �%���� ��� ���� ���� ����4
i �� �����%�� �� ������������ {yn}i ���� �� *������� ������%���� -��� ����
xi ��� �������� σ2� "� -� ��� ���������� �� ��� ��������� Di,j= -� ��� ������
-������ �� ���� �� )��������� ���� xi = 0 ��� xj = −Di,j� ���� ��� 
��%�%�����
�� !�� � ���������� 
���� �� ��� ����������� i, j �� )���� %�

Pi,j =
1(√

2πσ
)2

∞∫
−∞

e−
η2
i

2σ2

ηi+ε∫
ηi−ε

e−
(ηj−Di,j)2

2σ2 dηj dηi @����A

=
1

8

{
����2

(
Di,j−ε

2σ

)
− ����2

(
−Di,j−ε

2σ

)
+ ����2

(
−Di,j+ε

2σ

)
− ����2

(
Di,j+ε

2σ

)}
-���� ����(·) = 1 − ���(·)� �F� @����A �� ��� �� ��� 8�� ������� �� ���� ������� ���
��
� ��� �������� �����4 Di,j �� � 
��%�%����� �����4 Pi,j ���� )���� ��� 
��%��
%����� �� !�� � ���������� 
���� �� ��� 
� �� yi = xi +ηi �� ��� ����������� i, j ���
� !4�� ���������) 
������ ��� �� �����%�� �� �����E������ �� ��� �%�����������
������
��� �����4 Pi,j ��8�� ������ �� ��� �������� [0, 1] �� �������� �� ��� ����� 
�= ����
��
� ��� �������� �����4 Di,j �� ��� ?%�����? �����4 Ri,j = ���� ���� �-� ���%���
��
����� ���)� ��������� @0= �� |xi − xj | > εA ���� ����� ���� @1= �� |xi − xj | < εA�
,��� ��- �� -� -��� -���� P ��� D ������� �� Pi,j ��� Di,j ��� ������������ ��
,�)� ��� @�A -� ��
������ P �� �F� @����A �� ��
������� �� d = D

ε
��� s = σ

ε
�

+� ���- ���� ��� 
��� -��� d > 0 �� ��� 
������ �� ��������� ��� ��)����� dB��
"� �F�������� ��
����������� �� )���� �� ,�)� ��� @%AI �� ���-� �������� 
�������
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,�)��� ���I ��� ���������� �� P �� d = D
ε ��� s = σ

ε ��� ��� ������� ��� ����������

�� P �� d ��� �������� s ∈ [0.05, 1] �� 
���
 �� 0.05�

�� ��� ?d?��4�� ��� ��;����� s= -���� s ��8�� ������ ���� 0.05 �� 1 �� ���
� ��
0.05� ��� ������� ��� ������ �� s ��� ������ ����� P �� � 9�������� ��������� ��
��� 
������� �� ����� ��� 
��%�%������� ��;�� ���� ���� ������ ���� ����� ����
��� �� ��� ����� 
����� ���� ��� ���������� 
����� ��� ��� ������ xi = -��� ���� �

��%�%����� ��-�� ���� ��� �� %� 
��
���� ����)������ 	��������= 
����� ���� ���
-���� �� ��� �%����� �� �����= -��� %� 
��
���� ����)����� -��� � 
��%�%����� ��-��
���� �� 9����= �� ��� 
��%�%����� 
��� ��� ������� -��� �%����������� ����� �����
-��� %� ������� %���8 ��� -���� 
����� %�� ���� )��� 
����� @��� ���� ���)���� ��
��� ����������A�
��� ����8��) 
���� �� ���� ������� � ����� ����� �� ����� -��� ������ ��� �����%�����
�� ��� ����������� �� ��� ������%����� �� ��� ���)��� �� ���)������ ,�� � �����
����� �� �%��� 4% ��� 
��%�%����� �� !�� � %���8 
���� ���� ��� �������� d = 1
�� ������� ���� 1 �� ���� ���� 0.6 @��� �F� @����AA� ���� ����� ���� ���� ����
40% @LA �� ��� ���������� 
����� ��� ��� ����)������ 9����= ��� ������%����� ��
��� ���)����� -��� ����)� ����������� ���� ��� ������� �����F������ ��� ��� �
�

�������� �� 
 " �� �%������ �����

)-��� ��� �-��� (��� �� �������� �-�� �������.
�A +� ��� ������� ��� ���� -��� ���� ������ �%����������� ������ 9�-����= ���� ��
������� ��
����%��= %������ ��� ����� ����� ������ %� �����������
��A +� ��� ������
 ��-� ����������� ��� �

����� 
�������� �� ���� ���
��� �����
����� ��- �� �� ���
���A +� ��� ������ �� �
����� ε= �� ���� ����� ���������!������� -��� %� �������



���� ����	���� �� ������������� ����� �3

�� ���� �� 
����%��� (�8� ����= -� -��� ������
 �� 	��� ����. � ��������� %���� ��
�F� @����A �� ��������� ���� �� ε��	�
�� ��� ���������� ���� ��;����� 
��
�������� ��� ���� ��� ��� ������ �� ε C�= �= �= .D=
%�� ���� ��� ��� ������� �������������� C0D�
&�4� -� ������� � 
������
���� ���� �� ����������� ��� �

�������� �� �F� @����A�

*������� +��

+� ������� �� �� �4��
�� � ���� ������ )�������� %� ��� ��)����� ��


xn+1 = 4xn (1 − xn) @���7A

�� � ������� ��)���� $� ��� ���� 
���� �� ,�)� ��� -� ��
������ ��� 
��%�%����� ��

,�)��� ���I ���� ������  ! �� ��� ��"�
��� ��� ���� ����#���  �"�� ������ ����������

���� �� ��� ��"�
��� ��� ���� ����#�� ����� �
 ��
��$������� %�&

��� '���� ���
� '���


������� ��$������ σ = 0.1Σ( �� Σ �
 ��� 
������� ��$������ �� xn�

!�� � ���������� 
���� ��� ��� ��)����� ��
 -������ �%����������� ������ "� ����
?�����E�����? �� ��������� �� ���� ������������� ����= ����� ��� ���� 
��%�%�������
��� @P%���8A ��� E��� @P-����A�
��� ��)�� 
���� ���-� ��� ���� 
��� ��� ��� ��)����� ��
 -��� �%����������� ������
��� %���8 ����� �� ��� ���� 
��� ���� �� %� ������� ��� ��-= �� �4
������ �����
�� �� 
���� ���� ��� 
��%�%����� ��� �� E��� @�4��
� ���� ��� ���� ���)���� ����
��-��� ��� 
��%�%����� ���A�
����������) ��� ������%����� �� ��� ���)���� ����� ��� %��� �����= -� �%���� ����
������ �������� �� -� �������� ��� ��)����� ��
 ��� ��8� ��� ������� �����������
����� ε

σ
= 1= ������� � ��)���Q����� ����� �� 10 -��� �������� ��� 
��%�%����� ��

����)���� � ���������� 
���� �� �%��� 50%� +� -��� ��� �� 	��� ����. ���� ��
���� ���� ��� ������%����� �� ��� ���)����� -��� ���� �� ������ ��� ���������� �� ���
���������) 
������� +� -��� ���� ������� ��� ��)������� �� ��� ����)�� ��� ��



�/ �
����� �� ���	������ �����

����� ��� ���� 
��
��� �� �
����� ������ ��� ε ���� ����-� �� ����)���� 
��
����
���������� 
����� -��� � ���� ��)��� 
��%�%������

����$ %��
&��

� 
� ��� %��
�� '�� �
 "����#��

��� �

��

�� ���� ������� -� ���
��� ������������ ��� 
�������)� �� ���������� ��� ����
���������� 
����� ���� ��� 
��
���� ����)������ ���� -��� %� ���� �� ������ �

�������� �� ��������� ��� �
����� ε� +� ���- ���� ��� ������� �� 
 " ��
����
��%���������� -��� ���� �
����� ������ ε��	�
,�)� ��� ��
������� ��� 
��%�%������� �� !�� ���������� 
����� �� ��� 
������� ��
����� �� ��� ���������) 
������ ����� �� � ��;������ d� +������ ��� ����� -� ����

��%�%����� ��� ��� |d| < 1 ��� 
��%�%����� E��� ����� �� ��� ������� ρ(·) �� ���
���������� xi − xj �� )����= -� ��� ���
��� ��� 
�������)� �� ���������� 
�����
pb(ε, σ) ���� ��� 
��
���� ����)����� �� ��� 
������� �� �%����������� �����

pb(ε, σ) =

ε∫
−ε

P (D, ε, σ)ρ(D)dD

ε∫
−ε

ρ(D)dD

@����A

-����

P (D, ε, σ) =
1

8

{
����2

(
D−ε
2σ

)− ����2
(−D−ε

2σ

)
+ ����2

(−D+ε
2σ

)− ����2
(

D+ε
2σ

)}
@����A

�� ��� �������� �� �F� @����A� "����)�����= -� ���
��� ��� 
�������)� �� 
��
����
����)����� �������������� 
�����

pw(ε, σ) =

−ε∫
−∞

[1 − P (D, ε, σ)]ρ(D)dD +
∞∫
ε

[1 − P (D, ε, σ)]ρ(D)dD

1 −
ε∫

−ε

ρ(D)dD

@����A

+� ���� �� ������)���� �-� ��
�� �� ������ ���� ��� ����� @��%� ���A� �� ���������

����� �� ��� 
��� �� ����)����� �� �� ��� ����)����� ��
���������� 
���� ���������� 
����

�� ���������� 
���� pb 1 − pb

�� ��� ���������� 
���� 1 − pw pw

��%�� ���I �����
 ��� �������
 ����"��
�� ���&������ �����
�

��� �
����� ε -���� ������� %��� ��
�� �� ������= -� ������� ���� ��� 
�������)�
�� ������� �� ���������� 
����� �� ��� 
������� �� ������ ���� �� ��� ��� �� ���



���� ����	���� �� ������������� ����� ��


��
���� ��� ����� ����)����� ���������� 
����� �� ��� 
��� ������� %� ��� �����
���%�� �� 
�����

p
���
	�b =

∞∫
−∞

P (D)ρ(D)dD @���.A

,�� ��� ��� ���������� 
����� -� !�� p
���
	�w = 1 − p
���
	�b � +� ���
��� ���
��������� pb, pw ��� �-� ��;����� ���� �� ����I � ���� ����� 
������ ��� � ��)�����

������� 	�� 	��� ��. ��� � �������� ����������� 9��� -� ��������� ��� ����
�������I
��� ���� �����F����� �� ��� �

����� �� ���� -� ��� �
������ ��� ������ �� ε ��
��� �������� ���������� σ �� ��� *������� ����� ��� Σ �� ��� ���������) 
������
��� )����= �� ���� ��� %��� ��� �� ����� �� ���������� ���� -� ��� ���
��� ���
��#����� �� ����� ��� � )���� 
������ -��� ���� ��� ������%����� �� 8��-�� 	���
�������� ���- ���� �� ���� ����� �� �� 
����%�� �� �������� ��� ��#����� �� �����
���� ��� � �������� ���� ������ ���� � ���� ������ 
��� ����� -������ 8��-��) ���
���������) 
������� ���� -��8� �� ��� �%����������� ����� ���� ��� ����)� ���
������%����� �� ��� ���� ������ ��� �����
���� ����)� ��� ������� ��
��� �� ��� ������%����� �� ��� ���� ������= ����� ���
���� )������ ���������� -� ��� ��8� @��� 	��� ��.A�

�� ,�� � -��� ����� �� 
�������� ��� ������

ε ≈ 5σ @���0A

�� �

��
������ �� ε �� �������= �;���� �� ��� �%����������� ����� -��� ����
� �������� ��#����� �� ��� ��������� �� ���������� 
������ $� ��� �����
���� �� ε ≈ Σ = -���� Σ �� ��� �������� ��������� �� ��� ���������) 
������=
��� ������� �� ���������� 
����� -��� %� ��� ��)� �� ������ �������� ����������
�� ��� ���������) 
�������

�� �� ��� ���������� � ���F������ �

���� ������ ��� ε �� ε ≈ 1
10

Σ C5��-��= ����=
.D� &��� ��-���� ���� ���� �� �

��
����� ���� �� σ < 1

50
Σ �����= �� ���

��������� �F� @���0A ��� �� %� ����

�� 	��� 
��������= ��)� �������� 
�������� -��� ���� ��- ������= ��� ������
����� ������� �� ε ���� �F� @���0A� �� ����� ����� ��� ��� �� ���
���
�F�� @����= ����A�

����� �������������� ����- �� �������� ��� ������ ���� -��� ����� �� ��� ���
����
���� �� ���)���� ���)���= �������� ��� ����E����� ������ ���� �� �� �
����� ��������
�� ����� ������%������ ��� ��� �8������ �� ��� 
 "� ��� ���� �� �� ��������� � ����
������� ������ ��� ��� ���%�� �� ����� �� ��� ���)�� l� "����)����� �� ��� ��������
�� ��� ������%����� �� ��� ���)���� ���)��� ��� ���������� 
��������= -� ���� ��
�������� ��� ���� ��� l %���8 
����� ���� ���� ��� ����= %�� ���� ��� -���� 
�����



�7 �
����� �� ���	������ �����

�� ��� %�)�����) ��� ��� ��� �� ��� ������ 9����= ��� � )���� 
������ ��� �����
ε
σ
-� ���
��� ��� 
�������)� �� 
��
���� ��� ����)����� ���������� 
����� pb

��� �������������� 
����� pw� &�- ��� �-� -���� 
����� ��� 
��
���� ����)�����
-��� 
��%�%����� pw ��� ��� l %���8 
����� -��� 
��%�%����� pb� ���� ����� �� ���
���������� ������

K(l) = p2
wpl

b @���1A

��� ������) �� ���� ������ �� ��� �����-��)� *���� � 
������ xi ��� ��� ������
�
�����) ������%����� �� ���)���� @����E�����= ��������A ����� P�
���(l)= ����

P ����
�
��� (l) = K(l) · P�
���(l) @���3A

�� ��� ���� �� ���)����� �� ���)�� l ���� ��� 
��
���� ����)�����= ���� ��� �����
���� ��� ����� �� ��� ���������� 
��� -������ ����� ��� ��� ����� ����)����� �� ���

��� -��� ������ &��� ���� P ����

�
��� (l) �� ��� ��� ���� ���� ��� -��� �������� �����
�� � ���������� 
��� -��� ������ ����� ���� ��8�� 
���� � �
������ ��������� ��
���)����� �� ���)�� l ���� ���� ��� ����� �� ��� 
��� -������ ������
���� ����)� ��� ������%����� P�
���(l) �� ��� 
��� -������ ����� ���� �%�������
��
��� �� ��� �������� �� ��� ���� ������= ��� ���������� ������K(l) ���� ��
����
�� ��� ������%����� �� ��� ���� ������� �� -���� %� ��� ���� ��� � ������� ��)�����

������= � ���� �������� �� ����� -��� ���� ��� ���� ��� ���� ������%������
+� ���������� ��- �� �

�� K(l) ��� ��� ���� �� ��� ��)����� ��
 @r = 4= ���
���� 	��� ��.��A� +� !��� �������� ��� ����� -� -��� %� ����� -��� ���
����) ���
������%����� �� ���)���� ����� �� ��� 
������� �� 10% ����� ��� �-� ��;����� ������
�� ε

σ
� ��%�� ��� )���� ��� 
�������)� �� 
��
���� ����)����� ���)����� �� ���)��

l� ��� !��� ���� ������
���� �� ��� ���F������ �

���� ������ �� ε = 0.1 · Σ ���
��� ������ ��� ������
���� �� ��� �
����� ���������� �� ��� ���� �� ��� �����

ε
σ

K(l = 1) K(l = 2) K(l = 3) K(l = 4) K(l = 5) K(l = 6)
1 46.4% 23.0% 11.4% 5.66% 2.81% 1.39%
5 88.4% 82.2% 76.5% 71.1% 66.1% 61.5%

��%�� ���I )������
�� �� ��� ������������
 �� �������
 ����"��
� ���&������ ����
 ���
�������� ε

σ ��� ��� ��"�
��� ����
ε
σ = 1 �&
&�� �������( εσ = 5 ������� �������

������ ε
σ

= 1 ��� 
�������)� �� 
��
���� ����)����� ���)����� �� ��� ��- �� ���-
����������� �%��� ��� �������� ���� ��� ,�� ��� �
����� ������ �� ε

σ
��� �������

��� ���� %������ ���� ����)� -� ������ ��������� ��� ������%����� �� ���)�����

��������= -� ��� ��
� �� �������� ����)� ���������� �� ����)���� ���� ��������
�� ��� ���������) ���������
�� ���������� ��� ������ �� �F� @���3A ��� ��%� ���= -� ���
��� ��� ������%����� ��
���)������ ��� ��%�����) ��������� �� 1 ��� ��� ����� �� ����� �� 10%� ,�)� ��. @�A
���-� ��� ������%����� ��� ��� ����� ������ �� ε @ ε

σ
= 1A� +� �%����� ���� �� ����
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,�)��� ��.I ��� *&���� �� ���"����
 ��� ��� ��"�
��� ���( N(l) = L2P (l)( �����"�&
 ��
��� ����+�� ����� ����� '����&� ���
�( ��
��� ����� '��� 10% ���
�� ,
&�� ������ �� ε�
��� -�� 
��� �&� '��� ������� ������ �� ε�

���� ��� ������%����� �� ��� ���������) 
������ @�����A �� %����� �� �%�����������
����� �� 
������ @������A� ,�)� ��. @%A ���-� ��� ������%������ ��� ��� �
�����
������ �� ε @ ε

σ
= 5A� +� ���� ���� ��� ������%������ �� ���� ���� ���������

����� ������� ��� ���� �����)�� ��#����� �� ��� ����� �� '�� @��� �F� @��0AA -����
�� � %���� F������� �� ��� 
 " @��%� ���A� ��� ��;������ �� ��� ������ �� '�� ���

������ �� ε '�� -������ ����� '�� -��� �����
�����= ε

σ
= 1 7�.1 7��0

�
�����= ε
σ

= 5 7�03 7�01

��%�� ���I .��������
� ��� &
&�� ��� ������� ������ �� ε ��� ��� ��"�
��� ��� �� ��� ��
�
'��� ��� '����&� ���
�� !��������
� ���"�� �� ��� ���� 
����
 L = 3000( ��������"
�����
��� m = 1( ������� ���"�� l�
� = 3�

��� ���� -������ ����� �� ��� �� ��� ��;����� ������� �� ε� ��� ������� ���- ����
��� ��� �
����� ������ �� ε ��� ����������� �� ��� ���� �� �%����������� ����� ��
������ ��������� -��� ��� ��� �� ��� ���������) 
������ -������ ��� ����� ������
( ε

σ
= 1) ����� �� � �����)�� %����� ��������= ���� ��� ����� �� �� ��� ����� �� 300%�

����( ������� �
� %&��''�' )
&� *��
��

�� ���� ������� ��� ������� �� ��� ���� ������� ��� �4������ �� ��%����� ��������
���� ������

�yi = �xi + �ηi

���������= �F� @����A ��� �� %� �4������ �� d������������ +� �

�� ����� ���

%�����) CH���E K 	�����%��= ���3D= C��8���= ��/7D �� ����������� ��� ������ �D
���� ��� ��� ���
������ (xi − xj , xi+τ − xj+τ , . . . , xi+(m−1)τ − xj+(m−1)τ )= -����
m �� ��� ��%�����) ��������� ��� τ ��� ��%�����) ����� @��� ���� 	��� .��A� 	�



�� �
����� �� ���	������ �����

�D �� ��� ������ ���� ������
���� �� ��� 
���� (i, j) �� ��� �
�� :�� �� ��� ���
������� �������������� �� �� ��� ��������� �� �������� ��� ����������� -� -���� D
������� �� Di,j�

P
(

�D
)

=
1(√

2πσ
)2m

∫
Rm

e−
�η

2σ2

∫
U�ε(�η)

e−
(�ϑ−�D)2

2σ2 d�ϑ d�η @���/A

��� ����� ����)��� ��� �� %� ����)����� ���� ��� ������ �
��� Rm� ��� �����
����)��� �� ������ �� ��� ε������������ ������ �η� ��� ����)��� �� ���� ��O����
�� ����� �� -� �������� � �
���� ������ �η� �� �� ������ �� �������� � %�4 -��� ���
���)�� �� ��� ����� 2ε� �� ��� ���
������ �� �D ��� ����� Dk ��� �������� ��
�F� @���/A �� )���� %�

P
(

�D
)

=
m∏

k=1

1

8

{
����2

(
Dk−ε

2σ

)− ����2
(−Dk−ε

2σ

)
+ ����2

(−Dk+ε
2σ

)− ����2
(

Dk+ε
2σ

)}
@����A

�� Dk ��� ���������� �� %� ����
������� P
(

�D
)

= P
(

�Di,j

)
)���� ��� 
��%�%�����

�� !�� � ���������� 
���� �� ��� ����������� (i, j)= �� ��� ���������) 
������ yi ��
��%����� �� � �
��� �� ��������� m�
��%�����) �

���� �� ������ ���� ������ �� 
��%�������� 9�-����= ��� �
�����
������ �� ε �� ��� ���� -��� ��%�����) �� ��� ���� �� �� ��� ���� -������ ��%���
���) �� ��� ���
������ �� �D ����� �F� @����A ��
�������� ��� ���������� 
���� ��

��
���� ����)����� �� ��� 
������ �� �F� @����A �� ��4����� �� � !��� �

��4����
���� ���� �� ��� ���� �� ���� ������ �� ��4����� ���� ��������� ����� �� ��� ����

�������� �� ������%�� ��� ��� ���� -������ ����� ��%�����) @��� 	��� ����.A�
+� ���������� ���� ������ ��� ��� (����E ������ @�F�� @0��AA -��� ��� 
���������
σ = 16, r = 45.92, b = 4� ��� ���
 ��E� ��� ��� ����)������ �� h = 0.001 ��� ���
���
���) ���� δt = 10 · h� +� ��� �� ��%�����) ��������� �� m = 3 ��� � �����
τ = 8 ��� 
������ ��� ������� ��� ��� ������%����� �� ��� ���)���� ����� ��� '��
@�F� ��0A ��� � ���� ������ �� ���)�� N = 5, 000 ��� ��� ���� -������ ��� -���
�%����������� ����� �� ,�)� ��0� ��� ����� -�� -���� ��� *������� -��� σ = 0.1Σ�
���� -� ���
��� ��� ������� ��� ��� ����� ������ �� ε @�A -��� ��� �
����� ���
@%A� ��� ������%������ ��;�� ������ ���� ��� ��� ����� ������ -������ ��� ���
�
����� ������ ���� ������ ��������� ��� ������%������ ���� ����- �� ���
���
'�� @l�
� = 2A @��%� ��.A� ,�� ��� ����� ������ �� ε ��� ������ �� '�� ��� ���
���� -��� ��� -������ ����� ��;�� %� � ������ �� �%��� 7= -������ ��� ��� �
�����
������ ��� ������ �� 1.14� 	� ��� �
����� ������ ������� ��� ������ %� ������ ���
����� �� ��)������� ���� ��;������ �� �������� �� ��� ���� �� ����� ���� ������
-��� ��� ����� ������ �� ε ��� ����� �� '�� �� �� ����� ���� �� �� ��� ������)�����
�%�� ���� � 
��� ���������� 
������� ��� �
����� ������ �� ��� ��������� �� ���
����� ���� ����-� �� ����)���� ��� ���������) ���������
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,�)��� ��0I ��� *&���� N(l) �� ��� ���"����
 ��� ��� �����/ 


���( 
���� ����� '����&�
���
�( ��
��� ����� '��� ���
�( σ = 0.1Σ� ,
&�� ������ �� ε� ��� -�� 
��� �&� '���
������� ������ �� ε�

������ �� ε '�� -������ ����� '�� -��� �����
�����= ε

σ
= 1 7��/ 7��.

�
�����= ε
σ

= 5 7��� 7�/3

��%�� ��.I .��������
� ��� &
&�� ��� ������� ������ �� ε ��� ��� �����/ 


��� ��

��� ��
� '��� ��� '����&� ���
�� !��������
� ���"�� �� ��� ���� 
����
 L = 5, 000(
��������" �����
��� m = 3( ����
 τ = 8( ������� ���"�� l�
� = 2�

����+ ,�
�
�&�� �
���
����' �

��

�� ���� ������� -� 
������ ��� ������� ��� ������� ����� �� ������ ���%��� @���
	��� �����A� +� -��� �������� � ������� ������%����� �� [−a, a]� ����= ��� 
��%��
%����� �� !�� � 
���� �� x �� )���� %�

p(x) =
1

2a
[Θ(x + a) − Θ(x − a)] @���7A

"����)����� �� ��� ���� �� ��� *������� ������%�����= ��� 
��%�%����� �� ����� �
���������� 
���� )���� ��� �������� D �� ��� ���������) 
������ ��

P�� =
∞∫

−∞
p(η)

η−D+ε∫
η−D−ε

p(ϑ) dϑ dη

= 1
8a2

[
2Θ (D − ε) (D − ε)2 − 2Θ (D + ε) (D + ε)2

+Θ (D − 2a + ε)
{
(D + ε)2 + 4 (a2 − da − εa)

}
−Θ (D − 2a − ε)

{
(D − ε)2 + 4 (a2 − da + εa)

}
+Θ (D + 2a + ε)

{
(D + ε)2 + 4 (a2 + da + εa)

}
−Θ (D + 2a − ε)

{
(D − ε)2 + 4 (a2 + da − εa)

}]
@����A

��� �����-��) 
�������� �� ���
������ �����)��� �� ��� ��� ��� ��� *�������



�. �
����� �� ���	������ �����

������%������ $�� ��� ���
�� ��%������� �F� @����A ���� ��� ������
�����) �4�

�������� �� ��� ������ ����� 	� -� -��� ��� ������� �� �� ���� ������ �����
"

����) ��� !��� ���� �� �F� @����A �� ������%������ p(x) ��;����� ���� �F� @���7A=
��� ��� ���
��� P�� ��� ��%������ 
��%�%����� ������%������� ���� �� �4�������
�� ��%����� ���� ������ �� �����)�� �� ��� ���� �� ��� *������� ������%������

����- �..�
	��

� �
 %/.��
&����� ����

&�4�= -� �

�� ��� ����!�� 
 " �� ���� �� �� �4
��������� ������ �� � �$2

����� -��� ���������� ���������� �� ��� ������ ������� 5��� 
�������� -� ���
������) -��� � ������������ ��-��
��� ���)�������� )�� #�- �$2 ����� -��� �
*� ����������� ���������
��� ��������� @5��� "*5�.71:� �����"����� ���
�A�
��� �
����� ������= 1.35 � ���)= �� ��!��� %� � ��;������� )�����) ��������) ���
�@�7A ���� �� 10.6 �� ��� �� ������
��� ������ -��� � ��#�������� �� 90%� :�
�

����) � ���������� ��)��� �� ��� ���������
��� ��������� �� 100 89E= -���� ��
����� �� ��� ����4����� ����������� �� ��� ������= ��� ����� ������� � ������� ����
������ ����� � ��F����� �� ��%�������� %����������� C"������ �� ���= ��/�D� ���
������� ���
�� ��������� �� �������� %� ����� �� � ��)� �
��� �������� 9)����
N���� 
������������ -��� � ����������� �� 2.3 107 �� 9E��Q+ ��� � %���-����
�� 20 59E @�'��7�1�/ <�)� 	����� (���A� ���� ������ �� 50, 000 
����� �� � ����
���������� �� 200 �� ��� �������� �� � ��)���� ���
� @(� �.�( (�����A� ,�)��� ��1
��
������� � ���
�� @20 
������A �� ��� ����� +� 
������ ��� �������� �� ����
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��� ��� ������%����� �� ���)���� ����� %� ����) ��� ��%�����) ��������� m = 3
��� ��� ����� τ = 10� ��� ������� �� ��� ���)���� ���� ������ ��� ��� ���� ������
�����
��� %� 10% �%����������� *������� -���� ����� ��� ���
���� @,�)� ��3A�
��� ����� ������ �� ��� ��������� �� ��
�������� �� @�A ��� ��� �
����� ������ ��
@%A� ��� �
����� ������ �� ε ������ �� ���������� �� N(l) -���� �� ���� ������ ��
��� ��� ����� �����
��� ���� ������ ���� ��� ����� ������� ��%� ��0 ���-� ����
��� ������ �� '�� ��#��� ��� ��
����� ���������� �� N(l)� ��� ������ %��-���
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���( 
���� ����� '����&�
���
�( ��
��� ����� '��� 10% ���
�� ,
&�� ������ �� ε� ��� -�� 
��� �&� '��� �������
������ �� ε�

������ �� ε '�� -������ ����� '�� -��� �����
�����= ε

σ
= 1 7�03 7��0

�
�����= ε
σ

= 5 7��/ 7��.

��%�� ��0I .��������
� ��� &
&�� ��� ������� ������ �� ε ��� ��� ��
�� 


��� ��

��� ��
� '��� ��� '����&� ���
�� !��������
� ���"�� �� ��� ���� 
����
 L = 5, 000(
��������" �����
��� m = 3( ����
 τ = 10( ������� ���"�� l�
� = 2�

��� ������ ��� ��� ����������� �� ��� ���� -������ ��� -��� ����� ��� ��� �����
������ �� ε �� 3.8� ,�� ��� �
����� ������ �� ε ��� ������ �� 1.04 ��� ����� ����
����� �� ������

������) ��� ��� ���= ���� ������� -��8 �%����������� ����� ��� ����)� �������
���%�� ��� ���������� ���� ������� ��� ��)������ �� ����� ���� 
��%���= -� ����

��
����= %���� �� ��� ���������� �������= �� ������ ��� ��������� ε �� ����� !��
����� ��� �������� ��������� �� ��� �%����������� *������� ����� σ� ���� ������
�� �

��
����� �� ���� ������ ��� 
�������� �4
�������� ��� ��� ���������� -�
���� �� ��8� ���� ������� �� ��� ���� �� �%����������� �����= ���� ���
 �� ��������
��� �����%����� �� ��� ������� �� ��� 
 "� 9�-����= �� ��� ����� �� �%�����������
����� �� ��� ��)� @∼ 20% �� ��� �������� ��������� �� ��� ���������) 
������ ��
����A ��� �

�������� �� ��� 
 " �� ��� ���� ��� ���� �� 
��������
��� ������� �������� ��� ������
���� �� ��- ���������� ��� ��� 
 "= ��;�����
���� ���
�� ������%������ �� ���)���� ���)��� @���
� �A�
$�� ������� ��� ������ %� �4������ �� ����� ������� �� ����� ��� ���� ��� ��� ���
�������) 
��������� +� ���� ������� ��������� 
��%���� ������������� ������ ���
��%�����)� "��-��= ��� ������� �� ���� ������� ���- ���� �� �� 
����%�� �� ��������
��%�����)= ����



�1 �
����� �� ���	������ �����


�& "� ��� "������ ����	� �� ε

+� ��- ����� ��� ��#����� �� �%����������� ����� �� ��� ������� ����)������
�� ���������� 
����� ��� �-� ���� ������ @��)����� ��
 ��� ���� ����� 
������A=
,�)� ��/� ���� ����)� ��� �������� �� %��� ������� �� ������ ��;�����= ���
�
����� ������ �� ε �� ������� �� %��� ������ &�� -������ � ������� �������� ��
)���������= -� !�� ��� ����% ���� ���� �������) ε

σ
≤ 5= ������ ������ �����%��

��������

��$�� �
�
��
	 0�.

,���� -� �������� ��� ��)����� ��
 �F� @���7A �� � ������� ��)���� ��� ��������
��������� �� ��� 
������ �� Σ = 3

10
��� -� ��� � ����� ����� �� 10%= ���� σ = 0.1Σ�

��� ���)�� �� ��� ���� ������ �� 10=777� ,�)� ��/ ���-� ���� pb ��������� -���
)��-��) ε

σ
� ���� �� 
�����%�� �� ��� ����� ε

σ
��� ����� ��8�� �� ��O���� �� ����)����

,�)��� ��/I  ���
 �� �������
 ����"��
�� ���&������ ��� ��� ���&������ �����
 �� ���
��
� �� ��� ��"�
��� ��� ��� �������� ������
 �� ε

σ �
���� ��
�� ��
����� .������   �


��
���� ����� ��;������� Di,j = xi − xj � �� Di,j �� ����� �� �� 
��%�%�� �� !��
D̃i,j > Di,j= -���� D̃i,j = yi−yj = xi−xj +ηi−ηj @��� 	��� �����A� +��� )��-��)
ε
σ
���� �;��� )��� ���� ��
������ ��� ��� �������������� �� ���������� 
������ 	�

pb ��������� ��� )��-��)
ε
σ
� "����)�����= -� ��� ���� pw ��������� -��� )��-��)

ε
σ
� ��� %�))�� ���� ����� ��� ���� ��O���� �� -��� %� �� ��������� ��������������

������ ��������� �� �� �������%�� �� ��4����� pb ��� pw� pb ��������� ����

ε
σ
∼ 5

��� ���� ���������� pw �� ������ �������� ���
ε
σ

< 20 ��� ���� ���������� 	� ��
��� �������� ε

σ
∈ [5, 20] %��� 
��%�%������� ��� �� � ��)� �����= �����F������ ��� ��

��� ������ �� ε
σ
�� ���� �������� ��� �����%��� �� -� ��- ��8� ���� �������������

���� ��� 
�������)� �� ���������� 
����� �� ���� ��)� ��� ���)� ��������� �� ε
σ
= -�

���� �� ������ �
������� ε
σ
≈ 5= %������ ����� ������ ����- �� ������)���� �������

����)�� �� ��� �������� �� ��� ���������) 
�������
����� ������� ��� ������� ��� � -��� ����� �� 
��������= ��)� ���� ����� 
��������=
������� ����������� ����
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���� �

�����
���� �� ���
��

� ���
��
���

���� ���

��� '���� %���� �
�	�����

"� ��������� �� 	��� ��� ���������� ���� ������ ����� 
�� -���� ���
��� ������
���)�� 
����� �� ����� ���)���� ������ �� 	��� ����� -� ���� ���������� ������������
��� ������%����� �� ���)���� ����� ��� ����
������ ������ �� ���� ������� -� ����

��� ��� ������
�����) ���������� ������%����� �� ���)�����= ��� ������� -����
-��� %����� ����� ������ ��� 
��%�%����� �� !�� � ���������� 
���� �� ��� 
�
@-���� �� �F��� �� ��� ���������� ���� ��!��� �� �F� @��.AA �� )���� %�

RR(ε) = lim
N→∞

1

N2

N∑
i,j=1

Ri, j , @���A

��� ��� 
��%�%����� �� !�� � ���)���� �� �� ����� ���)�� l �� ��� 
� �� )���� %�

P c
ε (l) = lim

N→∞
1

N2

N∑
i,j=1

l−1∏
m=0

Ri+m, j+m, @���A

-���� c ������ ��� ����������� &��� ���� RR(ε) = Pε(1)�
+� �������� � ������ �����%�� X -��� 
��%�%����� ������� ρ(x)� 	�

��� ����
{xi} ��� i = 1, . . . , N �� � �����E����� �� X ��� -� ��� ���������� �� ��� ������%�����
�� ��� ��������� �� ���� 
���� �� ��� ����� 
����� �� ��� ���� ������� ���� ��� %�
���� %� ���
����) ��� ����������� �� ��� ������� ρ(·)

R(x) = ρ(x) ∗ ρ(x). @���A

RR(ε) �� ���� )����� %� ����)�����) R(x) ���� [−ε, ε]

RR(ε) =

∫ ε

−ε

R(x)dx = 2

∫ ε

0

R(x)dx. @��.A

�3



�/ �
����� �� ��������� ���������� ���� ���

&��� ���� RR(ε) �� ��������� �)����� ���R��) �� ��� ����� ,�� [0, 1] ���������
������%���� �����= R(x) �� )���� %�

R(x) =

{
1 − |x| �� |x| < 1

0 ����
@��0A

��� ����� ��� 
��%�%����� RR(ε) ��� 
�� ��� �
�� �� )���� %�

RR(ε) = 2ε − ε2 + Θ (ε − 1)
[
1 − 2ε + ε2

]
@��1A

,�� *������� -���� ����� ��� !��� RR(ε) = ���
(

ε
2σ

)
= -���� σ �� ��� �������� ���

�������= �� ���������� -��� ��� ������� 
�������� �� 	��� ������ &�- �� �� �����)���
���-��� �� ���
��� P c

ε (l) �� ��� �� 
��� "� ��� ����� �� ����
������= -� �%����

P c
ε (l) = RR(ε)l. @��3A

��� 
��%�%����� �� !�� � ���������� 
���� RR(ε) �� �� 
�� ����
������ �� ���

��������) 
���� �� ��� ���)���� @�4��
� �� ��� ���� ���)����A� �F� @��3A ���-�
���� ��� 
��%�%����� �� !�� � ���� �� ���)�� l ��������� �4
���������� -��� l� ,��
��� �4��
�� �� ��������� ������%���� ����� -� )��

P c
ε (l) =

(
2ε − ε2

)l
. @��/A

&��� ���� �� ���� ���� ��� �4
�������� ����� ��
���� �� ε� ���� -��� %� ��
��
������ ��;����� -��� ���
��� �� ��)� ������� ������� 
�������� �� ��� ��4�
��������

��
 ������	 �������

+� 
������ �� ���� ������� �� �

����� ��� ������� �������� �� �� �� �4������� ��
��� ������� 
�������� �� C,���� K H���= ���/D ��� ������� ��
� ��� ���� ������
)������= ���������� ������� #�-�� ��� ������� 
�������� �� ���� ������� ��� ����
�������� ��� ���� �� ��� �������������� �� ��� ������ �� ���� -��8� ,��� ��-
�� -� -��� ��� ��� ��4���� ���� �� �F� ����
�� �������� ��� ������%����� �� ��� ���)����� �� ��� 
�= -� ����� -��� ��� ������
������ ����)���

C(ε) = lim
N→∞

1

N2
× {���%�� �� 
���� (i, j) -��� |�xi − �xj | < ε} @���A

���������� %� *����%��)�� ��� ��������� C*����%��)�� K ���������= ��/�%D� &���
���� ��� ��!������ �� RR(ε) ��������� -��� ��� ��!������ �� ��� ����������� �����
)���

C(ε) = lim
N→∞

1

N2

N∑
i=1

Θ (ε − |�xi − �xj |) ��� �����
= lim

N→∞
1

N2

N∑
i,j=1

Ri,j = Pb(ε). @���7A
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����� ������� ��

���� ���� ����-� �� ���8 ��� 8��-� ������� �%��� ��� ����������� ����)��� ��� ���
���������� �� 
���
+� �������� � ���G������ �x(t) �� ��� %���� �� ���������� �� �� ��������� �� ���
d������������ 
���� �
���� ��� ����� �� ��� ������ �� �������� �� ���� ���������
τ � (�� {1, 2, ..., M(ε)} %� � 
�������� �� ��� ��������� �� %�4�� �� ��E� ε� ����
p(i1, ..., il) ������� ��� G���� 
��%�%����� ���� �x(t = τ) �� �� ��� %�4 i1= �x(t = 2τ)
�� �� ��� %�4 i2= ���= ��� �x(t = lτ) �� �� ��� %�4 il� ��� ������� 
���� �����
�
C
����= ��37= *����%��)��= ��/�D �� ���� ��!��� %�

K2 = − lim
τ→0

lim
ε→0

lim
l→∞

1

lτ
ln
∑

i1,...,il

p2(i1, . . . , il). @����A

+� ��� �

��4����� p(i1, . . . , il) %� ��� 
��%�%����� Pt,l(�x, ε) �� !����) � ��F�����
�� 
����� �� %�4�� �� ���)�� ε �%��� �x(t = τ)= �x(t = 2τ)= ���= �x(t = lτ)� "������)
���� ��� ������ �� ��)����= -���� �� ��-��� ��� ���� ��� ������� ������� �� ����
��� ��4��)= -� �%����

∑
i1,...,il

p2(i1, . . . , il) =
1

N

N∑
t=1

pt(i1, . . . , il) ∼ 1

N

N∑
t=1

Pt,l(�x, ε), @����A

-���� pt(i1, . . . , il) ��
������� ��� 
��%�%����� �� %���) �� ��� %�4 i1 �� ���� t = τ =
�� ��� %�4 i2 �� ���� t = 2τ = ��� ��� �� ��� %�4 il �� ���� t = lτ � ,����������=
-� ��� �4
���� Pt,l(�x, ε) %� ����� �� ��� ���������� �����4

Pt,l(�x, ε) =
1

N

N∑
s=1

l−1∏
m=0

Θ (ε − |�xt+m − �xs+m|) =
1

N

N∑
s=1

l−1∏
m=0

Rt+m,s+m. @����A

9����= -� �%���� �� ��������� ��� ��� ������ ����� 
���� �����
� %� ����� ��
��� 
�

K̂2(ε, l) = − 1

lτ
ln

(
1

N2

N∑
t,s=1

l−1∏
m=0

Rt+m,s+m

)
︸ ︷︷ ︸

(∗)

. @���.A

&��� ���� (∗) �� ��� ���������� ������%����� �� ���)���� ����� P c
ε (l) @�F� @���AA�

���������= �� -� ��
������ P c
ε (l) �� � ��)�������� ����� ������ l -� ������ �%����

� �����)�� ���� -��� ���
� −K̂2(ε)τ ��� ���)� lB��
$� ��� ����� ����= �� ��� *�� ��)������ ��� l������������ ����������� ����)���
�� ��!��� ��

Cl(ε) = lim
N→∞

1

N2

N∑
t,s=1

Θ

⎛
⎝ε −

(
l−1∑
k=0

|�xi+k − �xj+k|2
)1/2

⎞
⎠ . @���0A



�7 �
����� �� ��������� ���������� ���� ���

*����%��)�� ��� ��������� C*����%��)�� K ���������= ��/.D ����� ���� ��� �� ���
�4
�������� �����)���� �� ��� ���G��������= ��F�����)

∑l−1
k=0 |�xi+k − �xj+k|2 ≤ ε2 ��

����������� �F�������� ��

|�xi+k − �xj+k| < ε ��� k = 1, . . . , l. @���1A

���� ���� ��8� ��� �����EI

Cl(ε) ∼ εD2 exp(−lτK2). @���3A

5�������= ���� ��8� ��� �� ��� ��8��� ��%�����) ������� C��8���= ��/7D ���
����������� ��� -���� ���G������ ���� l ������������ �� ��� ���)�� ����������
@��� ���� 	��� .��A� 9����= ���� ��������

C̃l(ε) = lim
N→∞

1

N2

N∑
t,s=1

Θ

⎛
⎝ε −

(
l−1∑
k=0

|xi+k − xj+k|2
)1/2

⎞
⎠ . @���/A

��� ������ ���� C̃l(ε) )���� ��� ���� �������� C̃l(ε) ∼ εD2exp(−lτK2)� ����=
��� *�� ��)������ �%����� �� ��������� �� K2 ����������)

K̃2(ε, l) =
1

τ
ln

Cl(ε)

Cl+1(ε)
. @����A

'�� �� ��� ���������� �� ��� 
� �

����� �� ��� *�� ���= -� �����

P c
ε (l) �

∑
i1,...,il

p2(i1, ..., il) � C̃l(ε) ∼ εD2 exp(−lτK2). @���7A

��� ��;������ %��-��� %��� �

������� �� ���� �� P c
ε (l) -� ������� �������� ���

��������� �%��� l �������= -������ �� C̃l(ε) -� ���� G��� ����������� �%��� l
������������ :������ ����= �� ��� 
� �

����� l �� � ���)�� �� ��� 
���= -������ ��
��� *�� ��)������ �� ����� ��� ��%�����) ���������� +� -��� ������� �� ������
�� ��� ���������� %��-��� ���� ���)�� ��� ��%�����) ��������� �� 	��� .�.�
�� 	��� ��� -� ���������� ����� ������� ��� ��� 
6����� �������

��� ��� �(����
 ������

+� ��- �

�� ��� ��)������ �� �������� K2 �� ��� 
������
���� 
6����� ������
-��� �������� 
��������� a = b = 0.2, c = 5.7 C
6�����= ��31D

ẋ = −y − z

ẏ = x + ay @����A

ż = b + (x − c)z.
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���� l $����
 ���� 3 ����� �� 27 ��������
�� 
���
 �� 3�

�� ����������� ��� �

����%������ +� )������� �0=777 ���� 
����� %���� �� ���

��)� H���� ������ �� ������ ����� ��� ��)���� ��� !��� 0=777� ��� ����)������
���
 �� h = 0.01 ��� ��� ���
���) ���� �� 20�
,����= -� �������� K2 %� ����� �� ��� *�� ��)������� ,�)� ��� ���-� ��� �������
��� ��� ����������� ����)��� �� ��
������� �� ε� ����� �� ��� -�����4
������ ������)
��)��� ��� ���� ��%�����) ��������� l� ���� -� �%���� �������� �� K2 ���� ���
�������� ��������� %��-��� ��� ����� @,�)� ���A= K̃2 = 0.070 ± 0.003�
&�4�= -� ��������� ��� ���������� ������%����� �� ��� ���)���� ����� �� ��� 
�
�� ��
������� �� ��� ���)�� �� ��� ����� l @,�)� ���A� ,�� ���)� l ��� ����� ε ���
������) %���8� ��-� �� ����� ��� ��� ����)� ����� �� ��� 
� @��� ���� 	��� ��.A�
��� ���� �����8�%�� ���� �� ���� !)��� �� ��� �4������� �� �-� -��� ��;����������
������) ��)����� ��� !��� ��� �� ����� ��� 1 ≤ l ≤ 84 ��� ��� ������ ��� ���
l ≥ 85� ��� �4������� �� �-� ������) ��)���� �� � ��- ��� ����8��) 
���� �� ����
�������� ���� �� ��� �%������ -��� ��� *�� ������� ��� �������� �� Kf

2 ����
��� ���
� �� ��� !��� 
��� �� ��� ����� �� Kf

2 ≈ 0.225± 0.03 @,�)� ��.A ��� ��� ���
���� ��� ������ 
��� �� K2 ≈ 0.0675 ± 0.004 @,�)� ��0A� 9����= Kf

2 �� %��-���
��. ����� ��)��� ���� K2� "� K2 �� ��!��� ��� l → ∞ ��� ������ ���
� ������
��� ���������� �� ��� �����
��
9�-����= ��� ���
� �� ��� !��� 
��� �� ��� ����� �� ����������) ���= �� �� �� ����
����
������ �� ε� ��� ��)��� 1 ≤ l ≤ 84 ������������� ��� ����� ���� �������� ��
��� ������ �
 �� ����� ������ ������ ��� ��������� ��� ������
���� �� �%������
����� �� � ���� �� t = 16.8�= �� -� ��� � ���
���) ���� �� δt = 0.2�� �����
����� ������ ��#��� � �������������� 
����� �� ��� 
6����� ������ ���� -� -��� ����
	���		���� ��	
�� T���� �� �� ��;����� ���� ��� �������� >
���� 
�����? T��= -����
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��� '��� ��� %1! ��"������� -��

���� �
 ������� �� "&��� ��� �
��

�� )���� %� ��� �������� ���F����� �� ��� 
�-�� ������� �
������� T��� ��-����=
�� )���� %� ��� ����������� �� ��� ���� ����� �� 
���� �
����
$� ��� ����� ����= ����������� �� � )���� ����� �� 
���� �
��� ��� ��
�������� ��
��� 
��� %� �������� @�� ����E�����= �� ��� 
��� �� ���������A -���� ������ 	��� �
-���� ���� ������ �� ��� ����������� i, j ��

Ri,j+m =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 �� m = −1

0 ��� m ∈ {0, . . . , l − 1}
1 �� m = l.

@����A

��� ���G������ �xn ��� ����� n = j−1, . . . , j + l �� ���
���� �� ��� 
���� �xi� ����
��� ��������� )���� %� �F� @����A ��� %� �����
����� �� �����-�I �� ���� n = j− 1
��� ���G������ ����� -����� �� ε�%�4 �� �xi� ���� ��� n = j, . . . , j + l − 1 �� �����
������� �� ��� %�4= ����� �� n = j + l �� ������ �� ��� ε�%�4 �� �xi� 9����= ���
���)�� �� ��� -���� ���� �� 
��
�������� �� ��� ���� ���� ��� ���G������ ����� ��
����� ����� �� �xi�
�� ,�)� ��1 -� ��
������ ��� ������%����� �� -���� �������� ����� �� ��� 
� �� ���

6����� ������ @�F�� @����AA� ��� 
����� �� �%��� �/ 
����� ������
���� �� T���
9�-����= ��� ��)���� 
��8 �� ����� �� � ��) �� �%��� /3 
����� @��� ������ ������)
��)��� �� ,�)� ���� ���� �� �� l = 85A� ���� ����� ���� ����� ���� ���� ���� �� ���

����� ����� ����� �� ����� ������� ������ ���� ���� ���� ��!��� ��� ���������� 
��
���� T���� ,�� ��� 
6����� ��������� -��� �������� 
��������� -� !�� T��� = 3T���

,�� 
���������� �� ���� ������ %���- ��� ���������� 
�����= τ f = 1/Kf
2 �� � %�����

�������� �� ��� 
��������� ����E�� ���� τ = 1/K2� ���� ������ ����� ���� ���

����%����� �� 
������ ��� ��4� ����� -����� ��� �
����� ���)� �� �� ��� !��� 
���
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��� 


���� ε $����
 ��"�����������
 ���� 10−2 ��

10.0 ������� �� ����

%� � ������ �� ���� ���� 3 ����� -���� ���� �� �� �� ��� ������ 
���= ���� �����
�4��� �-� ���� ������ ���� ������������ ��� ���������� ��� !��� ���
� �� )������
���� ��� ������ ��� %������ �� �� ���� ��O���� �� 
������ ��� ��4� ���
 �� -� ����
���� ����������� �%��� � 
���� ��� ���G������ ��� ���� ���� ��� ���������� 
������
$��� -� ���� ������� ��� ���G������ ��� ���� ���� T���= ��� 
�������%����� ���
������� ��� ��� ���
� �� P c

ε (l) �� ��� ��)�������� 
��� ���������� 9���� ��� !���
���
�= �� -��� �� ��� ���� ����� �� -���� ��� ������ ���
� %�)���= ������ ��
������
��������������� �� ��� ����������
�� �������)��� ��- ��� ���)�� �� ��� !��� ������) ��)��� ��
���� �� ��� ���� ��
��� ���������= -� ���� ������ ��� 
�������� c �� ��� 
6����� ������ -��� !4��
a = b = 0.1= �� ���� ��;����� ��
�� �� ���������� �

��� C"���)��� �� ���= ���1D�
��
�������= -� ���� ���������� ��� ����� c = 9= -���� ������ T��� = 2T��= ���
c = 30= -���� )���� T��� = 4T��� �� %��� ����� ��� ���)�� �� ��� !��� ������)
��)��� ������
���� �� �4
����� �� T����
$� ��� ����� ����= ��� �4������� �� ��� �-� ������)� ��� %� ���8�� �� ��� ������

��%���� ������ �� ��� 
6����� ������ ��� ���� ��������� ��
�= %������ ��� ��������)
�-� ���� ������ ���� %��� ���� �������� ����� %� "��������8� �� ��� %���� �� �
������ ��%��� ������ C"��������8� �� ���= �77.D� ���� ��
��� �-� ���
�� �� ���
������
� �� ��� ����������� �������� �� ���� ����������� ������� �������� ��� !���
������ ���)� ���
� @��� ����� ������A �� ���8�� �� ��
������ #���������� �� ��� ����
���� ��� ������ ������� ���
� @��� ������ ���)� ������A �� ������� �� ��� ������B�

���� ��;������ 5�������= %���� �� ��� ��������� ����������� ��� ������ ���
�
�� �������� ������� �� K2� 9�-����= ��� �������� �� ���� !��� �� ����� �� 
��)�����
�� �� ����-����� ���� ��� �-� ���
�� ��� ���� �� �������%�� �� ����� ����������)



�. �
����� �� ��������� ���������� ���� ���

,�)��� ��.I  ! ������ ��� ���  2

��� 


���� 
���� �� ��� �&�$�
 N c
ε (l) �� ��� 3�
�

��"��� ��� ����� �������� ������
 �� ��� 
�����" ��"��� �� l�

�����
��%���� ������� ��8� ��� (����E �������

��& %��	�������$� )���
�#�����

�� 	��� ��� -� ���� ���-� ���� ��� ���������� ������%����� �� ���)���� �����
P c

ε (l) �� ������� ��� ��� ���������� �� ��������� ����������� +� ��- ����� ��-
���� ���������� ������%����� �� ���8�� �� ��� ������������� ������%������ P c

ε (l)
��� %� ���������� %���� �� Pε(l) %� ����������) ���� �� ������ ����� ���� ���� ��
����� ���)�� l= ���� � ���� �� ���)�� l �������� �-� ����� �� �4����� ���)�� l − 1=
����� �� �4����� ���)�� l − 2= ��� �� ��= -������ ��� �������������� ������%�����
Pε(l) �� ���������� %� ��� ���������� �� ����� ���� ���� �4����� ���)�� l� ����=
-� )��

P c
ε (l) =

∞∑
i=0

(i + 1)P (l + i) . @����A

	�����) ���� �F������ ��� Pε(l)= -� �%���� ����� ���� ��)�%��

Pε(l) = P c
ε (l) − 2P c

ε (l + 1) + P c
ε (l + 2). @���.A

�F�� @����A ��� @���.A ��))��� ���� �� ������ Pε(l) �� P c
ε (l) ����� �4
����������

��� ����� ��� -��� ���� ����� �4
���������� -��� ��� ���� �4
������ 9����= ���
���
� �� ��� ��)�������� 
���� �� Pε(l) ��� P c

ε (l) ��� %� ���
���� ��������� ����
������ ��� %� )���������� ��� ��� ���� �� � ��;����� ���
�� ��� ��� � ��4����
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��� 


���� 
���� �� ��� �&�$�
 N c
ε (l) �� ��� 
�����

��"��� ��� ����� �������� ������
 �� ��� 
�����" ��"��� �� l

���������� ���� ���)�� �� M � ���� -� !��

Pε(l) =

m∑
j=1

ai exp(−Kil)

P c
ε (l) =

m∑
j=1

M−l∑
i=0

ai(i + 1) exp(−Kil)

=
m∑

j=1

ai

{
e−Kil

(1 − e−Ki)2

−
[
1 + (M − l + 1)(1 − e−Ki)

]
e−Ki(M+1)

(1 − e−Ki)2

}

M→∞
=

m∑
j=1

ai
e−Kil

(1 − e−Ki)2 @���0A

�F� @���0A ���� ��� ���� ���- ���� ���� ��� m ��;����� ���
�� �� �� 
����%�� ��
���
��� Pε(l) -��� P c

ε (l)= %�� ���� �4
����� ��� !���� ��E� �;���� �� ,�)� ��� ���
���)� l� ,�)� ��3 ���-� ��� ���������� �� P c

ε (l) ���� ��� �����)�� ���� ��� m = 1=
K2 = 0.05 ��� M = 150 ���
� M = 200� ,�� M = 150 ��� ������) ��)��� -���
���
��� �� l �4����� ���� l = 1, . . . ,∼ 65 ��� ��� M = 200 ���� l = 1, . . . ,∼ 120�
�F� @���0A ������� ���-� ���� ��� ������) ��)��� ���� ��
���� �� K2� �� ��� ���)���
���� ���)�� ���� ����� �� ��� ������) ��)��� �� � ������ -��� ��� ����������� �����
�
K1

2 �� l1��� ���
� l2��� ��� � ������ ������ -��� ��� ������
�����) �����
� K2
2 = ����
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���
'��� 
������� ���������
( ε = 0.05 ��� ��
�� �� 4#(### ���� �����
�

-� !�� ��� ��������
l1��� < l2��� �� K1

2 < K2
2 ,

���� ��� ���)�� ��� ����������� �����
� ��� ���)�� �� ��� ������) ��)����
�F� @���0A ���� ����-� �� �������� ���� ��� !���� ��E� �;��� ����� �� �� ���������
������ �� K2� ,�)� ��3 ���-� ���� ��� �%������ ����� �� ��� ���
� �� ���)�� �� ���
���������� ��� !���� M �� ����������� ��� %��� �

��4������� �� ���� ��� �����
l %������ ��� ��������� ���� ��� �����)�� ���� �� ������ ����� �����
"���� ����� �������������� �%��� !���� ��E� �;����= -� �������� �� ��� ��4� �������
��� ����������� ��������� %���� �� 
���

��* ��

������� )��������

�� ���� ������� -� ���- ���� �� �� ���� 
����%�� �� �������� ��� ����������� ������
���� %� ����� �� ��� ������%����� �� ���)����� �� ��� 
�� �F� @���7A ���� ��)�
)���� ��- �� �4
���� ��� �������� �������� %��-��� P c

ε (l) ��� ��;����� εS�� ,���
�F� @���7A ��� ��� ������

D̂2(ε) = ln

(
P c

ε (l)

P c
ε+∆ε(l)

)(
ln

(
ε

ε + ∆ε

))−1

. @���1A

���� �� �� ��������� �� ��� ����������� ��������� D2 C*����%��)��= ��/�D� ���
������ ��� ��� 
6����� ������ �� ��
�������� �� ,�)� ��/� ��� ���� ����� �� D̂2(ε)
�� �� ���� ���� 1.86± 0.04� ���� ������ �� �� ���������� -��� ��� ���������� �� D2

%� ��� *�� ��)������ )���� �� C
��% K H�����= �77�D= -���� ��� ����� 1.81 ��



���� �	�	�� ����������� �3

,�)��� ��3I -�� �&�&����$� ��
����&���� �� ���"����
 ��� 3���� M � -�� 
����"�� ����

�����
���
 ��� ����� ��� N → ∞� -�� 
���� ���� 
��'
 ��� ��
����&���� �� ���"����
 ���
M = 200 ��� ��� ��
��� ���� ��� M = 150�

�%������� +��� � ����!�� *�� ��)������= 
��% ��� H����� �%���� � ����� �� 1.89
C
��% K H�����= �77�D� &���= ���� �� �%���� ��� �������� ���D2 %� �F� @���1A -�
���� ���
���� ��� �����)� ���� ����� �� ���)�� l -���� ������
��� �� ��� !���� ��
��� ��������� ��� �����)� �� l �� ��� ������ ��)��� ��� �%����� ��� ���)���� ��)���
����� D2 = 2.07 ± 0.01= -���� �� ���������� -��� ��� ����� D2 = 2.06 ± 0.02
�%������ �� C*����%��)�� K ���������= ��/�%D ��� C9T%��� �� ���= ����D�
&���= ���� ��� �4���� ��� ��� ����� �� � ������) ��)��� �� D2(ε) ��� ���� ��

��%���� �� ��� D2 ���������� C'��) �� ���= ����D�

��+ ,����� ����
������

:��� K2 ��� D2 ���� %��� ��������� ���� ��� ������%����� �� ��� %���8 ���)����
����� �� �� 
�� 9�-����= ��� ��� ���� ����� �������)���� ����������� +� ���������
��))���= �� ��������� �� ��� )���������� ������ ����������� �� ����� 2=

I2(τ) = 2H2 − H2(τ) @���3A

-����
H2 = − ln

∑
i

p2
i , H2(τ) = − ln

∑
i

p2
i,j(τ) @���/A

��� ��� )���������� 
����B� ������ ����� ����������� @���� ����������� �����
�A
��� ��� ������
�����) G���� ������ ����� ����������� C���
�= ����D� ���� ����
���� ��� %� ��������� ����) ��� *�� ��)������ �� �����-� CH���E K 	�����%��= ���3D

Ĩ2(ε, τ) = ln(C2(ε, τ)) − 2 ln(C1(ε)). @����A



�/ �
����� �� ��������� ���������� ���� ���

,�)��� ��/I �
�������� �� ��� ����������� �����
��� D2 ��� ���  2

��� ��������� �

���  ! ������� -�� ���������
 &
�� ��� ���  2

��� 


��� ��� ��� ����"������ 
���

��� ��� 
��� �
 �� ���� 5�5�

�������= -� ��� �������� I2(τ) ����) ��� ���������� �����4� "����)����� ���

�������) ��������= ��� ��� �������� H2 %�

Ĥ2 = − ln

[
1

N2

N∑
i,j=1

Ri,j

]
. @���7A

	��������= -� ��� �������� ��� G���� ������ ����� ����������� %� ����� �� ���
���������� �����4

Ĥ2(τ) = − ln

[
1

N2

N∑
i,j=1

Ri,jRi+τ,j+τ

]
. @����A

+� ���
��� ��� ���������� �� I2(τ) %���� �� ��� *�� ��)������ -��� ��� ���
�%������ %� ��� 
� ������ �� ,�)� ���� +� ���= ���� ��� 
� ������ ������
�������������� ��)��� ��������� �� ��� ������ �����������= �� �� ��� ���� �� ���
���������� �� ��� ����������� �����
�� 9�-����= ��� ��������� �� ��� ������ ��
F������������ ��� ���� @�� �� G��� ������� �� ��)��� ������ %� �%��� 0.2A� " ����
�4�������� ���
������ ���-�= ���� ��� ��;������ �� ��� �� ��� ��� �� ��� ���������
����� ��� �������� %���� �� ��� 
� ������ �� ������ ����
������ �� ��� ����=
-������ ��� �������� %���� �� ��� *�� ��)������ ������� ��
���� �� ��� �
�����
������� �� ��� ��4���� ���� �� ���� @�� *�� ��� 
�A %��� ������ ���������
&��� ���� ��� ���������� ��� ��� ���������� -� 
��
��� ��� ��;����� ���� ��� ����
�� ��� *�� ��)������� ���������= ��� �%������ ������ ��� ���)���� ��;�����= ����
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����"������ 
��� ��� ��� 
��� �
 �� ���� 5�5�

��� ����� �������� ���� -� ���� 
��
����= ��� ��� ���� �

����%�� ��� �������
������� %�� ���� ��� ���������� ���� �� ��� ���������� ��� �F����� ��!��� ��� %���
8���� �� ��������
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��
���� �

���	��
� �� ��������� �� ���

&�� ��#�����-

�� ���� ������� -� ���- ���� ����� ��%�����) 
������� �
������ ���������� ��

�� -���� ��� ��� 
������ �� ��� ���������� 
��� �� ��� ���� ���������� ��
����
���� �� ��������� ���� ��� ��������= ���� �� -���� ����� ��� ���� ���� ��� �������

6����� ������ �� ���- ��� ��������� �� ���� �;����
�� ��� ���� �� �4
��������� ���� ����� �� ����� ���� ��� ���
����� ������%���
9����= ����) ����� ����������� C��8���= ��/7D= ��� ��� ����������� ��� ������� ��

���� �
��� �� ��� �����-��) -��� "���� !4��) ��� ��%�����) ��������� d ���
��� ����� τ ��� ��!��� ��� �������

�xi =
(
xi, xi+τ , . . . , xi+(d−1)τ

)T
. @.��A

����� ��� ���� ����%������ ������� �� ��������� ��� ��%�����) 
���������
CH����� �� ���= ����D� �� �������� ��� >�
�����? ��%�����) ��������� d= ���
������ �� ����� ������� ���)�%���� �� )�������� ����
���� ��� ���� ���F������
�

���� ������� ��� ��� ���������� �� τ ��� %���� �� ��� ��������������� �����
���� �� �� ��� ������ ������������ 9�-����= ��� ������ �� � �������� ������
�� ����� ����� ��%��� C*����%��)�� �� ���= ����D= CN%���� K +�%%��= ����D� ,�)� .��

������� 
�� ��� ��� ����� 
������
���� �4��
��� @��������� ������%���� ��� ���
��
������ �����= � ���� �������� ��� ��� ������� 
6����� ������ -��� ��������

���������A ��� ��;����� ��%�����) ����������� ��� ���� 
���� ���-� ��� 
����
��� ��%�����) ��������� d = 1= ���� �� ��%�����) -�� ����� ��� ��)�� 
����
�

���� ��� ���� )��
���� ��� d > 1� ����� �4��
��� ��8� ����� ���� ��� ������
��
������� ���� 
�� 
������ ��� ����)� ���������%�� ��� �� ��%�����)� $� ���
��� ���� ���� �� �4
�����= �� �� ����� � ������������� �� ��� 
���� �
���= ��� ������
��� ��� �� %� �������������� $� ��� ����� ���� -� -��� ���- �� ��� �����-��) ����
����� ���� ����� ��%�����) ���� 
������� �
������ ���������� ���� ��� ��� 
������
�� ��� ���� ����������

.�
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��� ���� -�� ���� ����� 
��'
 ��� ����
 ��� d = 1� -�� ��"�� ����� �����
���

��� ����
 ��� d = 14( d = 2 ��� d = 3( ���� ��� �� ������� ε �
 ���
�� 
� ���� ���
���&������ ���� ���� ���7�� �
 ��� 
��� ��� ��� �������� ��� ���1�������� ���� 
����
�

&�
 ��

�������� )�� �� ��#�����- ��
 '���� %����

�� ���� ������� -� ���
��� ������������ ������������ ���� ��� ������� %� ��� 
�����
���� �� ��%�����)� ���������= -� �

�� ��� ������ �� ��%�����) �� ����
������
*������� ����� U � ���� 
������ ���� ��� �� ������������� ��� ������������ -� ���
���� �����-���� ���� ����� %� ��� �� ��� ������ �� ��%�����)�
2���) ��� ��%�����) ��������� d ��� ��� ����� τ = � ������ �� 
���� �
��� ��
)���� %�

�ηi =

d−1∑
m=0

ηi+mτ�em, @.��A

-���� ηi ��
������� ����
������ *������� ����� -��� �������� ��������� σ ���
��� �em ��� ���� ������� �� Rd= ���� �em · �en = δm,n� �� ��� 
� -� ���� �� ���
���
��������� �� ����� �������I ∆i,j = |�ηi − �ηj|� �� ��� ����� h ���
� ����� �� ����
@���� �� � ���)���� �� ��� 
�A ��� !��� ∆i+h,j+h = |�ηi+h − �ηj+h|� &�4�= -�
����� ���
��� ��� ��������������� �������� �� ∆i,j� :�� �� ������� ���
���� ���
����������� -� ���
��� ��� ��������������� �������� �� ∆2

i,j� ���� )���� %� ����)



���� ������������ �	� �� ��������� ����
� ������� ������.�

��� ��������� ����

�∆2(h, j − i) =

〈{
d−1∑
m=0

[
(ηi+mτ − ηj+mτ )

2]− E

}
{

d−1∑
n=0

[
(ηi+h+nτ − ηj+h+nτ)

2]− E

}〉 @.��A

-����

E =

〈
d−1∑
m=0

(ηi+mτ − ηj+mτ )
2

〉
= 2σ2d (1 − δ0,j−i) ��� δi,j �� ��� H�����8�� ������

< · > ������� ��� �4
����� ������ �� -� ������� ��� p = j − i -� ��� ��������
�F�� @.��A� "������) p > 0 ��� h > 0 �� ����� ������� �����= -� !��

�∆2(h, p) =
d−1∑
n=0

(d − n) (8δnτ,h + 2δnτ,p+h + δnτ,p−h) @.�.A

���� ������� ���-� ���� ����� ��� 
��8� �� ��� ����������� �������� �� h ���Q��
p+h ��� p−h ��� �F��� �� ��� �� ��� !��� d− 1 �����
��� �� τ � ����� 
��8� ���
��� 
������ -��� ��%�����) �� ��� ����� ����� �
������ ������������ ������� %�
��%�����)= ���� �� ����!�� ���������� �� ��� 
� @��� ,�)� .�� !��� ����= ��)��

����A�
�� ��� ��4� ������� -� -��� �������)��� ����������� ��� 
6����� ������= �� �

�����)����� ��� ������� �������

&�� ��

�������� ��� �� ��#�����- ��
 ��� �(����


������

�� ���� ������� -� ���
��� ����������� ��� ����������� �� ��� �F����� ��������� ���
��) ����� ����������� ��� ��� ���)���� ����������� @x, y, zA ��� ��� 
6����� ������
-��� �������� 
��������� @�F� @����AA� ,�)� .�� ���-� ������� �� � ���������� ���
��� ���)���� ����������� @�A ��� ��� ��� ��%����� ���� ����) ��� 4����
�����@%A=
-��� d = 3 ��� τ = 8� $%�������= ��� ����������� ��������� ��� ����)�� �������
���%��� ��� ����������� ��������� ��� ��� ��%����� ���� ������ ���� ��� ��#���
�������������� 
������� �� ��� 
6����� ������= %�� �� �� ������ ��#������ %� ���
��%�����)� �� ���� ���� ��� ���������) ��)� ���F����� �� )���� %� ��� �������
�� ��� ����� ���� τ = 8� ���� ��;������ �� ��� ����������� ��������� �����)��
��#������ ��� ���������� �� 
�� ���� ��� ���
���� %���� �� ����� ��%�����)�
,�)� .�� @�A ���-� ��� ����������� 
��%�%����� �� !�� � %���8 
���� h ���� ����
���
� ����� ������� %���8 
���� ��� ��� ��%����� 
6����� ������� $%�������= ���
���� �� ��� ������ �� ,�)�� .�� @%A ��� @�A �� F������������ ��� ����� $�� �������
���- ���� ��� 
�������� �� ����� ��%�����) ������� �
������ ������������ �� ���
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��� ��� p = 10� ���� ���� ��� ��� �������� ����������

d = 3, τ = 8� 9�� ��� ��������" ��� 61��������� �
 &
��� ���� !���������
 �� 3�� �
����: ����� �� ���  ! h �����
 ����� ������� ���� ���� ���������
 �
 ����

���� ��� ����� �� ��� 
��� ���� �� ���� ��#����� �� ��� 
 " ��������� ��%� .��
���������� ��� ������� ��� ���� ��
���� 
 " ��������I 

 @�F� @��.AA= '��
@�F� @��0AA= 
"��$ @�F� @���AA ��� �&�
 @�F� @��3AA�
�� ���
��� ��� ����� -� ���� ������ ��� ��������� ε �� ���� 
"�� ≈ 0.01� ���
!��� ���� �� ��%� .�� ���������� ��� ������� ��� ��� ���� �����������= ��� ���� �� ���
����� ��� ��;����� ��%�����) 
���������� &���= ���� ��� �������� ����� ������
��;����� ������ ��
�����) �� ��� ��%�����) 
����������
"� -� -��� ��� �� ��� ��4� ������� K2 ��� D2 ��� ����
������ �� ��� ��%�����)

��������� -���� ��� ����� ���� ��8�� ���� ������ �

��
����� ��� ��� ��������
�� �%������ �����

&�& ����������	� �� ��� ��#�����-

�� ���� �������= -� ���- ���� ��� ����������� �����
� K2 ��� ����������� ���������
D2 ��� %� ��������� ����
�������� ���� ��� ��%�����) 
��������� ����� ����
��� ������ %� ��������� ���� �� �� ��%�����) �� ���� �� ����
+� ����� ��� ������������� -��� ��� ���������� ������%����� �� ���)���� �����



���� ������������ �� �
� ��������� .0

��%��� 
����� '�� 
"��$ �&�


>���� ������? 0.95 96.3 0.0067
d = 1 0.04 3.58 0.0670

d = 3, τ = 8 0.72 67.1 0.0169
d = 3, τ = 6 0.83 76.4 0.0142
d = 3, τ = 25 0.50 46.5 0.0288
d = 6, τ = 8 0.75 68.7 0.0129
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P c
ε (l) @�F� ����A �� ��� 
�I

P c
ε (l) =

1

N

N∑
s=1

l−1∏
m=0

Rt+m,s+m =
1

N

N∑
s=1

l−1∏
m=0

Θ (ε − |�xt+m − �xs+m|) @.�0A

�� ��8� ����� ���� -� ��� ��� ������������� 
���� �
��� � �� -� ���� ���� �%�
������ ��� ���
����� � -� -���� ��� ��� ���������� ������%����� P d

ε,τ ���� ��- ��=
-���� d �� ��� ��%�����) ��������� ��� τ ��� ����� ���� ��� ��� ���������������
�������) ��� ��4���� ���� �� �F� @.�0A= P d

ε,τ(l) �����

P d
ε,τ (l) =

1

N2

N∑
i,j=1

l−1∏
m=0

Θ

(
ε − max

k=0,...,d−1
|xi+m+kτ − xj+m+kτ |

)
, @.�1A

-��� ��� ��%�����) ��������� d ��� ��� ����� τ � $%�������=

l−1∏
m=0

Θ

(
ε − max

k=0,...,d−1
|xi+m+kτ − xj+m+kτ |

)

= Θ

(
ε − max

m=0,··· ,l−1
k=0,...,d−1

|xi+m+kτ − xj+m+kτ |
) @.�3A

������ �F� @.�3A ��� %� �����
����� �� ������) �� ��� ����������

|xi+m+kτ − xj+m+kτ | < ε ∀ m = 0, · · · , l − 1

k = 0, . . . , d − 1
@.�/A

��� ���� ��� ����� �� %��� ����� �� �F� @.�3A ��� ��� �� ��� ���������� ��� ������
��������� ��� ��� E��� �����-���� 9����= P d

ε,τ(l) �� �F� @.�1A ��� %� �����
�����
�� �� �������� �� ��� 
��%�%����� ���� ��� ��� ���������� �F� @.�/A ��� ����������
����� ���= ���� ��� 
��%�%����� �� !�� � ���)���� ���� �� �� ����� ���)�� l -���
��� ��%�����) ��������� d ��� ��� ��������� ε ��� �����
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&��� ���� �F�� @.�/A ��� � ��� �� l·d ���������� ���� ��� �� )������ ��� ����
�������
�� ��� �4��
�� m + kτ = m′ + k′τ = ��� �� ��� �-� ����������

ε > |xi+m+kτ − xj+m+kτ | ��

ε > |xi+m′+k′τ − xj+m′+k′τ |

�� ���������� �� l �� ��O������� ���)�= ���� l > τ = -� ��� �������� ��� ����������
�F�� @.�/A ��� !�� ��� l + (d − 1)τ ���������

|xi+m − xj+m| <ε ∀ m = 0, . . . , l − 1 + (d − 1)τ. @.��A

����� ���������� ���� �� %� ��� �� !�� � ���� �� �� ����� ���)�� l − 1 + (d − 1)τ
�� ��� ���� ������ xi �� ��� ��%�����= ����

P 1
ε (l − 1 + (d − 1)τ) =

1

N2

N∑
i,j=1

l−1+(d−1)τ∏
m=0

Θ (ε − |xi+m+kτ − xj+m+kτ |) @.��7A

&���= ���� ��� ������� ��������� l > τ ��� �� %� ���� 5��� )������= ��� !���

P d
ε,τ (l) = P 1

ε,τ(l − 1 + (d − 1)τ) = P 1
ε,τ

(
[l ∓ ∆d]︸ ︷︷ ︸

l′

−1 + ([d ± ∆d]︸ ︷︷ ︸
d′

−1)τ
)

= P d′
ε,τ(l

′)

@.���A

������� ���� l, l′ > τ ��� d, d′ ≥ 1� �F�� @.���A ���- ���� ��� ����� �� P d

ε,τ(l)
�� ����������� ��� ���� ��� ��;����� ��%�����) ���������� ��� ������� ��� �����
�� ���� ������� �� ���)�� lB� �� ��� ��������� �� ���������� ��� ��������� ���
P d

ε,τ(l) = P d′
ε,τ(l

′) ��
l + (d − 1)τ = l′ + (d′ − 1)τ ′. @.���A

&���= ���� ���� �������� ���� ����� ��� �� ��� �
����� ������ �� ��� ��4����
����� "� ��� ��������� �� K2 @�F� @���.AA

K̂2(ε, l) = − 1

lτ
ln P c

ε (l) ≈ − 1

lτ
ln P d

ε,τ(l) @.���A

�� %���� �� ��� ���
� �� ln P c
ε (l) ���
� ln P d

ε,τ(l) ��� ���)� l= ���� ���������� ��
����
������ ���� ��� ��%�����) 
���������� :� � ������� ��)�����= -� ���-
���� ��� ��������� �� ��� ����������� ��������� %� ����� �� ����������� �� ����
����
������ ���� ��� ��%�����) 
���������� �F� @���1A 
��
���� ��� �����-��)
��������� ��� D2I

D̂2(ε) = ln

(
P c

ε (l)

P c
ε+∆ε(l)

)(
ln

(
ε

ε + ∆ε

))−1

, @.��.A
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-���� P c
ε (l) �� ��� ���������� ������%����� �� ��� ���� ������������ 	�%��������)

ln
(
P d

ε1,τ (l)
)− ln

(
P d

ε2,τ (l)
)

= ln(P d′
ε1,τ (l

′)) − ln(P d′
ε2,τ (l

′))

���� ln

(
P d

ε1,τ (l)

P d
ε2,τ (l)

)
= ln

(
P d′

ε1,τ(l
′)

P d′
ε2,τ(l

′)

)

-���� �����-� ���� �F� @.���A �� �F� @.��.A= -� ��� ���� ��� �������� D2 �� �����

������ �� ��� ������ �� d ��� τ �

&�* ��� �(����
 ������

&�4� -� �

�� ��� ��)������ �� ��� 
������
���� 
6����� ������ @�F�� @����AA�
��%�.�� ���������� ��� ������� �%������ ��� ��� ��������� �� D2 ��� K2 %����
�� ��� 
� ������ ��� ���)���� ��� ��%����� �����������= ��� ��������� %� ���
*����%��)������������ ��)������� ��� ������ ��� ��� ����������� �����
� ��� �����

������ K2 D2

>���)���� �����������? 0.0675 ± 0.004 2.07 ± 0.01
��%�����)= 4����
�����= ��%������ d, τ 0.067 ± 0.007 2.06 ± 0.06

*�� ��)������ 0.070 ± 0.003 1.81 ± 0.02

��%�� .��I �
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( �� ��� �������� ���
 ��� ��������
 �=� �����1

���" ���������
 ��� ��� 
��� $��&�
 �
������� �
 ��� %��

���"��1!�������� ��"������

���������" �����
���
 d = 5 �� d = 25��

����� -����� ��� ����� %����� -������ ��� ��������� �� ��� ����������� ���������
��� ���)���� ��)��� ��� ��� 
� ������ ���� ��� ��� *�� ��)�������
��� ����
������� �� ��� ��%�����) ��������� d ��� ��� ����� τ �� � ���� ��
���
���� 
���� ��� ��� �������� �� �%������ ���� ������� ���� ����)� ��� ��%�����)
��������� d ��� ��� ����� τ ��� %� ��O���� �� ���������= ��� ���
� �� P d

ε,τ(l) ���
���)� l -��� %� ����
������ �� ��� �
����� ������ �� ��� 
���������� 9����= ���
��������� ��� K2 ��� D2 �� ��� ��
��� �� ����� 
���������� ���� �� �����������
�� ,�)� .�� ��� ��� 
6����� ������� ��� )��
� ���-� ��� ���%�� �� ���)�����
N c

ε (l) = N2 · P c
ε (l) �� � ��)���������� ����� ��� ��;����� ��%�����) 
���������

@��� ��
����A� K2 �� )���� %� ��� ���
� �� N c
ε (l) ��� ���)� l� ,�� l > 100 ���

)��
�� ��� @�

��4�������A 
������� ��� �� ��� �������� �� K2 �� ����
������ ��
��� �
����� ������ �� ��� ��%�����) 
��������� �� ���������� -��� �F� @.���A�
���� ����
������� �� d ��� τ �� � �����8�%�� ����= �� ���� ����� ���� �����
F��������� ��� ��� ���� ��������� ����� ����� ��%�����)= ���� -��� ��� @�������A
��%�����) ��������� d�
� �� ��O������� ���)�= %�� ���� ��� ���� %� ���������
-������ ��� ��%�����)� ,�� d�
� �� ��-�� ��� �� �

�� ����� �� 8��-�� �� ���
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,�)��� .��I )������
�� �� ��� �&�&����$� �&���� �� ���"���� ����
 �� ���"�� l �Nd
ε,τ =

N2 · P d
ε,τ (l)� ��� ���  2

��� 


��� ��� �������� ��������" ���������
 �{d = 1}( {d =

3, τ = 6}( {d = 3, τ = 8}( {d = 6, τ = 8} ��� {d = 3, τ = 25} ���� ��� �� ������ ��
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�
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���������) ��������� ������ ��� � ��������� D= ���� ��� ���%�� �� �����������
�� ��� ���)���� 
���� �
��� �� D= ����

D ≤ d�
� ≤ 2DF + 1 @.��0A

���� ����� @�� 
�����
�� ���� ���� ���� � ��-�� ����� ��� ��� ���� ���)�� -���� ���
�� %� ���������� �� ��� 
� %���� ������� 9�-����= ������� ���� ���)�� ����
���)��� ��� ����������= �� ���� ���� ��������� �� ��-��� ���!�����A
��8���B ������� ������ ���� �� � ��������� d ≥ d�
� �� ���� ��� ��� ����� ���
%�����)= ��� ��������� ��� %� ������������� ��� ��� ��������� ���������� ���
%� ���������� ���� ���� ��O���� ���� !4��) ��� ��������� �� ��� ������ �� τ =
�� ��������� �%���� 9�-���� �F� @.���A ���-� ���� P d

ε,τ (l) �� �
 �� � ����� �� l
����
������ �� ��� �
����� ������ �� %��� ��%�����) 
����������
$�� ��)����� ���-� ���� �� ����� ���� �� ��� ��������� ����������= ��)� K2

��� D2= ��� %� ��������� -������ ��� ��%�����)� ���� �� 
����
� ��� ����
��
������ �������)� �� ����) 
�� �� ��� �������� �� �������� �����

&�+ ��� ,�	.�� /���� ������

��� ����
������� �� ��� ��������� �� ��� ����������� ��������� ��� �����
� ���
�� �
����� �������)� ��� ��� �������� �� ��!���� ����������� �������� " ���������
������ �� ��!���� ����������� �� �� ��!���� ��� �� ����
������ ���%��� �� ��F�����
�� �
����� �� ������� ���������= ���� ��� 
���� �
��� ��������� �� ��!����� ���
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5��8���*���� �F������=

d

dt
x(t) =

ax(t − δ)

1 + xc(t − δ)
− bx(t), @.��1A

�� �� �4��
�� �� ���� � ������ C5��8�� K *����= ��33D= C,�����= ��/�D� �� ��
���� �� � ����� ��� ��� �������)����� �� %���� 
���������� �� ���� ����� -� ���
a = 0.2= b = 0.1 = c = 10 ��� δ = 17� ��� ����)������ ���
 �� h = 0.01� ,�)� .�.
@�A ���-� � ������� �� ��� ���� ������� ,�)� .�. @%A ��
������� � 
���� 
�������
�� ��� ���������� �� �������� ��� ����������� ��������� ��� �����
� ��� -����

,�)��� .�.I ��� ������ �� ��� ���� 
����
 �� ��� >��:�
1%��

 


��� ��� δ = 17
�������� ��"����( ���  ����
��&���� ���������( ��� )���������� ������
 �� ����������

�� ��� ���&������ ����( ��� )���������� �����
��� �� ���������� �� ��� ���&������ �����

������� ���� �� ��%�� ��� ���� ������ x(t)� ���������= ��� ��� �� ���������
��� ��%�����) ���������� ��� ��%�����) ��������� �� ��� ����������� ��!�����
5������������� �
��8��)= �� ��%�����) �� � ������ ��
 f : X −→ Y ���� ��
� ��;�����
���� ���� � ������ �������� X �� � ������ ��%�������� Y � ���
��%�����) ��������� d �� ���� ��!��� �� ��� ������� ��������� �� � ��%���
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�� ��������� �
��� ���� -���� � ������ �������� ���������) ��� ��������� ���
%� >��%�����?= ���� d �����%��� ��� ��O����� �� ���F���� �
����� � 
���� �� ���
����������
"� ��������� �� ��� 
�������) �������= ��� ������������� �� ��� ��%�����) ���
������� ��� %� 
��%������� ��� �%������ ���� ������� 9�-����= ����� ��� 
�
%���� ������ ��� ��� ���������� �� K2 ��� D2 �� ����
������ �� ��� ��%�����)

���������= -� �� ��� ��� ��� ��%�����) �� ���� ������
,�)� .�. @�A ���-� ��� ��������� �� K2 ��� ��;����� ���������� ����� +� ����
���� �� ��)������ ���� ���
���� ��� ��������� ε ��� � !4�� 

 @	��� 0��A�
���� ��� ��� �������)� ���� ��� ������ �� 

 ��� ����������� ��� 
������ ���
��-� �� �� �������� ��� ����������� �����
� ��� ��� 5��8�� *���� ������ �� %�
K2 = 6.66 · 10−3 ± 10−4����/�� ���� ������ �� �� )��� ���������� -��� ������
��
����� �� ��� ���������� ��� ��� (��
���� �4
������ [0.007, 0,−0.071,−0.15, ...]
C,�����= ��/�D= ����� ��� ����������� �����
� �� ����������� ����� �� ��� ��� ��
��� 
������� (��
���� �4
������� ��� ������ �����
� ��� ������
��%���� ����
���� �� �

��4������� ��� ��� �� ��� 
������� (��
���� �4
������ @���)����
����A ��� ��� ������ �����
� �� �� �

�� %���� ��� ��� ����������� �����
�
C:��8 K 	���6)�= ����D�
��� 
� %���� �������� ��� ��� ����������� ��������� �� D2 = 2.13±0.03� ,�����
���
���� DF = 2.13 ± 0.03 ��� ��� ������� ��������� ��� DKY = 2.10 ± 0.02
��� ��� H�
����V��8� ���������= �)��� �� ���� )��� ���������� -��� ��� �������
C5��8�� K *����= ��33D�
$�� ��������� -��� �%������ ���� ��� ������ ���� ������ -������ ��� ��%�����)�
9�-����= �� -� ��� ���� ��%�����) -� -���� ���� �%������ ��� ���� ���������
��� ��� ������� �� ��� ��%�����) 
����������

&�0 1��2 )���

�� ���� ������� -� �������� ���������� ���� ��� 
� �%������ ���� �� �������� ��
���� #��� #�- ����� ��� �4
������� �������� �� � �������)= ��;�����������������
����������� �������= �� -���� � #��� @� -�����)������� ��4����A �� ��������� -�����
��� ������� )�
 %��-��� �-� ���4���= %���� ��������� ��� ����E�����= ����������
���������) %��� ��� ���� ��� �

������ �� ������� ��������� �%��� ��� ��������
�4�� �� ��������= ��� ������ �� ������ %� ��;�������� ������) �� ��� �����������
����-����� ,������ ������� ��� %� ����� �� C
��� �� ���= ����D� ��� ���� ������
��������� �� ���
�������� �������� �� ��� #��� �� ��������� �� � � ��� 
������
�� �
 �� / ×104 �= ��� -��� �%������ ���� ��

������������� ���������
��� ��
!���-��� 
��%�� ������� �� �������)�� ��� ���������� �� ��� ���������� �����
%��� ��� #�-� �������� -��� �� ��� %������������� �����%�� ��)���= ��� ���8
��� ���� �� �E����������
��
�)����) ���������) -���� -��� ������� F�����
�������
�� ������� ������������ ��� 
��������� ���� ������ �������)���� ���� -��� ��8��
���� � ���)�� ���������
�� 
��%� ��� ����� @��A ��� @���A �� C
��� �� ���= ����DW ����



�� � ���! ���� 0�

@���A -�� ������!�� �� � F�����
������� ��
���������������� -��� ���%�� m = 3
#�-= -���� ���� @��A -�� ������!�� �� � ��-������������ ���������������������
-��� -��� %��� m = 3 ��� m = 2 
������� ,�)� .�0 @�A ���-� � ������� �� ���
���� ������ ���� ���� @��A ��� ,�)� .�0 @%A ��� ������������� ���������� �� ��������
K2 -� ���
��� ��� ������%����� �� ���)����� P c

ε (l) ��� ��������� ��� ���
� ���
��;����� ���������� ε @���
�������� ������ ��� ���������� ���� @	��� 0��AA �� ���
������ ������) ��)���� ,�)� .�0 @�A ���-� ��� ������� ��� 
������ ����-� �� ��
�������� K2 �������%�� -����
:���� �� �F� @.��.A -� ���� �������� D2� ,�)� .�0 @�A ��
������� ��� ����
���� ��� ��;����� ���������� ������ +� �%���� ��� ��� ����������� �����
� K2 =

,�)��� .�0I ��� ������ �� ��� ���� 
����
 ��� ��� ?�' �� ������� ��"���( ���  ����1


��&���� ���������( ��� ���������� ��  @�
� ������
 �� 
����� ����� �� ��� ���&������

����( ��� ���������� �� ����������� �����
��� �� ��� ���&������ �����

6.7 · 10−3 �
	�
�

± 2.4 · 10−4%���/� ��� ��� ��� ����������� ��������� D2 = 3.4 ± 0.4�
$�� ������� ��� �� ���������� -��� 
������� ������� C
��� �� ���= ����D ��� ���
������ ��- ����������� ������ &��� ���� ��� ������� -��� �%������ ���� .7=777
���� 
����� -������ !������) ��� -������ ��%�����)�
+� ���� ���� 
�������� ��� �����)��� ���
������� %���� �� ��� *����%��)��



0� �
����� �� ����	���� �� ��������� �� ���

��������� ��)������ @,�)�.�1A ��� ����� ���� ��� ��2 ���� ������ �� �%��� ���
�� �-� ������ �� ��)������ ��)���� ��� ������ -� ���� �%������ ��� ��� ��������
���� �����
� %��� �� ��� *�� ��)������ ��� K2 = 1.1 · 10−3 ± 5.0 · 10−4%���/� ���
��� ��� ����������� ��������� D2 = 4.1 ± 0.4� ��� ���������� �� ��� �����������

a) b)

,�)��� .�1I ���� )���������� ����"��� ��� ��� ?�' ����� -�� �
�������� �� ��� ��$������

�
 ����������� �� ���
 �����
�������� �
 ����� �
 �� ����� 
����"�� ���� ��� ���"� ��������"

�����
���
� ���� ����� 
���� �� ��� �&�$�
 �����
����� �� ����

��������� ��� ��� �����
� �� ������ 
��%������� �� ��� ������) �� ��� ���� -���

��������� ��� ���)� ��%�����) ���������� CH���E K 	�����%��= ���3D� ��� ���
�������� %���� �� ��� 
� ������ �� ���� ��%����
�� ��� F����
������� ���� @���A -� �%���� -��� ��� 
� ������ ��� ��� ��������
���� �����
� K2 = 4.59 · 10−4 ± 2.2 · 10−5 �
	�

�
��� ��� ��� ����������� ���������

D2 = 2.27 ± 0.28 ���� �� ���� )��� �)������� -��� 
��������� ��
����� �������
C
��� �� ���= ����D�
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���
���� �� ��� !�������� ��

�����
�� K2

*��  ������������� �� ���  �-�
����

,�� ���� �

���������= ��)� �� �
��������
���� ���� �� �� %� ��������= �� �� ������
�%�� �� �������� ��� ��)������ �� ��������K2 %���� �� 
��� 	��� �� ���������
��)������ �� ���� ���� �%G������= �� �����-��� ��� ������ �� ��� 
��
�� ������) ���
)���� �� P c

ε (l) ��
���� �� ���� �4���� �� ��� ������ �� ��� ���� ��������
,�� ��� 
�������� �

��������= ��� ��� !��� �� ���
��� ��� ���������� ������%��
���� �� ���)����� P c

ε (l) ���
� P d
τ,ε(l) ��� ��;����� ���������� ε� ��� F������� ������=

-���� ������ �� ε ��� ������ ��������� "� ���� ������ ��� ��� 
��
�� ��
������=
-���� ��� ��;�� ���� ��� ������ �� ������� ���= ��� ������ -��� %� ��;����� ���
���� ���� ��� �� �� ��%G����� �� ���� ��%����������� �� �������� ���� 
��%���=
-� ��� !4 ��� ����� �� RR= %������ �� �� ����������= ��� ���� ��������� ���
������
�����) ε� ���� ��� %� ���� %� ��� �����-��) ��)������I

�� +� ���
��� ��� ��������� %��-��� ���� 
��� �� ������� i = 1, . . . , N ���
j = 1, . . . , i� ���� -� �%���� ��� ������ dl -��� l = 1, . . . , N2/2 @%������ ��
��� �������� �� ��� 
�= -� �������� ���� ��� ���� �� ��� �����4� "�������
��� ���)�� �� ��� ������ �� ��� ��������� �� �F��� �� N2/2−N = %�� ��� ���)�
N = -� ��� -���� N2/2�A�

�� +� ���� ��� ��������� dl �� ��������) -�� ��� ������ ��� ���8 �������
��������� %� d̃l= -��� l = 1, . . . , N2/2�

�� ,�� � !4�� RR @�F� ��.A ��� ������
�����) ε �� ���� )���� %� d̃m= -���
m = RRN2

2
� ,�� �4��
��= �� RR = 0.01= ���� ε = d̃0.01N2/2� +� ���� 8��-

���� 1% �� ��� ��������� ��� ���� �� �F��� ���� ε= ��� ����� RR = 0.01�

(�8� ����= -� ����� ��� ��%���������� �� �������) �

��
����� ������ ��� ε ��� -�
��� �

�� ��� ���� 
�������� ��� ��� �������� $�� ����������� ���� ���-� ����

0�
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���� -�� �� ������ ��� ���������� ��� ��� ���������� %� �;��� ���� ��� ������)
��)���� %����� %�������
��� ��4� ���
 �� ������� ��� ��� ��������������I ��� ������) ��)��� �� ln PRR(l)
��� l ��� ��� 
������ �� K2(RR) ��� RR ���� %� ��������� �������������� ��
%��� ����� -� �

�� � ������� ���������� ��)������ C	
X��= ����D� ��� ��)������
������� ��� ��� �� 
����� ���� �������� ��������� �� ���� ������� � ������ ��)�������
�� 
��������� ��� ��)������ ��������� ��� ��� �� ��� �F���� ��������� �� ����� ��
��������� ��� ������) ��)��� ��� ��� 
������� �� !�� %��� ��)���� �������������=
-� ���� ��� �����-��) 
���������I

• +� �������� ���� ���)���� ����� �
 �� � !4�� ���)�� lmax� (��)�� �����
��� �4������ %������ �� !���� ��E� �;����� 
������%�� ������ �� lmax ��� ��
�%��� �7Y �� ��� ���)�� �� ��� ���� �������

• +� �������� ���� ������ �� PRR(l) -��� PRR(l) > 500 �� �%���� � �����%��
����������

• +� ��� �%��� �77 ��;����� ������ ��� ε= ������
�����) �� �77 �F����� �
����
���������� ����� RR %��-��� �Y ��� ��Y= �� ���� � )��� ��!��� 
������
�� K2(RR) ��� RR�

• +� �� )������ ��� 5, 000 �� 10, 000 ���� 
����� �� ���� ��������� ���G�������
��� ���� ���� 
����� ��� ����= ��� ���� 
��������� ��� ������) ��)�����
9�-����= ��
������� ��� ��
� �%��� 077��=777 ���� 
����� ��� ��O�����
�� �%���� �����%�� ���������� &���= ���� ��� ���
������� ���� ���������
�

��4������� -��� N2�

• +� ������� ���� �� �
����� ��� ���%�� �� �������� -��� �

����) ��� �������
���������� ��)������I ��� ��� ��������� �� ��� ������) ��)��� �� ln PRR(l) ���
l= � ��;����� �������� ���� �� %� � ������ )��� ������ @��� 	��� ���A� ����=
-� ��� ��� ���
� �� ��� ���)��� �������� ,�� ��� ��������� �� ��� 
������ ��
K2(RR) ��� RR= -� ����� � �������� ��� ��� ��� ����� �� ��� ������� -���
��� ������� �%������ ���
��

����� ������� ���� 
����� �� %� ��� ���� �

��
����� ���� ��� ��� ����������
�� ��� ������) ��)����� "�� ����� 
��������� ��� �������� �� � ���
���� 
��)����
��� �����-��) �-� ������� 
������ ������� -� ���� �%������ ��� �-� ����� ��������

*�
 ��
���� �� ")��

���� ��������� ��)������ �� �������� K2 ��� ���� %� ���� �� ���� �����)� ���

�������� �� ���!)������� �
��� �� ��� ������� �� ���
� / -� 
������ �-� �4�
��
��� �� ��� �

�������� �� �������� ��� ���%����� �� �4�������� 
�������� �������
�� ��� ��� ���� ��� ��� 
�������%����� �� ��� �����B� ������� ���
������� �� ���
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����� �� ���� 00

����� �����
+� -��� ����� ��-���� -��� �� �������)����� �� ��� 
�������� �
��� �� ��� 
6�����
������ @�F�� @����AA� "���� ����)�����) ���� ������ -��� � 
��)��H���� ����)���
��� �� ������ �����= -� ���
���= %���� �� ��� �������������� �� ��� ��)������K2

�� � ��� �� ��� 
�������� �
��� ������) a = b �� ��� ��� ���� ��� c �� ��� ������
c �� ��� �������� %���������� 
��������= ��� a ��� b ����)� ������ ��� ��
���)�
�� ��� ���������� +� ���� �%��� �07��07 ������������ �� ��� ������� ���������� ���
� ����� �� 0=777 ���� 
����� ��� ���� ��� �� 
���������� ,�)� 0�� ���-� ��� �������
*��� ����� ���8 � �����)���� �� ��� ���G��������� :��� ��)���� ��� �������������

,�)��� 0��I .��"��� �� K2 ��� � 
������ �� ��� ��������� ����� �� ���  2
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��'�� ���� ��� ��&� ���������� ����
 �&����" ����&"� ��� ������� ��"���
� -�� "��


��"��� ���:
 ���������
 '���� ���� �� ��$��"��" ���	�������
�

%� K2 ≈ 0 ���������) ���� ��)���� �� 
������� %��������� 
�� 
���� �� ��� 
���
�������� ��)��� ������� %���������
$�� ����)����� � ������ ���
������� ��������� -���� ����� �� ���
��� ������� %��
�������� �� ��� a = b ≤ 0.25 ��� c ≤ 40 ��� ��������� ����� �� %� ���)��� �����4
���
��� ���������) a, b ��� ������� ��)���� ��� ������� -��� 
������� %����� �����
%���� ������������ ���������� &��� ����= ���� ����� %���� ������
��� �� 
�������
-����-� �� ��� %���������� ���)���� "������ ��������� �� ����� �� ��� ��)���
c ∈ [20 : 45] ��� a = b ∈ [0.2 : 0.3]= -���� �� ��
�������� �� ,�)� 0��� �� ��� ������
�� ���� %�4 ����� �� � %��� �-����- ��8� ���������= -���� �� ������ �����
� �� ����



01 �
����� �� �	������������

,�)��� 0��I A��� ���� ��� ��������� ����� ���
����� �� 9�"� +��� -�� ��&� 
��&��&��

�� ��� ������ �� ��� ����&�� �
 ������ 
������

���� �� -�� �� ��� ���� 8��-� ��� �������� ������� C*�����= ���.D� ��� ��������
�� ���������� %� ��� �� ������ ��%�� 
������ ��� �����
 �� � ���� ���� �� � ������
�� ���� ������� �����
�� �-� �����
� ��� %� ����)����� %��-��� ��� ���� ��� ���
���� �� ��� ���)� ���� +� ��� ����� -��8��) �� � ������������ ������
���� �� ����
��������� �� $'���
9�-����= ���� ��������� ��F����� ���� �
���!� ��������������� �� ��� ���������)
��������� ������� ��� (����E ������

ẋ = −σx + σy

ẏ = rx − y − xz @0��A

ż = −bz + xy

��� �4��
�� ���� ��� ���� �� %� ����-�� -��� �����
� �� ��� 
�������� �
����
���� ������� ������%�� ���������� ����� �� � 
�����)��:������ ����������� ,�)� 0��
���
���� K2 ��� � ������� �� ��� 
�������� �
��� -��� b = 8/3 @b �� � �������
��� ��� )������� �� ��� ���������� ����A� ��� �������� 
�����)� ���%�� r ��� ���
������ ���%�� σ ��� ���� ������� ��� ��������) ��������� ���� ����� �� 
�����
������� ����������������
&���= ���� ����� ��� ������� ���)���� @>(��
���� ���)����?A ���
�����) ��� (���

���� �4
������= ��������� ���� ��� ��
� ��� ��� ���� ���� ������ �� �� ���
����= -���� ���- ������ ������� ���������� C5��8��= ���0D� �����= ��� ������
����� ��� 8��-� �� %� ��� ��������� '�� �� ��� �����)�= ��� ��� ���� ��

���
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,�)��� 0��I K2 �� ��� ��������� 
���� �� ��� �����/ 


����

���� ��� ���������� ������� %� K2 �� ��� 
�������� 
���� ��� ���� ��� ��������
C5��8�� K �������= ���1D= C*��%�)� �� ���= ��/0D�

*�� ��� ������
� ,��

�� ���� ������� -� 
������ ������� ��� � ������������ ������� ������= ��� ��������
��


ϕi+1 = ϕi + pi − κ sin(ϕi)

pi+1 = ϕi+1 − ϕi @0��A

���� ������ ��� � >
�������? �����
�������� C:��8 K 	���6)�= ����D� �������� ���
�����-��) ��;�������� �F������I

d2ϕ

dt2
+ κ sin ϕ

∞∑
n=0

δ(t − nτ) = 0 @0��A

���� �F������ ������%�� � >8��8�� ����������?= ���� � 
���� ������������ 
�������
����� ��� ��#����� �� � ����� ���� �� �-������ �� �� �������� ���� 
����� nτ �����
����)�����) �F� @0��A ��� !��� ���� ��� nτ < t < (n + 1)τ ��� ������������ ϕ̈
��������� 9����= ��� �������� ϕ̇ �� � ��������= -���� -� ���� pn+1� �� �����-� ����

ϕ(t) = (t − nτ)pn+1 + ϕ(mτ). @0�.A



0/ �
����� �� �	������������

'������) ϕ(nτ) = ϕn= -� �%����

ϕn+1 = τpn+1 + ϕ(nτ) @0�0A

�� )�� � ���������� �������� ��� pn= -� ����)���� �F� @0��A ���� nτ − ε �� nτ + ε=
-���� ±ε �)��� ��������� ���
�������� ���� ��� ���� �� ��8�� ����������� �����
��� %����� ��� 8��8I

nτ+ε∫
nτ−ε

(
d2ϕ

dt2
+ κ sin ϕn

)
dt = 0 (ε → 0). @0�1A

"� ϕ̇(nτ + ε) = pn+1 ��� ϕ̇(nτ − ε) = pn= -� �%����

pn+1 − pn + κ sin ϕn = 0. @0�3A

	�%��������) �F� @0�3A �� �F� @0�0A -� ��� �
 -���

ϕn+1 = ϕn + (pn − κ sin ϕn)τ. @0�/A

9����= �F� @0�/A ��� �F� @0�0A ��� �F�������� �� ��� �������� ��
 ��� ��� ������
τ = 1� ����= -� ��� �����
��� ϕn �� ��� ��)��= ��� pn �� ��� �������� �� �
8��8�� ��������
������������ ������� �������= ��8� ��� 8��8�� �������= �4��%�� ���� �������� -����
��� ��;����� ���� �����
����� �������� ��� ������� ���������� @���� ϕ0 ��� p0A
��������� �� � ���)� ��)��� ��� ���������� �� ��� ���G���������� "� ����������)
������� �� ���� ������ ��= ���� �� �������� �� ��� �������)����� �� ��� 
6�����
������ ��� ���� ��� ���� �� ����)���� � ���G������ �������) �� ���� 
���� �� ���

��� �� -� �������� ��- ��� 
���� �
��� ��� ��� ��� 
�������� �
���� �� ���
���� �� ��� �������� ��
= -� ����� �� � ������ ������� ��������� ��� �������
.=��� ������ ,�� ���� ���� ������ -� ���
��� ���� K2� "�� ��� 0=777 
����� �� ���
���� ������ ��� ������������� %� ��� ���� K2� 9����= ���� ������� ��������� ������
0=777 
����� �� ��� 
��� ��� ��� ���� ��� �� �� ��� ���� �� ��� 
6����� �������
&���= ���� ��� ��������� �� ��� ���������� ������ ��� ���
���� -��� ���
��� ��
��� ����� ��� �������� ��
 ����� ��� &�������� ������� ���� ���-� ��-����= ����
���
����) ��� ��������� �� �� ��������� �
���= ��� � ������ ��- �;��� �� ���

�������
,�)� 0�. ���-� ��� 
���� �
��� �� ��� �������� ��
 ��� κ = 1.4� ��� �������
�� ���� 
���� ��
������ K2 �� ��� ���G������ �������) �� ���� ������������ ���
%��� 
������ ��� 
������� ��)����� ���� ���� ���� �� ����8��) ��%���������� �� ��
������ %� ��� �������� �� ������� �;����� $�� �� -���� �� ���� ��� �� ��� !����
���
���) ��� ��� !���� ���)�� @N = 5, 000A ���� 
������� ���� ������ ��� >����?
��� �� %� 
����� 
�������� "� ��� ���������� ���� 
������� �� ������� ��)���� �����
�� � ����� �� ������������ K2�

�� 
������ ������� �
 ���� ����� �
 ������� ��������� ���� 
� ��	�� �� ����� �� ���� ���
���
����� �
 ���������� ��������� ������� �� ��������
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+�� ��	����
�	���� �� ���  ��
�	��
 �
�� ��� ���

	�

��	� ����

�� ���
� � -� ���� ���� ���� �� ����� ���� ��������� ���������� ��� %� ���������
���� �� 
�� ��� F������� ������ ��- ���� ����������� �� 
�����
�� ��� %� �4�
������� ���� �� 
�= �� ��� ���
��4 %�������� �� � ������ �� � d �����������

���� �
��� �� ��

�� ���� � %����� �����4�
�� ���-�� ���� F������� -� ����� �� ���� ������� ��- �� ����������� � @����������A
���� ������ {x1, x2, x3, . . . , xn} ���� � %����� @���� %���8 ��� -����A 
� )���� %�
��� ���������� �����4 Ri,j = Θ (ε − |xi − xj |)� (�� �� ������� ������ ���� ���
������ �� xi ��� ������%���� ������ ����������� %��-��� ��� ������� x�
�� ���
��� ��4���� x���� �� ��� ���� ������ -��� ���
��� �� ��� ��������� ε� :� ����=
-� ���� ���� ����� �� �� ��%�������� �� [x�
��; x����] �� ���)�� ε -���� ���� ���
������� �� ����� ��� 
���� �� ��� ���� ������� �� ����� -����= -� ������ ���� ���
�����-��) ��������� �� ���!����I

#�������� ��� �-� ������������������
�� 
� 
� 
�����
��� �� �
�
�� ��� ���	
�� �� ��� �
�� ��	
�� 
� ��� �������� ���� ����
�� ��
�� �� ��� �� ��� ������� ��� � ��
�����	 ��
�� 	������ �� 
�� ε
��
�����	�����

� ��� ������ ������� ���� ��� �
�� ��	
�� 
� 	������	���
����

+� -��� ���- ���� ���� ��� �����-��) ��)������ ��� %� ���� �� ����������� ���
@����������A ���� ������ ���� ��� 
�� �� �� ��
������ �� ���� ���� ��� �� ������
�������� ���� ������ ��� ��� ���� ���8 ����� ��� ��� ���� ���%�� �� �������
�� ��� ��� ���������) ��� 
�� "����������� �������������) %� ��8��� �������
C��8���= ��/7D ��� ��������� ���� ���� ���� ������ ������ � ��
���)������ ���������
�%G��� C:���� �� ���= �77�D�

1�



1� �
����� �� ����������� ������� �� ���

��� ��)������ �� ����������� ��� ���� ������ ���� ��� 
� �������� �� ����� ����

����� ��� � ����� �� �7 ���
��

�� 	�����)

@�A �� � ������� �� ��� �����4 Ri,j ��� ���������= ����� ��� ������� �� ���
������� ��� ������ n − 1 �� ����= �� ���� ����� ������ �� ���F���

@%A ���
��� ��� ��� 
���� �� ���)�%�����) 
����� -��� ����������� i, j @����

���� ��� -���� Ri,j = 1A ��� ���%�� �� ���)�%���� �� xj -���� ��� ���
���)�%���� �� xi� +� -��� ���� ���� ���%�� ni,j �

@�A ����� �4��� �4����� �-� 
�����= ��� xj1 ��� xj2 = �� ���� ni,j1/2
= 0 ∀i�

����� �-� 
����� ��� ��� ��4���� ��� ��� ������� �� ��� ����
�������

@�A ������ ��� �� ����� �-� ������� �� �������) 
����� @+� -��� ���� ����
����4 k�A

�� ���������

@�A '����� ��� ���� ����4 -���� ��� %��� ���8�� �� ��� �������������� ��
��� ���� ������ �� ��� %� k� �� ����� �� � ���F�� ������� �� ��� ��� ��
{ni,k}i= ���� ����� �� � i�
� �� ���� ni���,k < ni,k ∀i �= i�
�= ��8� ���

���� -��� ��� ����4 i�
� �� ��� ������ 
�����

@%A �� ����� �� �� ���F�� ������� �� ��� {nl,k}l= ���� ����� �� � ��� �� m
������� {µ1, . . . , µm}= �� ���� nµ1,k = . . . = nµm,k ≤ ni,k ∀i= ������
��� ������� w = min{nk,µi

}i� ��� ��4� 
���� ��� ��� ��������������
���� �� xw�

@�A ������� ��� �-� ���
� @�A ��� @%A �� ���� 
����= ����� ��� ������� ���
���8��� ����= ��� ���� � ���8 ����� �� ��� 
����� �� ��� ���� ������
n��
�

i -���� ��������� ��� 
��

�� ,���� 
�������������

@�A *������� ������ ���%��� yi �� ���� ��� ���� ����� �� ��� �������
������ ����� �� ��� ���%��� ���� ���8 ����� ����� ������ ���%����

@%A *������� � ���� ������ %� 
�����) ��� ����� yi �� ��� 
������� n��
�
i �

���� ��� �%����� yn����
i
�

@�A 
���������� �� ��� 
������� �� ��� >��������� �������? �%������ �� ���

� ��� ������ �� ��� 
����� �� ��� ������
�����) ������� -���� ��������
�� ��� 
��

�� ��� ��4� ������� -� ���������� ��� �

�������� �� ���� ��)������ %� �� ����
�4��
���



���� ��������	����� �� � �� ���� �� �� 1�

+�
 ���� #� ���� ��	����
�	���� �� � ���� ��
���

�
�� �� ��

�� ���������� ��- ��� ��)������ -��8�= -� �

�� �� �� ��� 
� �� ��� �����-��)
��� ���� ������ {3, 2, 4, 8, 2, 5, 7, 6, 0, 2}� ��� ��������� �� ������ ε = 2� ��� ����
���
�����) 
� �� ��
�������� �� ,�)�1��� &�- -� �

�� ��� ��)������ ������%��

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

,�)��� 1��I  ! �������� ���� � ��
 ���� 
����
 �� ��� ������
�

�� ��� ���� �������� ,����= -� ������ ���� ��� ������� 2, 5, 10 ��� ��������� @����
���8�� �� )���A� ,����-��) ��� ����������� �� ���
 >�? -� ������ ������� 5 ���
10= ���� -� -��� �)���� ���� �������) ��� ��� ��4� ���
� �� ��� ��)�������
&�4�= -� ���
��� ��� ni,j ��� ��� ���)�%�����


 � � � � � � � � � � � � � � � �    ! ! ! ! "
# � � � � � " � � � !  ! � �  ! � � ! � � �  �

ni,j � � � � � $ $ � � � � � � � � � $ � � � $ � $ �

,����-��) ���
 >�? -� ������ ��� �-� ������� j1 ��� j2 ��� -���� ni,j1,2 = 0 ∀i�
+� !�� j1 = 9 ��� j2 = 4� ���� ����� ���� ��� �� ��� ������ x9 ��� x4 �� ���
���)��� ��� ��� �� ��� �������� �� ��� ���� ������� +� ������ ��� �� ����= ��)�
j1 = 9 ���
� x9 @���
 .A�
���� @���
 0A= -� ������ ��� ���)�%���� �� x9� ����� �� ���� ��� ���� ����� x2�
���� �� ��� ��4� ����� �� ��� ���8 ������ 9����= -� ���� x9 < x2 @�� x9 > x2 A�
&�4�= -� ������ ��� ���)�%���� �� x2� ����� ��� x1, x3, x9 ��� x9 �� ������� ���
���)��� 9����= -� �������� n2,1 = 1 ��� n2,3 = 2� ��� ������� �� n2,1 = 1= ����
x1 �� ��4� �� ��� ������� +� ���� x9 < x2 < x1 @�� x9 > x2 > x1A �



1. �
����� �� ����������� ������� �� ���

��� ���)�%���� �� x1 ��� x2, x3, x6� x2 �� ������� �����)�� �� ��� �������������
���� ������� ����= -� �������� n1,3 = 1 ��� n1,6 = 2� ���� ����� ���� x3 �� ���
��4� ����� �� ��� ���� ������I x9 < x2 < x1 < x3 @�� x9 > x2 > x1 > x3A�
���������) -��� ��� ���)�%���� �� x3= -� !�� n3,6 = 1 ��� n3,8 = 2� 9����= -�
���� x9 < x2 < x1 < x3 < x6 @�� x9 > x2 > x1 > x3 > x6A�
��� ��4� ���
 �� ��;����� ���� ��� ���� ���
�� ��� �-� �������� ���)�%���� ��
x6 ��� x7 ��� x8� "� n6,7 = 1 ��� n6,8 = 1= -� ���� �� �

�� ���
 >1? �� ���
��)������ ��� �������� n7,6 = 2 ��� n8,6 = 1� ��� ������� �� n8,6 = 1� 9����=
-� )�� x9 < x2 < x1 < x3 < x6 < x8 @�� x9 > x2 > x1 > x3 > x6 > x8A�
�� ��� ��4� ��������� -� �������� n8,4 = 0 ��� n8,7 = 0� ")���= -� ���� �����- ���

>1?� ��� ������� �� n4,8 = 2 ��� n7,8 = 1 �� n7,8� 9����= ��� ��4� 
���� �� x7 ���
��� ���� ��� x4� +� �%���� ��� ���� ������ x9 < x2 < x1 < x3 < x6 < x8 < x7 < x4

@�� x9 > x2 > x1 > x3 > x6 > x8 > x7 > x4A�
&�4�= ��� )�������� � ������ ���%��� ��� ������ ����� ���� x9 �� ������!��
-��� ��� �������� ���%��= x2 -��� ��� �������� %�� ��� ��� �� ���
,������= ��� ������������ x5 ��� x10 -���� ���� %��� ��������� �� ��� !��� ���
�
:��� ��� ��� �F��� �� x2�
����= ��� ��)������ �� !������ ��� ��� ��� � ���� ������ {xi} -���� �� ������
�������� ���� ��� 
��

+�� ��	����
�	���� �� ��� ���� ��
��� ��
 ��
��

�
�������	�� ������� �
�� ����
 �����	��$�

���

&�- -� ���- ���� ��� ��)������ -��8� -��� ��� ���� ��;����� �������= %��� ���
������� ��� ���������� ����� ��� ��)������ ���� ��� ��
��� �� ��� �������� ��
��� ���������) �������
"A +� ����� -��� ��� �������������� �� ��� ���� ������ �� � ��)����� ��
 xn+1 =
4xn(1−xn) @,�)� 1�� @�AA� *���� ���� ��� 
� ���� � ���������� �� ��� ��)����� ��

@�� ���� ���� -� ���� ε = 0.1= ���)�� �� ��� ���� ������ N = 1, 000A= -� �����������
��� ���� ������ %���� �� ��� �

�� ��)������� ��� ������ �� ��� �������������� ��
���
����� �� ,�)� 1�� @%A� �������) ��� ���)���� ��� ��� ������������� ���� ������
��� �� ��
 �� ��� �����= ��� �%����� ,�)� 1�� @�A� &���= ���� ��� �������������� ��
���� ���� 
������ ���� ��� ����� %����� )���� %� ��� ��������� ε� "�������= ���

�������� ��������� -��� ��� ���)�� �� ��� ���������) ���� ������� �� ��� ���)�� ��
��� ���� ������ ��������� ��� ��� ������%����� �� ��� ������ �� ������� �� %� 8��-�=
��� ������ �� ��� ������������ ���� �� E���� ��� ���� ��������� 
��
������ ��
��� ���� ������ @��)� ��� ����������� �����
� ��� ���������A ��� ����� ��
������
���� ��� ���� %� ���� �� �� xn ��� xn+1 
��� @,�)� 1��A� �������) ���� ���)��� ���
��� ���)���� ���� ������ ������ � 
���%���� ,�� ��� ������������� ���� ������ ���
!��� � )��
� -���� ����� �� %� � ����������� �������� 
���%���� ���� �;��� ��
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,�)��� 1��I  ����
��&����� �� � ���� 
����
 �� � ��"�
��� ��� ���� ��  !� ��� 0��"�1

��� ���� 
����
( ��� �����
��&���� ���� 
����
( ��� ���� ���� 
����
� ���"���� ��� ������

�����
��&���� ��� ������
��

������ ��� �� ��� ��;����� ������%����� �� ��� ���)���� ��� ��� ������������� ����
������� 9�-����= �� �� ����� � ��� ���
�� ��
 ��� ���� ��� ����������� �����
� ��
������)���
:A ��� �������������� ���� -��8� ��� ���������� �������= ���� �� ��� 
6�����
������ @�F�� @����AA� ,�)� 1�. @�A ���-� � ������� �� ��� ���� ������� ��� ������
��������� ��������� ������ 
�������� -��� ��� ���)���� ���� ������ @��� ,�)� 1�. @�AA�
�� -� ������ ��� ������%����� �� ��� ������ �� ��� ���)���� ���� ������ �� 8��-�=
��� ���� �F���� ����� �� ��� ������������� ��� ��� ���)���� ���� ������ ��������
�� ���� �����
�A ��� ��4� ���� -� -��� �� 
������ �� ����
������ ��������� ������%���� ������
���� ������ �� ��� ���������= %�� ��� �������������� �� ��� ���G������ %���� ��
��� ��)������ ����� -��8�� ,�)� 1�0 @�A ��
������� ��� ���)���� ���� ������� ,�)� 1�0
@%A ��� @�A ��
������ ��� ������������� ���� ������� ����� �� ������ 
������ �����
��������
�� ��� ����� ��� ��)������ ��������� �� �������������) ��� ���� ������ ���� ���

�� �� ��� ��4� ������� -� -��� ������� ���� �� ��� ��������������� ��� �����������
�� ��� ��)�������
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,�)��� 1��I xn $
� xn+1 ���"��� ��� ��� �����
��&���� ��"�
��� ���� .&� �� ���

�������� ��
����&���� �� ��� ���� 
����
 �� �
 ��� � ���������

+�& )��	������ �� ��� ��-�
����

��� �������������� ��)������ -��8� %� ����������) ��� ���)�%�������� �� ���

����� �� ��� ���� ������� ��� ��������� ��� �-� ������������������ �������=
���� ��� ���)�%�������� ������
 ��O�������� ���� ��8�� �� 
����%�� �� �����������
��� ���� ������� �� �� �F�������� �� ��� ��������� ���� �� ��� 
��G������ �� ��� ������
����� �� �� ε��������� ���� �� 
������
"������) ���� ��� ������ ��� ��������� ������%����= ��� ��� �������� ��� ���%��
�� 
����� -���� ��� ������ �� ����������� ��� ���� ������ ��� � )���� ��������� ε�
��� �������� d �� �-� ���)�%�����) 
����� �� ��� �������� �� ��� ������ [x�
�, x���]
�� ���� �4
���������� ������%����

ρ(d) = N · e−N∗d, @1��A

-���� N �� ��� ���)�� �� ��� ���� ������� (�� ��= -������ ���� �� )���������= ������
���� ��� �������� �� -���� ��� ������ ��� ������%���� �� ��� ���� ��������� ����
����� ��� N + 1 ���������= -���� ���� �� %� ��� ������� ���� ε� $�� �%�����
��� �����-��) �������� %��-��� ��� ���%�� N �� 
����� �� ��� ���� ������= ���
��������� ε ��� ��� 
��%�%����� �� !�� � ���� �������� -���� �� ���)�� ���� ���
��������� p�

p =
(
1 − e−Nε

)N+1
@1��A

���� ������� ����-� �� �������� ����= �� ����� �� %� �%�� @-��� � 
��%�%����� ��
�%��� 7����A �� ����������� ��� ���� ������ @��� ��� ���������A ��� �� 
� -����
��� � ���������� ���� �� �Y= ��� ������ ���� ���� ���� �%��� �=.77 
����� ��
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���
��  !� ��� 0��"���� ���� 
����
( ��� �����
��&���� ���� 
����
 ���� ������ ������������


��� 
������� ��$������ ��� ��� ���� ��$� ���� ��������( ��� ���� ���� 
����
� ���"����

��� ������ �����
��&���� ��� ������
��

��� ���� ������� 2���) ε = 0.1 ��� ���� ����� �%��� �7 
����� �� ����������� ���
���� �������
9����= �� ε �� ���)��= ��� ����� ���� 
����� ��� ��� ��)������ �� ����������� ���
���� ������� ��= �� ��� ����� ����= ε �� ��� ���)�= ��� �������������� ��)������
-��8� %�� ������ ������)���� ��;����� 
����� 
��
����� (�� �� ��8� �4��
�� � ��
������ -���� ��� ������%���� ��������� �� ��� ���� ��������� ����= �� ε �� 0.5 + δ=
� %��� �� -���� 2δ ������ 7�0 ��� ��� 
����� �� ��� ���� ������ �� ���)�%����� "��
����� 
����� ���� �F��� ������� �� ��� 
� ��� ��� ��� ������)�����%��� @����
��� >���������? �� ��� !��� ���
 �� ��� ��)�������A +������� ε < 0.5 = ���� ���� ���
�������� -���� �� ��� ����� �� ��� ���� ������= ��� ���� ������ ��� %� �������������
�� ���������� �� ��� -����� %� ����������) ��O������� ���) ���� �������
&���= ���� %���� �� ��8��� ������� C��8���= ��/7D= �� �� 
����%�� �� �����������
��� ��������� ���� ��� ������������� ���� ������� 9����= ��� ��������� ��� %�
��������� ���� ��� 
� @�� ���� ��� ���
�����A �� ��� ������= �� ����� ��
��
��)������ C:���� �� ���= �77�D� ���� �����= ���� ��� 
� �������� ��� ��
���)����
����������� �� ��� ���������) ������= ���� ����)� �� �� ���� ���
���� ���� ���
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,�)��� 1�0I  ����
��&����� �� � ���� 
����
 �� ����������� &�������
 ��
����&��� ���
��
��� 0��"���� ���� 
����
( ��� �����
��&���� ���� 
����
( ��� ���� ���� 
����
� ���"���� ���

������ �����
��&���� ��� ������
��

�� ��� ���
������� ,�)� 1�1 ���-� ��� �������������� �� ��� 
6����� ��������� ����
��� ������������� ���� ������� 9�-����= ��� �������������� �� ��� ���� ������ ����
��� 
� �� ���� ���� ��� ���
����� �� ��� ������= ��)� ��� ����� �����������
������� �� ��� 
6����� ������= �� ��� 
����%�� -��� ���� ��)������� 	��� � 
��� ��
��� 
����-��� 
������ �� ��� 
� �� ��� ���)�� ���
������= �� ��� ���� ��� ��4�
���� ���� �� �F� @���A� 9����= ��� ����� ������������ ��� �
�� F������� ��= ��
�� �� 
����%�� �� ����������� ��� ��������� ���� ���� � ���������������� 
�� ����
�� �� ��
������ 
��%��� �� ��� 
� �� ���� ��� ���
����� @���� ��� 
��G������ ��
��� ��������� ���� ��� ���������� �4��A �������� ������)�� ���� ����������� ����
��� -���� ������������� 
���� �
���� �� ���� ���� ��� ��
������ ���� �����������
%�� ��� �� ��� 
��G������ ���� ����� ���� @>����� ������� ���)�%����?A�
9�-����= �� ��� �����4� �� ������� ��
� @��� C:���� K ���������= �77�D ��� ����
������� �������A -���� 
� �������� �� ����� ���������� ��� ����= ��)������� ��
����������� ��� >���������? @�� ������ ��� ����� ����������� ��������� �� � 
������A
�� ����� �

��4������� ��� 8��-��
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0�� ��� ���	��� �� ������3 ���	�
���������

��� ����� �� ��������������� )��� %��8 �� ��� �3�� ������� ��� %�)��� -��� ���
�������� �� ��������������� �� ��������� 
������� �������� +��� 8��-� �4��
���
��� ��� ��������������� �� �-� 
������� ����8� ���� ���) �� ��� ���� -�����
%��� @�� -�� �����)� ���� ������= ���� 9��)��� ���������� ���������������A= ���
������������ #�����) �� !��#���= �� ��� 
������������ �� ��G����� ��)�� 
�
�� -����
��� ������ ���������� ���� ����� �� �
��8 �� ������� :�� ��� �������� �� �������
��������������� ���� ��� %�)�� ����� ��� ��)����� C,�G���8� K V�����= ��/�D=
C"���������� �� ���= ��/1D= C��8���8�= ��/.D= -��� �� -�� ���-� ���� �-� �������
������� ��� %����� ���
������ ������������= ���� ����� ���� ��������� %������
���������� ���� !����) ��� ��� ���� ��
������ �����F������ ��� ��� ����)�
�� ������ ������������� ������� C	���� <����� �� ���= ����D= CV��� N���= ��/�D=
C���� �� ���= ����D� ��� ������������ ������� ���G�������� ��� %� ���� �� ���8
�����)�� ��� 
������ ����� �������
����� �� C"���������� �� ���= ��/1D ��� �����
�� C
��8�� �� ���= ���0D ��� ������ �� ���
���� ��������������� �� ������� ����
���� -�� )���������� ����-��) ��� ��� �������� %��-��� ��� ���
��� ��������
"�� ���� ���� �����= 
����%��� �� ��� ���������� � ������ -��8 ��)��� �� ����
������������ %��-��� ������� �����������= -���� ����� ���������� 
����� %�����
���8��= -������ ����� ��
������� ������ ������ ������������� 9����= ���� ������
���� 8��� �� ���������������= 
���� ��������������� C
����%��� �� ���= ���1D� ��
����� �	 �� ������� ��)����= ��� ��� �� �������� � -��� ��!��� 
���� �����%�� ��
%��� ���
��� �������� �� ��� #�- �� ��� ������� ����������� ��� � 
��
�� ��������
������ � ������� ��������� 
����= ��� 
���� ��� %� ��!��� �� � �����)�����-���
-��� ,�� �4��
��= ��� ��� 
6����� ������ -��� �������� 
��������� @�F� ����A
��� 
��G������ �� ��� ������� ��������� �� ��� (x, y) 
���� ���8� ��8� � �������
����� ������ 9����= ��� 
���� ��� %� ��!��� ��

Φ(t) = arctan(y(t)/x(t)). @3��A

3�



3� �
�����  � �	�������� ����� �� ���	�������

" ���� )������ �

����� �� ��!�� ��� 
���� �� ������� �����������= �� ��� ��������
��)��� �

����� ���������� �� C*�%��= ��.1D� ��� �������� ��)��� χ(t) �� ����
)���� %�

χ(t) = s(t) + is̃(t) = A(t)eiΦ(t), @3��A

-���� s̃(t) ������� ��� 9��%��� ��������� �� ��� �%������ ������ ���� ������ �@�A

s̃(t) =
1

π
P.V.

∫ ∞

−∞

s(t′)
t − t′

dt′, @3��A

-���� P.V. ������� ��� ������ 
�����
�� ����� ��� ��� ����)��� C��8���8� �� ���= �77�D�
��� 
���� �� � ������� ����������� ��� ���� %� ��!��� %���� �� �� �

��
�����
�������� ������� -���� ��� ������� ���G������ ������� ���� ��� ���� ��������� ����
����� �� ��� ��%�� -��� ��� �������� ������� ������
���� �� �� ��������� �� 2π ��
��� 
����= ��� ��� 
���� �� %��-��� �-� ������� �� �������� �����
������=

Φ(t) = 2πk + 2π
t − tk

tk+1 − tk
, (tk < t < tk+1), @3�.A

-���� tk �� ��� ���� �� ��� k�� �������) �� ��� #�- -��� ��� �������� ��������
,�� 
���� �������� ������� �����������= ���� ��� #�-� -���� ���� � 
��
�� ��������
������ � ������� ��������� 
����= ��� 
����� ���������� %� ����� ��;����� -���
��� �� )��� �)������� C:��������� �� ���= �77�D� �� ��� �� ��!��� 
����� �� �-� ��
���� ������� ����������� ���8= ��� �
��8� �� 
���� ����������������
&�� ���� ��%������� �4
�������� ���� ������������ 
���� ��������������� ��
������� �����������= ���� �� ���������� ��������= ������ ��� ��������������� ��������
����= %�� ���� ������� ������� ��� �4��%�� 
���� ���������������� ,�� �4��
��=
��� �������� �� ��� ���������
������� ������= �� �4������ �����)���� ������= ���
��� ����������
����)��
��� �������� �� ���8�������� 
������� ���
��� ����������
������ �������� C	������� �� ���= ���/D= C:������ �� ���= ����D= C���� �� ���= ���/D�
9�-����= ��
������� �� >
������ �4
��������?= -���� ��� ������ ����)� ��� 
��
�������� �� ��� ������ �� �� ��� ���
���)= ��� �� ����� -��� ������� 
��%���� -���

��������) � ��������������� ��������� �4��
��� �� ���� ������� ��� ��������
����� �� ����� ��* ��� ��� ������
�����) ���
������� ��)���= �� ��� 
�������
��������������� %��-��� � ������B� ��� ��� �����B �����%����� ��8���8� �� ���
-���� C��8���8� �� ���= �77�DI
���� ����	�� �	����� 
�� ���� �
�� �� 
���	���
�� ��� �� ����
��� �	�� � ����
��
����	
���� �� ��	�
����	� ��� ����	�� !����
�� �����	�" ��� ��� ������ �����	�

�
���
�� �� ������
�� �
��	
��� ���� #���	����� ��� �����	 �� ��� ����� !����
��

� �����
��� $� �����	��
���
�� 
� ��� � ������ ��� � �	����� �� ��%������� ��
������ ��� �	�!����
��� 
�� �	������ �	 ������� ������ �� ������
���� �	�� � �
�

��� ����	���
���&
�� 	��� 3�1 -� -��� ��������� � 8��� �� ���� -���� �� ����)��� �� ���- ���� ����
�������� �%��� -������ ��� 
������ �� ��������������� �� �� 
��)����� ����= ���
�������� �� 
������ �4
�������� %������ �����%���
:�� !��� -� ��������� ��� ���� �� ����������� ��
������� ����� ��� �����)�����
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0�
 4��������� ������- 5���� �� ��

�-��� )���

��� )������ 
�������� �� �����)���� ���� ������� ��� %��� ������%�� �� ��� ���
�7B� %� ������� C������� �� ���= ����D= C������� K ��������= ���1D= C�������= ���0D=
C������� K 
�

= ���1D ��� ��8��� C��8���= ����D� ��� %���� ���� �� � ������
)��� ���� ���� �� ��� �����-��)� $�� !��� ������� ���� ��� ���� ����� ����
���� �
���!� ����� �� ��������� 
������= 
����%�� %� !����) � 
��������� �� ����

��������� ����� �� ��� ����� $�� ���� )�������� �����)��� ���� @��)� ����)
��;����� ������ ���������� ��� ��� �����E����� �� �� "
5" 
������A ���� ����
��
��������� 
������ ��� ���������� ������� ���������� �� ��� �����)���� ��� �� ���
���)���� ����� ��� �����)��� ���� -��� ���� ���� ������%����� �� ��������� ������
��� ��� ��� ����8 -������ ��� ��������� �� ��� ���)���� ���� ��� ��
����� �� ���
���)���� ���� ��� � ��������� -���� ��;��� ���� ��� ��� �� ��� �����)����= ���� -�
��G��� ��� ��
������� ���� ��� 
������ ���� )�������� ��� ���)���� ���� �� �� ���
������� ������ $�� ������� 
��)������ ���� ���
�� ��� �
���!� �����
����� ��
%������ ��� ���� ��
���������� �������
(�� ϕ %� � �
���!� ��
������� ��� Fϕ ��� ��� �� ��� 
�������� @�� �������A �������
���� -��� ���� ��
�������� (�� xi ∈ RN %� � ���� ������ @���������) �� & ������
������������A= ��� ��� T : RN → U %� � ��������� -���� -� -��� ��� �� ���� ���
��
������� ϕ ���� xi -�� )�������� %� ���� 
������ F ∈ Fϕ @)�������� U -��� %�
RA� $�� ��� ������������ %��-��� ��� ���� xi ��� ��� �����)���� x�%��

i ����������
-��� ��� ��
������� �� ��� %���� �� ��� �

��4����� 
��%�%����� ������� pT,F = ����
��� 
��%�%����� ������� �� T )���� F �
�� ��� ��4� ������� -� ��������� �������B� ,������ �����)���� �� �� �4��
�� ��� �
�����)��� ������F���

0�� 1��
��
 ��

�-����

��� ������ �� ��������� ��������� ������� �;��� ������� �� ������������ 
��������
%����� ���������� '�;����� F��������� ��� ���� ���������= ��)� ��� ����������� ���
�������= (��
���� �4
�����= ��������� ����������) ������ ��� ��� ������ ������
������ CH���E K 	�����%��= ���3D� �� �������)��� ��� �����%����� �� ��� ���������
�� ����� ���������������= ��� ������ �� ,������ �����)��� ���� ��� %��� ������
��
CH����� K 9��E��= ��/3D= C������� �� ���= ����D= C������� K 
�

= ���1D=
C������� K ��������= ���3D= C	�����%��= ���/D= C	�����%�� K 	�����E= �777D� ���
%���� ���� �� )��������) ,������ �����)���� �� ���� ��� ������ 
��
������ �� ���
���� ������ ��� �
���!�� %� ��� ���� ��� ��� �F����� ��
������� �� ��� @��������A
,������ ���������� 	����)��� ���� ������ ��� ������� ������� %� �����
����) ���
,������ ��������� �� ��� ���� %� ������ 
����� ��� ���� �����������) %��8 ��
��� ���� ������� 	�= ������) ��� � ������ *������� 
������ Xn ��� ��8�� ���
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,������ ��������� �� ��� ���� {xn}N
n=1

x̃k =
1√
N

N∑
n=1

xne−i2πnk/N @3�0A

���� ��� ���
��4 ���
������ x̃k= 1 < k < N ��� �����
���� @�� �F����������
��%��������A %� ������ ����
�������� ��� ��������� �� [0, 2π) ������%���� 
�����
ϕk

x̃s
k = x̃ke

iϕk , @3�1A

-��� ��� ���������� ϕN−k = −ϕk� ���� ��� ���
���� ��� ������� ,������ ������
����

xs
n =

1√
N

N∑
k=1

x̃s
ke

i2πnk/N @3�3A

��� ��8�� xs
n �� � �����)��� �� ��� ����� '�;����� �����E������ �� ��� 
����� ϕk

)������� ��- �����)����� ���� 
������ �� ����� 	�����
���
�� 
�������� ��� 
��
�����)��� ��� ��� *������� ������%����� @�� ����� ����
��������� ��� ���)� &A
C	�����%�� K 	�����E= �777D�
�� ��� ���� ������ {yn} �� ��� *������� ������%���� ��� ���� "�
������ "�G�����
,������ @"",�A �����)���� C	�����%�� K 	�����E= �777D� $�� ������� ���� {yn}
����� ���� � ������ *������� 
������ -��� � ���������= ��������� @�������%��A �%�
��������� �������� S @��)� yn = s(xn) = exp(xn) -���� {xn} ����� ���� � ������
*������� 
������A� �����������) �� �� *������� ���)���� ������%����� ��� ������
��� ��� ���)���� ������ *������� 
������ @���� s−1(yn) = ln(exp(xn)) = xnA� ����=
��� )�������� �����)���� xs

n ��� ���������� ���� ����) ��� �������� s= ���� ys
n =

s(xs
n)� ����� �����)���� ��� ���������� -��� ��� ���� ��
������� �� ��� ������ *����

���� 
������ -��� � ��������� �%��������� ��������� "����������� �� ���� �

�����
��� ��������� �� ��� ���������� C	�����%�� K 	�����E= ���1= H�)����E��= �777D�

0�& �2�� ��

�-����

"� ��������� �%���= ��� ������ �� ,������ �����)���� ��� %��� �

���� �� ���� ���
������������� ���� ������
��� �� �����E������ �� ������ ���������� 
�������� ����
���� ��� ���� 
������)��� ��� ���� ����� �� ��� �������� ���� ������� "����
)��������) ��� �����)���� ���� ��������� �� ������������ �� ������� %��������=
���� �� ��� ���)��� (��
���� �4
����� �� ��� ����������� ��������� �� ����������
��� ��� �������� ���� ������ ��� ��� ��� �����)����� �� ��� ������ ���
���� ���
��� �������� ���� ������ ���� ��� ��;�� ��)��!������ ���� ��� ��� ���������� ���
��� �����)����= ��� ���� ��
������� @���� ��� �������� ���� ������ �� ����������
-��� ��� �����
���� �� � ���������� ������ 
������A ������ %� ��G������
:�� �������� @������A �����)��� ������� ��� ���� ������ ��� ���� ������ �4��%����)
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�� �������������� ������������ C	���� �� ���= �77�D� �� ��� -���� ��� �4��
�� ��
���� ��� ��������������� %��-��� �-� ���� ������= ��� ,������ �����)���� ��� ���
���)�� �

����%��� �� ���� ����= -� ���� �����)���� ���� ��
���� ��� ���������

��
������ ��� �������������� ������������ �� ��� ���������) ������� :�� ���� ����
��� ���- ��� ��������� ��G������� �� ����� �������� 9����= ��� ����������� ��
��� 
������)��� ��� ���� ����� �� ��� ��O������
+� �������� ��� ���� )������ ���� �� �-� ������� �x, �y -���� ��� %��������������
���
���

�̇x = �f(�x, �y)

�̇y = �g(�x, �y). @3�/A

9����= ��� �����)���� -� ����= ������
��� �� � ��
� �� ���� ������= ����

˙̃
�x = �f(�̃x, �̃y)
˙̃
�y = �g(�̃x, �̃y). @3��A

&���= ���� ��� >��
� �� ��� ������? ������
���� �� � ���G������ �� ��� -����
������ �������) �� ��;����� ������� ����������� �� ���� -��= ��� ���G�������� �� �̃x, �̃y
���� ��� ���� ��������� 
��
������ @�� 
��������� ��� ���� 
���� ��;�����A ���
�������������� ������������ �� �x, �y= %�� -� 8��- ���� �̃x, �̃y ��)�� ����������� -���
���� ����� %�� ��� -��� �x, �y�
9�-����= ��� ������ !���� �f ��� �g ��� �� )������ ��� 8��-�� ��
������= -� ����
���� �-� �������� @����������A ���� �������
&���= ���� ��� )��������� �� �����)���� ��-��� ��
���� � ������ �������� "�
�4��
�� ��� ���� �� ��� ������ ���R��) �� ��� 
����� ���� ��� ��� ������������
�� ��� ,,� �����)���� @�F� @3�1AA� ��� ��
������ 
���� �� ���� )��������) ������
)���� �� � ������������� ������ -� ���� �� ��������� � ������ ������� %�� ���
������������� ��������� ��� �� %� ����������� ���� ����� �� %� ��������������
9�-����= ��� ���G������ �� � ������� ������ �� ����-�� -��� � ������� >�������
����? ��� �� ��� ������ ������� ����������� 	��)���� ��;����� ������� ���������� ����
�� �����)��) ���G�������� @��� 
�����A ��� �� � �����F�����= �� ��
�������%�����
�� ��� ������B� ���) ���� %���������
������� ���8�� �� ���� ���������� �� ��� �����-��) �������� �� �� >���? ����
���
�4
�������� �� ��� �������� �� ���G�������� �� ������� ������� )�������� %� � ��)����
���
���� C$��= ����D� '�� �� ��� ������� ���
��������� 
�������� ��� ����������
�� ����� ��������� � ����� ������ ������ ��� �����-��) ������� ������� ���� ��
����� ������ ��� ������� ���� ���� @�����A ���������= ��� )�������� ���G��������
��� �����-�� %� >���� ���G������? �� ��� ������� ���� ���)��� �
��8��)= ���� �����
�� � ��
��������� �������; ����� ���� ���G������= -���� ������ �� ���)���� ��;�����
������� ���������� �� ��� ���
���� )�������� ���G������ %�� ��-��� ����� �� ���
��������� 9����= ����� ������ ��� ���� ���)������ ��#����� ��� ���G������ �� ����
�� ����� �� ���� ����� ����� C*��%�)� �� ���= ���7D�
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+� ��- ���8�� ��� 
��%���= -���� �� ��������� ��� ���������� �� � �����������
��� ������ -������ ����)��) ��� ���� ���������������� ��
�������= ��� ����������

��
������ ��� ������� ��� �� ����)� %������ ���� ���� �� ��� ��-� ��� ������
��� �� ��� ������= �� ��� �������������� �� ��� ��������� ���� ��� 
� ��� ���-�
@���
� 1A� 9�-����= ��� �������������� -�� ���� 
����%�� ��� ���������� ����
������� ,�� ��� )��������� �� �����)���� -� -��� ��� ��� 
� ���
���� ���� ���
������� �� 
���� �
���� �� ���� � ���������� ���� ������ �� �%������ -� -��� ���
��)� ����� ��%�����) ��� ��� �������������� �� ��� 
���� �
���� ����������) ���

���� �
��� -��� ����- �� �� ���� )������� ������������ �����)�����
��� ��)������ ���� -� 
��
��� �� )������� ��� �����)���� �� %���� �� ��� ������
����� �����4 @
5A ��!��� %� Ri,j = Θ (δ − ||�xi − �xj ||∞)� ��� ���� �� )�������
��� �����)���� �� �� ����)� ��� ���������� �� �� 
� ������������ -��� ��� ����

������� %� ��� ���������) ��������� ������� �� ���� -��= ��� ��� �����������
� ��- �����E����� ���� ��� ����!�� 
5� 9�-����= ��� ���������� �� 
�� ��� ���
��� ����� ���������� ��� ��� ������ ���
�� ���������)� ��%�������� ������� ���
����� �� �� 
� �� ������ ��= %������ �� )������ ��� -���� ����)� ��)� ��� �������
%����� �� ���)���� ����� ��� ����� ��� �����
� ��� 
�������%����� �� ��� ������
@	��� ���A�
���������= ���� !��� �

����� ���� %� ����!��� �� 	��� 1�� �� ��� %��� ��
�����
���� �� )������ ����� ��� ��������� ������� �� �� 
�= ���� Ri,k = Rj,k ∀k� ����
����� ���� ����� ��� 
����� -���� ��� ��� ���� ���)�%���� @���� ||�xi −�xj ||∞ < δA=
%�� -���� ���� ����� ��� ���� ���)�%�������� 
������������) ��� ��������� ����
�� 
�= ��� ���
������ ���)�%�������� �� ����� 
����� ������ ���
 �� ������)����
����= ���� ���� ���� 
���� �� ���- ���� ��� ���������� "� ���)�%���� ������ ����
���)���� ����= -� -��� ���� ���� �(���� ��� ���%�� �� �-��� �� ���� � ������
��
���� �� δ ��� �� ��
������ �� ��� ����� �� �7�07Y �� ��� ������� �� ��� ����
������� �-��� ��� �
����� 
����� �� ��� ���� ������ �� ���� ��� ��������)�����%��
%� ����� ���)�%���� %�� ����� ��;����� � ��� ����� ���� ��;����� 
���� ��� �����
��
������� ��;����� ��������
��� 8�� ���� ��� ����������) ��� ���������� ������ ��� ��� )��������� �� ������
)���� �� � ������������� ������ �� ���� ��� ��� G��
 �������� �� ��� �� ��� �-�

����%�� ������� �� ��� �-���� " �����)��� ���� �� )�������� �� ��� �����-��) -��I

�� $�� ������!�� ��� 
���� �� �-����

�� ���� ��� ������� �� ��%������ 
����= ��� �xk= �� ��� �������) 
�����

�� �� �� ��� �� �-��= ��� ��4� 
���� �� ��� �����)��� ���� ������ �� �xk+1�

.� �� �� ��� ����� ����= �� ��� � �-��= ��� �xm= ���� ��� ��� )� -��� �F���

��%�%����� �� �xk+1 �� �xm+1� �� ���
���� ����� ��� 
������� �����)������

����� ���
� ��� ���� ��
����� ����������� ����� ��� �����)��� ���� ������ ��� ���
���� ���)�� �� ��� ���)���� ���� �� �� ���� 
���� �� ��� ��)������ ��� )��� �� ���

� � � ������� ������ ����� ��� ��� ��� �!��� ������� ��������� �� ����� 
� ���������
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���� 
���� �� ��� ���� ������ -���� �� � �-��= ��� ���� G��
 %��8 �� ��� >%������?�
���� ��)������ ������ �-�� �����)���� -���� ��� �����-� �� � @��
����A ���G������
�� ��� ������ C$��= ����D= CH���8 K 9�����%����= ���0D� ���� ��� �������������
%� ��� ���� �����
��� @(��
���� �4
������A= ���������� ��� ��� ���� ���������
�� ��� ���)���� ������� "��� ����� �
����� ��� ����������� ��������� ��� �������
���� -��� ��� ���� �� ��� ���)���� ���� ������� :�� ��� 8�� 
��
���� �� ��� �-��
�����)����= �� ���� ���� �� ��� ���
� ����� ������� �� ��� ���)���� ���� ������
���� -���� ��� �����)���� -��� )��������� ���� �����= ���� �-�� �����)��� ����
���
���� �� � ��
� �� ��� ���������) ������ �� ��� ����� �� �F� @3��A�
��� �����)���� �� ��� ���� ���� �� )��� �������%�� ������� ��� ��������� ����
����� ��� �-�� �����)���� �� ��)� �� "
5" 
������= �)��� ���- ��� ��
����
%�������� �� � ������ *������� 
������� ���� ��� 
��������� �� ��� 
������ ���
%� ��������� ��������� ���� �����
�� ��� ��4� ������� -� -��� ���
��� �-�� �����)���� �� ������� ���)�%��� ������
)����= -���� ��� ���� �� !��� ���� �������

-�$�� )!
� *���
����� ��' ��1*���
�����

��� %���� ���� �� )��������) �-�� �����)���� �� ���8��) ��� � �
����� ����� �� �����
��� ���)�%���� ��� ���������)��) ����� ������ ����������� "� ��
������ 
���� ��
-�� �� �� ��������� �� ������ �-��� ��� ��� ���
�� ������� ���)�%���� �� ����� ���
������ ����������� &���= ���� ������� ���)�%���� ��� ���8�� �� � �����
� -����
(����E ��� ������ >��������� ��������) �����)���? C(����E= ��1�D� 9� 
��
����
� -������ 
��������� ������ %���� �� �����)�� -������ ���������� -���� �������
���� %��� ��������� �� 
������ ��� -������ �� ���� ��� �%������ ��������� �� ���

��� �����)�� @���� ��� -������ �� �������- -��� %� ������� �� ��� -������ ���
��� ����� ��� 
��������) �����)��A�
�-��� ��� ���� >��������� ��������) �����)���?= %�� � ���������� ����� �� �����
���� ��� ���� ���� ������� ���� ������� ���)�%��� �����)���� :������ -� ��
��� ��� (����E� ����� �� 
��������� %�� ������ �� �����)����= -� ���������)� ���
���� ���������� �� ��� �-���� 9�-����= ��� F������� ������ -�� -� ��� �-���
��� ��� ���
�� ������� ���)�%����= �� ���������� �� C	���� �� ���= �77�D� ,�)� 3��
�

���� %��� 
���������� ��� ���� 
���� ����������� ��� ����������� ������ ��
������� ���)�%���� �����)����� �� ���� ���� ��� ε����)�%���� ��� %� ���� �� �%�
���� �����)��� �������� ��� ��)�� 
���� ���-� ��� ���� %�� ����) �-��� �����
�� ���� ���� ��� �-� �-��� ��� �����)�� �� � -�� ���� ���� ��� ��������)�����%��
���� ��� 
���� �� ���- �� ����� ���)�%����� $��� ��� �����)���� %���� �� �����
�-��� �� ��� ����)� ��� ���������� ���������� �� ��� 
� F������������= %������
�-��� ��� ������������� %� ��� �������� �� ����� ������� �� ��� 
�� $� ��� �����
����= ���� ���� ��;����� 
���� ��� ��;����� ������ ����������� 9����= ���� ���
%� ���������� �� � G���� %��-��� �-� 
���� ��� �-� ������ �����������
'�� �� ����� ��;����� ���������������= ��� �-� -��� �� )������� �����)���� ����
F���� ��;����� 
������������ ,�)� 3�� ���-� �4��
��� �� ������� ���)�%���� ����
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�����" ��� ���� �� *����
�1*��"���&�1

�&���"���
� -�� �&�&�� �$��&���� �
 ���������"�� �������
 ���'��� �����
 �� ���
�


���� '���� ��� �� �� ε1$������
� 	
��� ������ .��"��� ���&
������" ��� ���� �� ��� �'��


&���"���
� -�� �&�&�� �$��&���� ��� ���
 ���� ������� ���'��� �����
 '���� ��$� ���

�6����
 ��������� ���"���&�����
� -��
 ��$� ��� 
��� ���&������ ����������
���
 '���

��
���� �� ��� ����� �����
 �� ���
� 
�����

��)���� �� ��� ��)����� ��
 @r = 4A� ,�� � ������ ����� ��������� ε = 0.001 ���
�4
����� 
���%��� �� ��� 
���� 
������� �� �%������ ������ -��� @%A= %�� ��� ����
��)��� ������� ��-� �� � !4�� 
���� @�� ��������� � 
������� ��%��A� ����� ����
�� � ������� ���
��4��� ��� �����
� �� ��� �����)��� -��� ���
��� �� ��� ���)����
���� ������� ,�� ���)�� ���������� @��)� ε = 0.05A= ��� �����)���� ���� ���� �
������ ���)� ���%�� �� 
������� -����-� @,�)� 3�� @�AA= ��� ��� 
���� 
�������
@�A ������ � ��EE� 
���%����
����� ����� ��� ��
���� ��� ��� ������� ���)�%���� �����)����� �� )������ �� ��
��O���� �� ��������� �� �

��
����� ε ��� ��� )��������� �� ��� �����)����� ����
�� ��� ������ -�� ��� ��� �� ����� �����)���� 
��%�������= �� �
��� �� ��� ��-
�;��� ������ �� ���
��� �����
��� �-�� �����)���� �������� ���� 
��%��� @��� ����� 
��%����A� ���� �����
������ ���%�� ������� ��� � %���� �������� �� ����������� ,�)� 3�� @�A ���-� � ��
��
��� �-�� �����)��� ��� ��� ��)����� ��
� ����� ��� �� �%����� ��� ������
�������

������� -����-� ��� ���� ��� 
���� 
������� ���
���� � ����
 
���%��� @,�)� 3��
@%AA� ��� �������� �� ��� ��
 ����� �� %� ��
������� %� ��� �����)���� ������
-���� ��� �����)����B ��������������� �������� ��� K2 ��� ���������� -��� ���
���� �� ��� ���)���� ���� �������
,�)� 3�� @�A ��� @�A ���
��� ��� ���
������ )��
���� ��� ��������� ������%���� ���
��
������ ������ "��� �� ���� ���� ��� >�������� �����? �� %� ��
������� -����
*��������) �����)���� �� �� "
5" 
������ ��� ��� ���� �������� ������������
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,�)��� 3��I ��� *����
�1*��"���&�
1�&���"��� �� � ���� 
����
 �N = 1, 000� ��� ��"�
���
��� �r = 4� ��
�� �� � 
���� ����
���� ε = 0.001� 8���� ���&� �7# ���������
 �� 
�����

��'� �� � 36�� ������ ��� !��
� �������� �� ��� 
��� 
&���"���( '���� 
����
 � ������

"��� �����6������� �� ��� �6������ ��������� ��� *����
�1*��"���&�
1�&���"��� ��

� ���� 
����
 �N = 1000���� ��"�
��� ��� �r = 4� ��
�� �� � ������ ���"� ����
����
ε = 0.05� -�� 
&���"��� ��
 ����� ���
 �������� '����'
� ��� !��
� �������� ��� ���

��� 
&���"���� -�� �6������ �������� �
 
������ �&��

��� 
��������� �� ��� ���)���� 
������ ���� ��� �����)�����
,�)� 3�� @�A ��
������� ��� 4����
����� �� ��� �����)��� �� � ���G������ ���� ���
������� 
6����� ������ @�F� @����AA� ��� ������
�����) ��������� @�A ��
�������
��� ��
���� ��������� �� ��� ���)���� ���� ������� ��� ������ F��������� ��8� ������
������ ��������= 
�-�� �
������ %�� ���� ��������� F��������� ��8� K2 ��� D2 ���
@�
 �� #���������� -���� ���� ����� ��� ���G�������� �� ��� 
6����� ������ -���
�������) �� ��;����� ������� ����������A ��� ���� �� ��� ��� �� ��� ���������) ����
����
��� �%������ ������� ��� ������ ����
������ �� ��� ������ �� ��� ��������� ε� ���
)��������� �� �����)���� �� ��� �� ���� �� �� ��� ���� �� ��� ������� ���)�%����
�����)���� ��� �� ��� ���� ���� ��� ��� ���)�%���� �� ���� 
���� �� ��� ���� ������
���� �� %� ���
���� �� ��� ��� ���)�%������� �� ����� ����� 
����� 9�-����=
���� ��� ��� ���)�%�������� ���� %��� ���������� ��� ���
������� ���� �� )���
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&���"��� �� � ���� 
����
 ���� � ��"�
��� ��� �r = 4�� ���

!��
� �������� ��� ��� 
&���"��� �� 3"&�� ���� ��� �&���"��� ��� &�������
 ��
����&���

����������� ���
�� ��� )����
������" ���
� ��������� ��� 61��������� �� � 
&���"���

�� ���  2

��� 


���� ��� 8�������� �� ��� 
&���"��� �� ���  2

��� ����������

����� �=777 �����)���� ������� �� �7 �� ���� ���)������ ��)����
"� ��������� �%���= �-�� �����)���� �4��%�� ��� ���� ����������� ���������� ��
��� ���������) ���� ������� "������ ��
������ 
���� �� ���� ���� ���� ��#��� ���
�������� 
���� ��;������

0�* �2�� ��

�-���� ��� ����� )�6�����

�-�� �����)���� �� �������� �� ��������� �� ��� ���� ������� ���� �� ��� ������
��� ��������� ��������������� �� � ������= ���� �� ��� )���� ���� ������� :�� -���
�� ���� �������� ����)�Z
,�� �-� ����� ������� ���������� ��� 
����� �� � ������� ���������� �� � ����� �����
����� ��� %� ������� �� ����� �
��� S������ -��8 ��8�S C��8���8� �� ���= �77�D�
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��� ��;����� �������� ��
���� �� ��� ������ ��� ��� 
���������� �� ���������
�� ��� ������ �� �� �	 -��� ������� ������� ���� ����)� �� ��� %���� �� ����
�������� -���� F������� �	�
��� �-�� �����)����B 
����� ����� �
���= ��� �� ����� ������������= -��� � ��;�����
�������� -���� ������
���� �� ��� ��� �� ��� ���������) ������� 9����= ����
����� ��� 
���� ��;����� �� ��� ���������) ���� �������
��8��) ��� 
6����� ������ @�F�� @����AA �� �� �4��
��= -� )������� 077 �-��
�����)����� ���� -� ���
��� ��� ������������� 
���� Φ(t) �� ��� ���)���� ����
������ %� �F� 3�� ��� ��� ���
������ ���� Φs

1(t) �� ��� �����)����� 9��� s ��8�� ���
������ ���� � �� 077� ,�)� 3�. @�A ���-� ��� ��;������ %��-��� ��� 
���� �� ���
���)���� ���� ������ ��� ��� ���� �� ��� ���
������ 
����� �� ��� �����)����= ����

∆��
&(t) = Φ(t) − 〈Φs〉s . @3��7A

"� ��� ���� ���F����� �� ��� �����)���� �� %� ������������ ��� ���� �� ��� ���
�� ��� ���)���� ���� ������= ��� ����� #�������� �%��� E��� -��� �� �

����� ������
,�)� 3�. @%A ���-� ��� ���
������ ������ ��� ���� �����)����= ����

∆j(t) = Φj(t) − 〈Φs(t)〉s , @3���A

-���� ��� ����4 j ������� ��� G��� �����)����� ��� �����)���� ����� �-�� ����
���� ���� ��� �� ����� ������ -��8 ������� �� ��� ������� �-� �������= ���

,�)��� 3�.I ��� .�������� �� ��� ��
��������&
 ���
�
 �� � ���� 
����
 �� ���  2

���
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 �� ��� ��������� �� ��� ��
�����1

���&
 ���
�
 �� ��� 
&���"���
 '��� ��� ���� �� ��� 
&���"���
� ���� 
&���"���
 �����

�'�
 ���� ��� �����


�������� �� �������� +� ��- ��������

∆��
&(t) = Φ1(t) − Φ2(t) @3���A
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,�)� 3�0 @�A ���
���� ��� 
���� ��;������ ∆��
&(t) �� �-� ���� ������ �� ���������
��� �����
��� 
6����� ������� @���8�� -��� �� ����-A

ẋ1 = −x2 − x3,

ẋ2 = x1 + 0.15x2,

ẋ3 = 0.2 + x3(x1 − 10),

ẏ1 = −y2 − y3,

ẏ2 = y1 + 0.15y2,

ẏ3 = 0.2 + y3(y1 − 10). @3���A

��� ������� �-� ������ ���- ��� 
���� ��;������ �� ��� !��� ������ -��� � ����
��)��� �� ��� ������ ������

∆j(t) = Φ1(t) − Φj
2(t), @3��.A

-���� ��� ������� � ��� � ���8 ��� !��� ��� ������ ������= ��� j �)��� ������
��� ��� G��� �����)���� "�� ����� 
���� ��;������� �4��%�� � ������ -��8 ��8�
���������� ,�)� 3�0 @%A ���-� ��� ������%����� �� ��� �������� ���������� �� ∆j(t)=
����

σ∆j
=
〈
(∆j(t)− < ∆j(t) >t)

2〉
t
, @3��0A

-���� < · >t ������� ��� ���� �����)�� ��� ������
�����) �������� ���������
��� ��� �-� ���)���� ���� ������= ���� ��� �������� ��������� �� ∆orig(t)= �� ���8��
%� � ������ ����� �� ���� -��� -����� ��� 
��8 �� ��� ������%�����= ��))�����) ����
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����� �� �� ��)��!���� ��;������ %��-��� ��� ������ ���� ������ ��� ��� �����)����=
-��� ���
��� �� ��� ������B� ��G������� �� ��� !��� ���� ������� ���� �� �4
�����=
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%������ ��� �-� ���)���� ���� ������ -��� ��� ���
����
,�)� 3�1 ���-� ��� ���� )��
���� ��� �-� ���
��� 
6����� �������

ẋ1 = −(1 + ν)x2 − x3 + µ(y1 − x1),

ẋ2 = (1 + ν)x1 + 0.15x2,

ẋ3 = 0.2 + x3(x1 − 10),

ẏ1 = −(1 − ν)y2 − y3 + µ(x1 − y1),

ẏ2 = (1 − ν)y1 + 0.15y2,

ẏ3 = 0.2 + y3(y1 − 10), @3��1A

-��� � ���F����� �������� ν = 0.015 ��� � ���
���) �����)�� �� µ = 0.015 @-���
���� ������ �� 
���������= ���� ��� ��� �� �	 C��8���8� �� ���= �77�DA� '�� �� ν
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����� �� � ����� ����� �� ��� 
���� ��;������� @,�)� 3�0 @�AA� 9�-����= �� �
��� ��
��� �����= ��� ������%����� �� ��� �������� ��������� ∆orig(t) �� ��� ��)��!������
��;����� ���� ��� ���� ���
���� %���� �� ��� �����)���� ∆j(t) � ��� ������ ����
���� ������ �� ��� 
��8�
��� ���� ���� -� �������� ��� �-� ���
��� 
6����� ������� �F�� @3��1A -��� �
���F����� �������� ν = 0.015 ��� � ���
���) �����)�� �� µ = 0.035 @��� �����

���������= %��� ����������� ��� �� �	A @,�)� 3�3A� "��� �� ���� ���� ��� ��;�������
�� ��� ������������� 
����� ���- � %�������� -���� �� ���
���%�� �� ��� ��� ��
� ������ -��8� 9�-����= ��� ��;������� �� ��� 
����� ∆orig(t) ��� ��� ���)����
���� ������ @,�)� 3�3 @�A ������ ���� ������A ��� � ������� �������� ��������� ����
��� ���� ���
���� ��� ∆j(t)� ���� �� ��� �� ��� ���� ���� ��� �����)���� �� ���
������ ���� ������ �� ��� >���? ��� !��� ���� ������= ��� ����� �� ��� ��G��� �����
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������� �� !��� ����������� ���� �� ��#����� �� ��� ������%����� �� ��� ��������
���������� �� ∆j(t) @,�)� 3�3 @%AA %� ��� ���� ���� ��� ������ ���� ������
�����)
�� ��� �������� ��������� �� ∆orig(t) ���� ������� �� ��� 
��8�
"� ����������� �����
�������� �� ����� ������� �� ��� �����-��)� ������� �����������
��� ����� ����� ������ ����= �
 �� ���� ����!���� �����= ��-��� � ������� 
����
��;������ ��� 
����� ��� ������� ������� �� ��� E��� (��
���� �4
�����= ����

�����%������ �� ��� 
����� -��� ������� �������� ��� �������� %�� ������ ��� �

���� ����� ���� ����� �� � >������ -��8? �� ��� 
������
�� %��� ������� ��� ��� �� �	= ����� ���
������ ������������� 
����� -��� 
������
� ������ -��8 ��������������= ���� %��� -��� ���� >��;����� ������ ����������?
C��8���8� �� ���= �77�D� "��� ��� ��;������ �� ��� 
����� -��� �����- ��� ������
������ �� � ������ -��8 @,�)� 3�0 @�AA�
�� �-� ����������� �����������= ��� �� ��� �-� E��� (��
���� �4
������ %������
��)������ ���� ������
���� �� ��� ����� �� ��� �-� ������ -��8� �� ��� ���� ����
��� ������ ���������� �� %��� 
�������� ��)��� ���������� $�� ��� ������ ����
���� ���� ������ ��������� ����������� ��� 
���� ��;������ �� ��� �-� �����������
%������ E��� �
 �� ���� ���� ����� #���������� ��� �� ��� ��������) ����� 
����
��;������ ���� ����� ���� ���� �� ��� ���� �� ������� �� �	= ��� 
���� ��;������
-��� ��� %� �4����� E��� @,�)� 3�3 @�A= ������ �����A� ���� 
���� ��;������ ��
��-���� ���� ������� ���� �� ��� ���� �� ������ -��8� -��� ���������� -����
��� ����
������ @,�)� 3�3 @�A= �

�� ��� ��-�� ������A� ,�)� 3�3 @%A ���-� ����



 ��� ����� ��� ����
���������� �� ������" ������� /0

��� �������� ��������� �� ��� 
���� ��;������ �� ��� ���)���� ���� ������ ∆orig(t)=
���8�� %� � ������ �������� ����= �� ��)��!������ ������� ���� ��� ���� �%������
%� ��� �����)�����
����� �������������� -��� ��- ����- �� ��������� � ��
������� ���� ��� ��� ����
������������ �� ���
��4 ��������

0�+ ����� ��
 ���	�
��������� �� ������3 �������

+� ��- ��� ��� �-�� �����)���� �� ���� ��� �	� ��� ���� -��8� %���� �� ������� ���
���
����� �� �� ��� ���� �� ����
������ 
������� �� ���� ��� ��������������� �� ���
����������
������� ������ �� ��� @����
������A ����� %��� ���� ������ �� ��� ������
)��� ������� �� ��� ���� �� ��� ������������ ��������������� C������ �� ���= ����D=
C��� (���-��= �77�D� "���� )��������) ��� �����)���� -� ��� ��� �����-��) �������
���� ��� ��� ��������I

�� ��� 	�������������� ����4 ��!��� ��

SI =
1

N

N∑
t=1

(exp(i · ∆1,2(t)))
2 , @3��3A

-���� ∆1,2(t) = Φ1(t)−Φ2(t) ��� ��� ��;������� �� ��� ������������� 
�����
�� ��� �-� ��)����� �� �� ��� ��� 
���� ������������ ������� ��� ����
����
������ E��� ��� ����
������ ������� C:��������� �� ���= �77�D�

�� ��� �������� ��������� �� ��� ��;������ �� ��� ������������� 
�����
σ (∆ϕ1,2(t)) -���� �� ����� ��� ������� �� �	 ��� �����-��� ���)�� ���
����4 σ (∆1,2(t)) ��#���� ��� %�������� �� ��� �����)��� �� ∆1,2(t)� �� ���
������� ��� �� �	 ��� �����)��� ��∆1,2(t) ��� � 
���������� 
��8= -������
�����-��� ��� �����)��� �� ������ %����A� ��� �����)���� ���
 �� �� ������
-��� ���)� ��� ����� ���� �� ���� �����

�� �4��
���� ��� 
�������� -� �������� �-� �������������= �������� ���
���

6����� ����������� -��� � ���F����� �������� �� ν = 0.015 @�F�� @3��1AA� +�
���� ��� ���
���) �����)�� ε ���� 7 �� 7��� ��� ���
��� ��� �-� �	 ������� ���
��� ���)���� ���� ������ ��� ��� ���� ���
���) �����)��� ��� 
����� ��� ���
����
%� �F� @3��A�
+� ������%� ����� �

������� �� ������ �	 �� ��� �����-��) ��%��������� �� ����
���� ��� �������� �� %���� �� �77 �����)����� �� SI @σ (∆(t)) A ��� ��� ���)���� ����
������ �� ��)��� @��-��A ���� ��Y �� ��� ������ �� SI @σ (∆(t))A ���
���� %����
�� ��� �����)����= -� ��G��� ��� ���� ��
������� ���� ��� ���)���� ���� ������ ���
��� �� �	�



/1 �
�����  � �	�������� ����� �� ���	�������

-�+��  
��� �..�
�	�

��� !��� �
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��
����� �� ��� ���� ������ ���� ���� �-� �������
�������= ��)� �-� 
6����� ������� -��� � ���F����� ��������� +� !��� )�������
��� ��� !��� ���� ������ @��A �77 �-�� �����)���� @	�A� ����= ��� ���� ��������� ��
���
���� ��� Φ1(t) − Φj

1(t)= -���� Φj
1(t) ������� ��� 
���� �� ��� G��� �����)���

�� ��� !��� ���� ������� $�� �%����� � ������%����� ��� ��� ���� ���������� ����
������%����� �� ���� ���
���� -��� ��� ���
������ ���� ��������� ���
���� ���
Φ1(t) − Φ2(t)� �� ��� ������ ��;��� ��)��!������ ���� ��� ������%�����= ��� �����
��
������� �� ��G������
���� �

����� �� %���� �� ��� ���� ���� -� )������� �����)���� -���� ��� ����
������� %�� ��� �� �	 -��� ��� ��� �����
���� �� ���� �� ��� ���� %� ����
������� �� �� ���� ��� �����)���� 	�= �� �� ��� �� ��� �������������
,�)�� 3�/ �A ��� %A ���- ��� ������� ��� %��� ���� ���������� @%��� ���� ��
�������
��� ���� ��������� ���
���� ��� Φ1(t)−Φ2(t)W ��� ����� ���� ���8� ��� ��)��!�����
���������A� "� �4
�����= 	� ��������� -��� ��� ���������� �� �	 ������� "� ���

����� %����� ���� �������� ����= ���� ��� ��)��!����� ����� ���������= %������
�� �� ���� ��O���� ���� �� ������ �� ��� ��)��������� �� ��� 
����� ��� ��� �� ��
�����������= �� ���������� �� ��� E��� ���-� ���� ���� �� ��� ���������������
����4 �4����� ��� ����� �� &/�% ���� ���� ��� )��� ��O����� �������� ��� �	=
���� ���� � ����� ����� ���� %� �%������ %� ����
������ %�� �����-��� �������
������������ $��� �� � %�� ���)�� ���
���) �����)�� �� �%��� 7�7�/ ����� �� ��O�����
�������� �� ��G��� ��� ���� ��
������� ���� ��� ������� ��� ��� �� �	� )-�� ������
�-�(� �-�� �-� '��(����� �� �-� ����-���������� ����, ����� �� ���
��0����� �������� ��� 
$/
�� ��� ���� �� ��� �������� ��������� �� ��� 
���� ��;������= ��- ������ ��������
�	� "��� �� ���� ���� ��� ���� ��������� ����� �� �������� � ���������� �� �	�
��� �����)���� ���- ���� ���� ���� � ���
���) �����)�� �� �%��� 7�7�/ ��� ���
��O����� �������� �� ��G��� ��� ���� ��
�������� 	� %��� �������� )��� ����������
��������
,�)� 3�� ���
���� ��� ������� �� ��� ���� ��� ��;����� ���
���)� -��� ��� (��
����
�4
������� ,�)� 3�� @�A ���-� ��� ��G������ @�� � �Y �����A �� ��� ���� %���� ��
	�� � ����� �� ��G������= �� ����� ��G������� ,�)� 3�� @%A ���
���� ��� ����
��� σ (∆(t))� ���
����) ������ ������� -��� ,�)� 3�� @�A= ������ ��� (��
����
�4
������= ��� !��� ���� �� � ���
���) �����)�� �� �%��� 7�7� ��� E��� (��
����
�4
����� %������ ��)����� @���� ��� ������ ���������� �� ��� ������ -��8� ��
��� 
����� %����� ��)��� ����������A= ���������) ��� ���������� �� �	� ��� �����
�������� �	 �� �%��� 7�7�/ ����� �� ���)���� ��)��� ���
���) �����)��� ���� ��
�4
�����= �� ��� �� ��� ������� ���)�� �� ��� ���� ������ @0=777 
�����A= �� � ��)���

�"�� ��� ���� 
�������� ���� ��� ���� 
��!������ ����� �� ��� ��	� ��� ����� ��#������
�� �� ��� �����
�� �� ���� �
 ���� $���������������% �� ���������� �� ��� �� ��������� &���	���

�� ������� ����� ��	� � ������� ����� ��#����� 
�� ��� ���� 
��!������ ���� �� ��� ���������
'(����� ������������ ��� ���������� ���� �� ������ )��
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����&��� ��
�� �� ��� �'�� 
&���"���
� 8� ��� ����
����� �� !� ���� �&�$�
 ������
�

�&� �� ��� ���� �������� ���
�
� -�� 
������ '����'
 ��
���
 � /��� �� �&�$�
� *���(

���� �� �� ��� �&��1�
�����
�
 �
 ��	����� '��� ��� $��&� ��� ��� ���
&�� �
 ���"�� ����
��� ����
����D ��� �� �� '��� �� �
 
�������

���� ���
���) �����)�� %��-��� 7�7� ��� 7�7�/ ����� �� ��� ����)� �������� ��
��G��� ��� ���� ��
������� �� � �Y ������ ���� �� ������ ��� �� ��� ���F����

���� ���
� -���� ����� �� ���� ��)���� 2���) 0 �� �7Y ������ ���� ��)��� ���������
�� ��E�� &��� ����= ���� ���� ����)� ��� �����)���� ������
��� �� ����
������
�����E������ @���� ��
��� �� ��� ���)���� ������= G��� �� �� ��� ���� �� ��� �������
�����)���� ��� ��� ������ ����� ������A ��� ���� ������� ���� �	� ���� ����� ��
�-� ���� ������ ��� ���
��� %�� ��� ��� �� �	= ��� ���� ��
������� �� ��� ��G������
2���) �� �

��
����� ���� ��������� -���� �� ��������� �� ���
���)�= ��� ����� ���
��� ���� �����)���� �� ���� ��� ���
���) ��� ���������� ��� ��� ���
���) ����������
+� ��4� 
������ �� �������� �� ��� 
�-�� �� ����� %���� �� ��� �-� �	 �������

�������� �%���� �� ��� ���� �� ε = 0 ��� �� ���F����� �������� @ν = 0A -�

������ ��� ���� �77 ����� ��� �77 ������ ������� ���������� �� ��� 
6����� ������
��� ��� � ��)��!����� ����� �� 0Y� ��� ���� ��
������� -�� ����������� ��G�����
���� �� . �� ��� �77 ������ ���� �� � ������ ���
������ ������= �� ��� �� ��� ����
���F�������= �� �� �4������� ��O���� �� ������= ���� �� ���� ���� ����� �� �� �	� ��
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�"��3����� ��$�� �� �C� ��� �< ���
��� σ (∆(t)) �������� �� ��� �
��&��$ �6������
 ���
� �� ��� 


��� ���� -�� ��


�������� � ����
����� �� !� �� � ��&����" 
����"�� �� ε ≈ 0.03� -�� ��
�
 �� ��� ��	���
��� ��&����" 
����"�� ���:�� �
 ��� ��� �� ��	��� �� �1��� <� � ��"��� ���'��� #�#5 ���

#�#5E �&������ ���
� 
���
 ���&� �� ��� -� '���� ��:� �� �� 
��� ��
�
 ����

���� ���

��� ��
� �� ��	��� ��� �&�� �
�����
�
�

��� ���� �� � ���
���) �����)�� �� ε = 0.02 @��)� �� �	A ��� � ���F����� ��������
ν = 0.015= ����� -��� �� ��������� ��G������� �� ��� ���� ��
�������� ,������= ���
�	 @ε = 0.45 ��� ν = 0.015A= �� ��� �77 ���� ���� ��� ���� ��
������� -�� ���������
��G������ ����� ������� �������� ���� ��� 
�-�� �� ��� ���� �� ������ )����

-�+�� *�	
�' �..�
�	�

��� ������ �

����� �� ���)���� ��;����� �� ��� !��� ���� �� ���� ���� ��� �77
�����)���� ��� )�������� ���� ��� ���� ��� ���
���� ��� �%��� ���������� ����
���������� ��� Φ1(t) − Φ2(t)= ��� ���� ��� Φ1(t) − Φj

2(t)� ��� %���� ���� �� �� ����
���� ���� �� �� ��� �� ��� ���)������ ������������ ��� �����)���� �� �� �� ���
���
� ����� ������ �� ��� �� ��� �� ��� �� -��� ������������ ���� ���� -����
���� � ������ �����- ������%����� �� 
���� ��;������� ��� ����� 
���� ��;�����
-�� ������ ������ "� ��� �����)���� )�������� ���� �� ������
��� �� ���G��������
���� ��� ������ ��%������ �� ��� ��
� �� ��� -���� ������ @�F�� @3��AA� ����
���� ���� � ����� 
���� ��;�����= %������ ���� ��� �� �	 -��� ��� !��� ��%����
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�� �� ��� �'�� 
&���"���
� 8� ��� ����
����� �� !� ���� �&�$�
 ������
�

�&� �� ��� ���� �������� ���
�
� -�� 
������ '����'
 ��
���
 � /��� �� �&�$�
� *���(

���� �� �� ��� �&��1�
�����
�
 �
 ��	����� '��� ��� $��&� ��� ��� ���
&�� �
 ���"�� ����
��� ����
����D ��� �� �� '��� �� �
 
�������

��� �� ��� ��
� @�F�� @3��AA� 9�-����= ���� ��� ��� �� �	 -��� ������� �� ���
��� ��� ��������) ��)��!����� ��������� @����� ����A �� ��
������� ��� ��- ���
���)
�����)�� ���� ��-�� ���� �%������ �� ��� !��� �

����� @,�)� 3��7A� 9�-����=
��� ���� ���� ��G���� ��������� ��� ������ ���� ��� ���)���� ���� ������ ��� ��� �� �	
��� ���
���) �����)��� ���)�� ���� 0.036 ��� ��� �������� ��������� �� ��� 
����
��;������� @���� σ (∆(t)) �� ��� ���)���� ���� ������ �� ��-�� ���� ��� �Y ����� ��
��� ��� ���
���� -��� ��� �����)���� @,�)� 3��7 @�AA A�
	� �� ������� ��G���� ��� ���� ��
������� ��� ���
���) �����)��� ���)�� ���� 7�77�
@���� ��� ������� ��� ��� ���)���� ���� ������ �� ��-��� ���)�� ���� ��� ��)��!�����
��������� @,�)� 3��7 @%AA A� ���� �� �4
����� �� ��� �����)���� �������� ��� �����

������� ��� 
���� �� ���� 	� �� ��������� ������� �� ���
���)= -������ σ (∆(t))
�� ��������� �� 
���� ���������������� 9����= ���� ������ �

����� ��� ���� %�
�

���� -��� � 
��
���� ������ ���� ����������
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����� ���� �77 �����)���� �� %��� �� ��� ��� ����= Φ1(t)−Φ2(t)
�� ���
���� -��� Φj

1(t) − Φj
2(t) ��� j = 1, . . . , 200� Φj

1 ������� ��� �����)���� ��
�� ��� Φj

2 ��� �����)���� �� ��� ���� �

�����= ��8�� #���������� �� ��� 
�����
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� 8� ��� ����
����� �� !� ���� �&�$�
 ������
�

�&� �� ��� ���� �������� ���
�
� -�� 
������ '����'
 ��
���
 � /��� �� �&�$�
� *���(

���� �� �� ��� �&��1�
�����
�
 �
 ��	����� '��� ��� $��&� ��� ��� ���
&�� �
 ���"�� ����

��� ����
����D ��� �� �� '��� �� �
 
�������

�� �� ��� �� ���� �������� ��� ������� ��� ������� �� ��� ���� �� ��� ������
�

������ ")��� 	� ������� ��G���� ��� �������
������� ��� ε > 0.003 @,�)� 3���
@�AA= -������ σ (∆(t)) ������� �	 @,�)� 3��� @%AA� &���= ���� ������� �� ���
���)
�����)�� �� �%��� 0.033 ��� ��
������� �� ��G����� ����) σ (∆(t))� ���� �� ��� %���
������ -���� -� ���� �%�������
$�� ������� ���- ���� ���� ����)� ��� �����)���� ������
��� �� ���G�������� ��
�� ����
������ ��
� �� ��� -���� ������= ��� ��� ��������� � ���� -���� ���
� ��
������ �	� �� ��� ��4� ������� -� -��� �

�� ��� ���� �� �4
��������� ���� ����
�� ��������������� �����������



 ��� ����� ��� ����
���������� �� ������" ������� ��

-�+�$ %��	��
	��&
	�� "�	
����
�

&�4�= -� �

���� ��� ��)������ �� ���� ���� ��������������� ����������� CH��� �� ���= �77.D�
��� �4
������� -�� 
�������� �� � �������� ���������
������� �������������
��� ���� ���������) �� �� ����� �� �-� ���� -��8��) ���������� @���� ��������
���� -��� � �� �
����)A= � Hg/Hg2SO4/K2SO4 ��������� ��������� ��� � Pt
���� ������� ��������� -�� ���� @� ��������� �� ���� �4
��������� ����
 ��� %�
����� �� CH��� �� ���= �77.D�A ��� �

���� 
��������� @<A �� ��� �-� ����������
-��� ���� �� ��� ���� ����� -��� � 
������������ �4
�������� -��� ������� ���
�� 7�0 ���Q��3 H2SO4 �������� �� ���� ���
������� �� ���)���� ��������� ���
-��8��) ���������� ��� ��%����� �� �
�4� ��� ��� ���� �� ��� ����������= -����
�������� ��8�� 
����= ��� �4
���� �� ��� ������������ ��� �4
�������� ��� �������
��� %� �-��
��) ��� ������� 
�������� @<A ���� ��� ���� 
�������� @�7��0<A ���-��=
�� � ���� �� ��<Q�= �� ��� ���)�� 
�������� -���� ��� �������� �� ��� ����������
��� �������� ����
�������� �� � ���
���) ���� �� �89E�
,�� ��� ���� -� %��� ��� ����� �� ��� ������ �

����� @	��� 3�1��A ��� ��� ����
��;����� ���� �����������

�� ,�)� 3��� @�A ���-� ��� ������� ��� ��� �����
� S �� ��� �����)��� �� ���

���� ��;�������� S �4
������ ��� ����
���� �� ��� ��4���� �� ��� ������

���� ��;������ ������%����� ��� �� �%������ �� S = Smax−Sreal

Smax
-���� Sreal

�� ��� 	������ �����
� �� ��� ������ 
���� ��;������ ������%����� @Sreal =
−∑M

i=1 pi ln(pi)= 5 �� ��� ���%�� �� %��� �� ��� �����)���A= ��� Smax ��
��� ��4���� �����
� @#�� ������%�����A� S ��8�� �� ������ ���� 7 �� �
�� ��� ������%����� ����)�� ���� #�� �� � ����� ��������� ��� �������
S ������� ��� %��� ���� �� �������)��� ����� ��������������� �����������
CH��� �� ���= �77.D�

�� ,�)� 3��� @%A ���-� ��� ���� ��� ��� ��������������� ����4 SI�

�� ,�)� 3��� @�A ���-� ��� ������ ��� σ (∆(t))�

.� ,�)� 3��� @�A ���-� ��� ������ ��� � ������� %���� �� ����������� �� �
������������� 
���� �
��� C
����� �� ���= ��%������D�

"�� 
������� ���- ���� ��� ��� ��-��� ����� ���
���) �����)��� ��� ������� ���
��� �� �	= ��� ��� ��� ��)���� ����� ���
���)� -� !�� �	� $��� �� ��� ���� ��
σ (∆(t)) ��� ε = 1.0= ��� ���� ��
������� ������ %� ��G������ ����� ������� ��� ��
���������� -��� ������ ������� ��
����� �� CH��� �� ���= �77.D� &���= ���� �������
S = 0.2 ��������� �	= ������)� S �� ����������= ��� ����� ���� ������ �� S ∼ 1
������ �������� �	�
�� ����������= -� ���� ���������� � ������ �� )������� @���� �� ������������A
�����)����= -���� �� %���� �� ������������ ��� �-�� �����)���� ����� ��� �����
���� ��������� 
��
������= ���� �� �����
���= ����������= ������������= �
�����
��� ���� ��� ��������� �� 
���� �
��� �� ��� ���������) ������� ���� ������
���
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����"�� ε� ��� ������
 S( ��� �< ��� σ (∆(t))
��� ���
&�� ��
�� �� ���&������
� -�� ��
��� ����
 �������� ��� �C( +C ��� �#C


�"��3����� ��$��
�

�� ���G�������� �� � ��
� �� ��� -���� ���������) ������= ���� �������) �� ��;���
��� ������� ����������� 9����= ��� �-�� �����)���� �� ��� ����������� -��� ���
���������) ������= %�� ���� ���� ��� ���� 
���� ��;����� �� ��� ���)���� ����
���� 2���) �� �

��
����� ���� ��������� �� ���� �� 
����%�� �� ���� ��� �	 ���
�� ��� �
����� ��������� �� ��� ���������� ���� �����	 �� �	� ����� �����)����
��� �� 
�����
�� %� ���� ��� ����� �� ��;����� !���� ��
������� ������) ��� ���
���)
���������������
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7�� ���#����� �� �������
� �������

��� ������� 
�������� �� ���� ������� -��� �%������ �����) ��� 3rd 9�������E
	����� 	����� �� ������� @�77�A� ��� ������� ���������� ���� ��� �� ������
-��� %� -��� ��
��������� �� 
���� �� � ������ 
�
�� C"�)���� �� ���= �77.D�
��� 
��� �� %� ������� -��� ���� ������ �� ��� ���� �������� %� ����� �� 
��
-���� -�� ������� ��� -��� ��� 
������
���� �� ��� ������ ������ ��� ��
�������
-��� ��� ���
 �� 5��� 
����� ��� +� ��� :���� ��� !����)� ��� ���������� ��
���� -��8 �� ���- ��- ������������ ������� �� ������� !���� ��� %� �%������ %� ���
������ �� 
��� 9�-����= �������� ������� ��� ��������� ��������� ���� ��� �-�
��� �� !�� �4�������� 
�������� ������� @������ *� 333 " ��� 9' 3�10�A �� ����
-��8� ��� ������� ��� ��� ������� ��� ���������� �� ��� ��� �� ���� ��������
'����) ��� ������ ������ -� ������� � ������)� ��������� �������)����� �� !��
�4�������� 
�������� ������� ����) �4������� ��������� �4
��������� ��� �������
*� 333 "= 9' 3�10�= *� 1�.= .3 2�� ��� 9' .�7/ -��� �4������ ���������)
��� F������� �� -������ ���� ����� ���� ��������������8� 
������ �� ����� ��%���%��
E���� @9NA� ,���� -� �������)���� ��� ���� ������ ���������� %��-��� !��������
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������ ��� %� ����� �� 9��������� K '����8 C9��������� K '����8= ��/.D ��
-��� �� (�������))�� C(�������))��= ��/.D�
,�� ��� �������� �� ��� ���%����� -� ���� � �����)�����-��� ����8 %���� �� ���
��������������� ,�� ���� -� �4������ ��� %�������� �� ��� ������������ �� ���
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�� 9' .�7/� '�����
���� ��8� �� !)��� /���

+� ��
������ ���� � �������� ����������� ����� ��� ���)�� �������������� �� ��)���
������%���

2���� �� --- �

��� !��� ��������� �� � 
����� �� *� 333 " @P9' ��7�17A -�� ��
����� %� &���
�� ��� @C&��� �� ���= �77�DA ���� ��� *����� )���
 �� �%�������� ���� �4��������

�������� ������ �� � -��� %����� -��� � ���� ���)� ��
������� @�777 "2AW ���
��� ��������� �������)������ �� ������� ����� �� ��� ���� ����� -�� �� ���� ��
��8� ���� ������� ��� 
�����%������ �� ��� ���� ��� ���
������ ��� ������� ����
�� �� �
������ ��
� *1 �< -��� 0.9M� ��� ��� � 
����� �� ������� ���� ����MJ

-��� � ������G����4�� �� .�/ "2� :������ �� ��� ���)� ������������ @�P7�./A ���

����%�� ��)��� �� ������ ��� ���������� 
������ �� ���!��� �� a < 2.4 "2 @P

���������A� &�����������= �� ���� � )��%�� ���%����� 
������ �� 
����%�� ����������

������= -� �������)���� ��� ���%����� �� ��� ��)��� �� ��� 55
 ���� ��� .I� ��
��� 0I� ��������� ������� �� �P��1. "2� ,��� ��%�� /�� ��� ��� ��� ���� ���� �
��- 
������ �� ��� ��%��� ������� �� ��� 55
� ��� ���%���
��� ����������) ��)��� �� ��%���%����� @��� !)��� /�.A= -���� 
������ ����� ����
���
������� ���������� �� ����- ��F��� -���� �� ��� �������= ������
���� ���)���
�� 0.7 < a < 1.3 "2= -���� -� �)���� ��� ������������ �� ��� ����������� 
������
+� ���� ������� ��� ���
�������� �� � ���)�� ��)��� @0.5 < a < 1.3A -��� � )���
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,�)��� /��I 	�������� ���- �� ��� ���%����� �� ��%��� �� ��� ���������� �� 4th �����
�� 9' .�7/� '�����
���� ��8� �� !)��� /���

�
����) �� ∆a = 0.01 "2 ��� ����)�� ���� ��� ������������ �� ��� 8��-� 
�����
%��-��� 0.4 < e < 0.5 -��� � )�����E� �� ∆e = 0.01� ��� ������� �� ��� �-�
������� �� �������� �� ��� ��%���� %�������� ��� ���-� �� !)���� /�0 ��� /�1� ��
��� !��� 
��� -� ���- ��� ������� �� ��� 5�5= -���� �-� �������� ��� �����������
����%��I �A �����) �������� ����� ��� �� ��)� ����� ����������= ��� �A �����%��
��%��� ��� �� ��)� ������������ ��� ��)� ������G�� �4�� ������ @��� �� �����-
�������A� ��� ������ ������� �� ���� �� ���������� %������ ������ �� ��� �4�����)

����� ��� 
�����%������ ��� ���)��� ��� �-� ������� ���
������ ���� ����� ��
��� ����������� ���� ������W ��� 5�5 ����� �� �%��� ��� �����%�� �������� �� ���
������� ���� ��� �����F������ �� �� � ������ ������� �� ��� ��;�������� ����)� #�4
@����������A �� ��� 
������ +� ��� ��������� ��������� -���� ��� ��������� �� ����
�������� ���� ��� �4���� 07 
������= ������
�����) �� �� ������������ �� e = 0.2�
��� 
���� �����
� �� ������ ����� �� � ���� ��������� 
��%� �� ��� ���������
��������� �� ��� ��%��= )����) �� � ������� �� ��� ��)��� �� ������ �� 
���������
��)� ����� ��������� �������� ��� ���� ���� ����� ����) ���� ������ ������= ���
-� ��� ���� ��� ��� ���������� �����) -��� ��� ������������ �� ��� 
����� �� ��
��- �� e = 0.4 @��� %����� �� ,�)� /�1A�

"� � ������ ��� ��%���%����� �� � ����������� 
����� ������ ��� ��%�� �� ��� M�����

�����= -� !�� ���� ��� ��� ������ *� 333 " ����� �� F���� � )��� ������ ����

������ -��� ���� ���) ����)� �� ��� 9N �� ��F���� ��� ��������� ���������� ���



�77 �
����� #� ����������� �� ����

,�)��� /�.I 5��� ��������������� �� ��� �4�������� ������ *� 333 "� ��� ��)�� )���
��)��� ���-� �

��4������� ��� 
������� �� ��� 9NW ��� ���8 )��� %�� ���������
��- ������� ��� 
����� �

������� ��� ������� ���� �� ��� ��%���

���� �� ��� ��)��� -��� a < 1 "2�

,�)��� /�0I ������� ��������� ���)��� ��� !�������� 
������ �� ��� ������ *� 333 "I
������� ������G�� �4�� �� ��� 
����� ������ ��� ������������ �� ��� M����� 
������
��� ��4���� ������������ �� �� ��%�� �����) ��� ��������� ��������� �� ���8��
-��� ��;����� ��������

2���$ 3� -�+(4

��� *70 ���� 9' 3�10� -�� ����� �� ���� � ���
����� ���� ��� H��8 ���������
'�

��� ������ @C:����� �� ���= �77�DA� ��� M����� 
����� @��00 MJA ��� �� ��%��
-��� � ������G�� �4�� a = 3.24 "2 ��� �� ������������ �� e = 0.18� ��� 55
�
��� ������� ���� ��.3 "2 @�I�A �� ���7/� "2 @0I�AW ��� 0I�= .I� ��� �I� ��� -���
������ ��� 
��������� 
������� �� ��103 "2 ��� ��� �� ��� 9N @������ � "2= ���
,�)� /�3A� ��� ���������� ������ ��� �� %� ���%�� �� ���� ���� 40% �� ��� ��%���W
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,�)��� /�1I ������� ��������� ���)��� ��� !�������� 
������ �� ��� ������ *� 333 "I
������� ������G�� �4�� �� ��� 
����� ������ ��� ������������ �� ��� M����� 
������
��� ����� �� ��� �����
� @P�����
� 
���A �� �� ��%�� �� ���8�� �� ��;����� ��������

,�)��� /�3I 5��� ��������������� �� ��� �4�������� 
�������� ������ 9' 3�10��
	
���!������� ��8� �� !)��� /�.�

��
������� ��� ��)� ����� ���������� ����� �� ��� 9N ��� ���%�� �� %��� �������
���������� @
��������� ��� �
������� 
�������A� "� � �����F����� -� �4
�����
���� ����� 
�������� ������� ��� ���� ���������� ����������� 
������ �� ���%��
��%���� :������ �� ��� ������������� �� ��� �%������ M����� 
�����B� ������������
-� ������ �� ���� 7�7/ �� 7��7 -��� � ���
��E� �� 7���Q/7 P 7�77�30 ��� �����
��� ������� ������G�� �4�� �� ��� !�������� ����������� 
����� �� ������� 0.4 "2
< a < 1.2 "2� ��� ������� ��� ���-� �� ,�)� /�/ @5�5A ��� ,�)� /�� @�����
�

���A� +� ��� �������� F���� -��� �� ����� 
���� ��� ���������� �
 �� ��� 3I�
��������� @���� �� ��� �����
� 
���A� ")��� ��� ��� ��� ���� ��� �������� �� �
���)�� ��%�� ��� %� ���������� F���� -��� -��� ���� ������W �� ��� ���� ���!���
-��� �� ��
����� �� !)��� /�/= �� ���� ���-� ���� ���� ������� ��
������� ��� ���
������� �� ����������� $� ��� �������� ��� 5�5 �� ��� �

��
����� ���� ���
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����� #� ����������� �� ����

����������) ��� ������������= -���� �� U ��)����� -��� ��� ������G�� �4�� U ���
������� 
�������� ��� ��� �������� �� ����������) 
������ �� ��%���%�� E�����

,�)��� /�/I 
������ �� ��� 5�5 ��� 9' 3�10��

*��%���� -� ��� ��� � F���� ���%�� 9N �� ���� �4�������� ������ -���� ����-�

������ �� ��%��� -��� ����� ��������������� ��� �����) �����%�� ���� ����� ��
��1 "2 ������
���� �� ��� �I� ���������= -���� ��� ����� ����������= ������)�
)����) ���� �� ���)� 
�����%������ �� ��� ��������������= ��� ���!��� �� ��� ������ ��
��� ���������� �� !)��� /�/ -� ��� ���� ��� ���� ��� ��� ���� 
��%�%�� ������������
����� �� ��� M����� 
����� @e = 0.18A ��� ��%��� �
 �� ��� �I� ��������� ��� ���%��
-��� ��- �������������� @e < 0.2A ��� �� � �����F����� ��� 9N ����� %� 
�
������
%� � ����������� 
����� @�� ���� ���� 
������ ��
�����) �� ����� ������A�

2���( �
�	���

��

+� ���� ������� ��� � ��������� ����� �� !�� �4�������� 
�������� ������� ����)
�4������� ��������� �4
�������� �� ���-�� ��� F������� �� -������ ���� �����
���� ��������������8� 
������ �� ��%���%�� E����� ,�� ��� ���)��U
����� �������
-� ���� ��� ����
��� ���������� ����� %��� 
��%���= ��� ��� ��� ������ .3 2��
��� ������ 
�����%������ �� ��� �-� M����� 
������ -��� ��8�� ���� ������� ���
��������� ��� ���������� �����%��� 
��%��� ������ �� � ��������� ������ :������
�� ��� ��
������� �� ��� ���%����� �� �� ��%�� �� � ���� ������ ��������� ��
��)���� 
������� -� ���� �������� / ��;����� 
�������� ��� ��� ���� ������� ��
��� 
����� -��� � ���
 �� 45◦ �� ��� �
������� ��� ��� 
��������� 
������� �� ���
M����� 
������
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,�)��� /��I �����
� 
��� ��� 9' 3�10��

��� ��������������� �� ���� ������ �������� ��� ������� ����������= ������ �� � !��
/7 %� /7 )��� -����� ��� ��%���%�� E���= ���� -���� ��� ��%��� -��� ���
����
����) � ��%��� ��������� ������ @(��U������ ����)������A ��� � ������� ������ ���
)��� �� ��� ������� ���������� �� ��� !�������� ����������� 
������ -�� ������ ��
����� ��� -���� ��%���%�� E��� �� ��� ������= ��� ���� �� ����� ��� �������������
�� ��� �������� �� ��� �%������ 
�����@�A� ��� ���%����� �� ��%��� -�� ��������
-��� �-� �������= ������ ��� ���
������� �� ��� 
���� �����
� �� ������ �����
�� ������� �� ��� ���������� �� �� ��%�� ��� ��� ������������� �� ��� ��4����
������������ �� ��� ��%�� �� � !�������� 
����� �����) ��� ��%���� ��������� �� �
������� ������

+� ��� ��� ���� ��� ���
�������� ��� ���� � !�� )���= ��8��) ���� ������� ���� ���
��������� ���� �� ��� 55
�= ���� �� � ���
�� ����)�� ���������) ��� �������� ��
��� !�� ������� -���� -� �������� +� ���� )��� ��� 
�������)� �� ��%��� -���� ����
����� �� ��� 
�
�� @P5�A �� 5���� K ��%�����8 @C5���� K ��%�����8= �77�DA
-���� ���� �������)���� ��� 8��-� �4�������� 
�������� ������� -��� ���
��� ��

����%�� ���������� ����������� 
������� +� ���� ���� � ������ ���
������ �� 5�
-��� ��� 
�������)�� �� B���B ��������� �� ��� ������ ���� %������ �� ��� ��;�����
�

������� ����W -� ���� ��
������� ��� ���� �� ��� 55
� ��� ��)������ 
���
��%�� ������������� 9�-����= -� 8��- ���� ����������� 
������ -��� ���� -����� �

����
�������� ���8 ���� ������) -��� ����� ��%���� ������������ @
��������� ��
��� C
��������� �� ���= �777DW (������� C(�������= ����DAW ������������ �� � ������

�%�������� @'����8 �� ��� C'����8 �� ���= �77��DA �� -�� ���-� ���� ��� ��������
����� �� ��� !�������� 
������ �
 �� �0 ��)���� �� ��� ����)� ��� ���%����� �� ��%���
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����� #� ����������� �� ����

�� ��� 9N� ��� ������� ��� 
����%�� ���%�� ��%��� ��� %� ���������� �� �����-�I

• �� ��� ������ 1� ��� ! ��� ���%����� E��� ��� ��� ������ �� �����������

������ �� -��� ������ �� ��� 9N ��� ��))���� ��� 
������ �������) ����� -���
������� ��� � ��O������� ���) ���� @�� 5�= /1�/ Y �� ��� ��%��� -��� �����
�� %� ���%��A�

• �� ��� ������ �� 2�� -� ��� ���� ��� ���� ����� �� � )��� ������ ���

������ �� ���� ������ ��� 9N -��� ����� �������������� %��-��� ��� ����
����������W ���� �� � ������ -���� �� ���������� -��� ������ %�� ��� -��� 5�
-���� ���� �/ Y ���������

• 3� ��" � ������ ��� �� %� � ���� )��� ��������� ��� ������) 
������ ��
��� 9NW �)��� ���� ���� ��� ���!�� ��� ������� �� 5� U ���� ����� ����
���� .7�� Y �� ��� ��%��� -��� ���%���

• ��� ������� �� ��� ���
�������� ��� 1� "	� ���- ���� �� �� ���� ����8���
���� ����� �� �� ���������� 
����� �����) �� ��� 9N U ����� ������� ���
���������� -��� 5� @��� Y ���%�� ��%���A

• ,�� 3� ��&% �� ��� 9N ����� �� ����)� ���� ���� ��� ����������� 
������
��� ���� ���� ����� ������� ��� � ��O������� ���) ����W ����� ������� ���
���� �� ���� ���������� -��� ����� �� 5� -���� 07�� Y �� ��� ��%��� -���
���%���

&�- �%����������� 
����%������� 
������� %� �������� ��8� �$
$�= '"
+�& ��
��� ��, ��8� ��� !��� ������ ��� ����������� �4�
������ ���� 
����%�� �� ��� ��4�
�������� �� �� �	" ����� ��� )��� �� ��� �������� �� ���������� �� �����-�I ?��
������ ��� ����� �����U��
� 
������ ��� ������������ ���� �� 
����%�� �%���� ��
����?� �� ���� ����� ��������� ������� ��8� ��� ��� -� 
������ ���� ������ ���
 ��
��!�� 
�������) ���)��� ��� �%�����������

7�
 8�
��#����� �� ��� ��
�� ��
��	� �����
���
�

��� ��4� �

�������� -� 
������ ��)���� ��� �����B� �������� 	���� ��� ���������
�� ����� �� � �����
���� ������� ����� %� (����E C(����E= ��1�D ��� 
�������%����
���� �� -������ @��� �������A �� ����� �� �
�� ��� ��� ����� ���������� ��
��� ���

�������%����� �� -������ �� �����)�� ������� �� ��� ��������� 
���������� ��= ����
��- = ��)�= ��� ���
������� �� �������- ��
���� �� ��� ���
������� �� ������
CH���������:���� �� ���= ���/D ����� � ���)����� ����������� %��-��� ��� �����
���
������� �����-��) � 
�-�� ��- %� ��������) ��� ���� �� �. ���������)����
�������� ������ ��� -����� ��� ����������� �������� ������ -��� � ��������� �4�

����� �� ≈ 0.65� (���� ��= ��� ��������� #��������� �������� @',"A ������
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��� %��� �

���� �� ����� �� ���
��� �������� ���
������� ���� -��� ������
���������� )��%�� ����������� ������ �� ��� ������� C:���� �� ���= �77�D� �� ����
����� -� ��� �%������ �� -��� �� �������� )������ ���� �� � )��%�� ������ +�
F������� ��� ���)����� 
�������%����� �� ���� ����� ���
������� ���� ���� ���
*������ ����������� 5���� ��9"5 @���������� �� 'H
NA %� ����� �� ��� 
����
�����
� �� ������ ����� K2� +� ��� ���������� �� ��� ��
������ #���������� ��
��� ���
������� ���� ���� �� ����� 9����= ��� ���� ��� ��-�
��� !������� ���
�%������ ����������� ��)��� ��� � �������� ���F����� @����� �������� ������ ���
���A %�� ��� ��
������ #�������� ����)������� +� ���
��� ��� ������� �%������
-��� K2 -��� ��� ������ �������� ��������� �������� ��� ���� -��� ��� �������
�%������ �� ��� �
2 ���� ��� @�����
������ �������� ���
������� �� ��� ����
��7���77� -��� 7�0 ��)��� ����������A�

2���� ���	�
.�

� 
� ��� ����

,�� ��� �������� ���� ��� ������� 
������� 2��� @�
2A ������� C5�������� �� ���= ��%������D
��� %��� ����� ����� ������� ���� �� � 0.5 ��)��� ���������� ���� %��� ����
�������� ���� ������%�� �%������ ���� ��� ���� ��� -����� ��� 
������ 
��
���
-�� �� ������ �� ��
�� ���� ��� ��� ������������� ��������)�
��� )��%�� ������� ����� �������� �� ��� �
������ �����
����� ����� ��9"5.
C
���8��� �� ���= ���1D ��� ��� ����� ����� 9$���* C+��; �� ���= ���3D= %���
������
�� �� ��� 5�4������8���������� �� 5��������)� �� 9��%��)� �� ���� ����
������� ��� ����� ��9"5. ��� � ����E����� ���������� �� ��7 @�

��4� 3.75◦ 4
3.75◦A ��� �� �������� ������= !�� �� ���� ������� �%��� �77 ���� ��� ����E�����
���������� �� ��� ����� ����� 9$���* �� �%��� 2.8◦ 4 2.8◦ -��� � )��� ��!���
���� �� ��� ���
���� ��)����= -���� ��� ���������� )����
���� ��
������� ���������

��)��������� �� ��� �F�����= �������) � ����� �� 0.5◦� ���� ��������� ����������
����-� ��� �������� ��� � ���� ��������� ��
����������� �� �&	$ ������� ��� �����
����� ��� �7 �������� �������
�� ���� ����������= ��� ����� ��� %��� ������ %� ����������� �� ����� 
��� �4������
������) �������I ����� �����%�����= )��������� )�� �������������� �� ��� �����
����
��� �� ���������� �� ��� ��������� �;���� �� �������
����� �������� ��������� &�
����)�� �� ��� ������
�)���� �����
����� ������� �������������� ���� %��� ����
�������� ����)�� �� ��)������� ����� �� �������� ���� ���� %��� ��)�������
��� �����
����� �������������� �� �-� )��������� )����= ���%�� ���4��� ���
�������= ���� %��� ��������� ���� �������� �� ��� %�%%��� ���

�� �� "���������
��� ����� @C�������)� �� ���= ���1D=C:������ �� ���= ���0DA� ��� 
��� ���������� ��
����� ���
�� ���� %��� ������� ���� ��� ������ ���� %� ���-��� C���-���= �777D�
,�� ��� 
����� ����� �1�7 "�'�= 
��� ����� ���������� ��� ��
�������� ���������
���� �%���������� �� ��� �
��� @(��� �� ���= ���0A ��� %��-��� �077 ��� �1�7
"�'� ���� ��� %���� �� �������������� �� ��� �����)���� �����
� 10:��
��� ����� �4������ ������ �� ��� �������
����� ������) �� �������� ���������
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"���� � �������� ���
����= ����� ��� -����� ��� %� 
����
�������= ���� ��#�����
��� ������� �� ��� ��� ������ �� ��� ������ ����)�� �� �
����� ��������� �� ���
�������
���� ��� %� ���� ��������� ���� ��� ������� �����)� � �������
������
����� C���-���= �777D�
��� ���� �� ��- �� �������� K2 �� ���8�� �� � -������ 
��������� ������ 
���

���� %� (����E �� ��1� C(����E= ��1�D� 9� 
��
���� �� ��� ��������� ��������)
�����)���� ��� ���� �� �� ������ ���) ������ �� ���� ������%��) ��� ����� �� ���
�����
���� @�� ��� ����� ������ ����� �������������A� �� 
������ ��� -������
��� ���� ��� �� ���
��� ��� ������ ����� -��� ��� ��� ������ �� ��� ���� %��8
��� �� �������� � ������ ����� -���� �� �4������� ����� �� ��� ������� ���= ��
���� ��� �������� ����� ���� %� �����%���� �� � ����������� ������ 	��� �����
���� �� ������ �� �����)��� ��� 
��������� �� ��� ������ �� ���� )���� %� ���
���� ��������� �� ��� ������ ������ 9��� -� �� ��� ����� �� ��� 
��������� %��
������ F������� ��� 
�������%����� �� � ������= ���� ��� 
����%����� �� 
������ ���
������� ���������= -� �������� ����� �����)��� �� � )���� ����� ��� �������� ���
����� ���
������ ����������� ���� -� F������� ��� ���� ���� ����� 
����%�� ������
����� ���� �������� ���� ���� �� �������� ���8�� �� K2�

2���� �����.�����

� 
� ��	�����	� ��
�� !
�� ���.�	� �


��
&���

	�

��� -� ���� � ��������� ������ ��
�������� %� ��� ���G������ {�xi} ���
i = 1, . . . , N �� � d������������ 
���� �
���� ���� -� ���
��� ��� ����������
�����4 @�F� @���AA� "� ��������� �� 	��� 3�.�� ����������� ������
��� �� (����EB�
��������� ��������) �����)���� ���� ����� ���� ��� %���8 
����� �� ��� 
� ��
���
���� �����)���� ��� �����)��� �� � 
���� �xi ��� ���������� �� ��� ���� ������ �� ���

� �� %���8 
������ �� �xi ��� �xj ��� �����)��� -� ���� Ri, j = 1� �� ��� ��������� ��
�xi ��� �xj ����� ������� ��� � ���� ���
 -� ���� ����Ri+1, j+1 = 1, . . . , Ri+n, j+n = 1=
���� -� ���� � ���)���� ���� �� ��� 
�� ��� %����� ��� 
�������%����� �� � ������
��� ���)�� ��� ����� ���)������ +� -��� ��- ��� ����� ���)����� �� �������� K2�

2���� ������� �
� ��� )!
 ���� *���

,�� ��� �������� �� ��� ���� ��� ��������� ��)������ ��� ��� K2 ����������
@���
� 0A ��� �� %� ���)���� ����!��� ��� 
��%��� �� ���� ��� �� ��� ��)�
�������������� �� ��� ������ ���Q�� ��� ������ �������� ��������= ��� ���
� ��
P c

ε (l) �� ��� ����
������ �� ε� ���� �� �� �4
����� %�������� ��� ������� -��� �
������ ��)� ��������� ���Q�� ����� @	��� ���A� ��� �����
� K2 �� ���� -��� ��!���
�� ���� ����� %�� ��� ��� �� �������� ��� ����� ε → 0� ���� ����� ��� ���������
%� ������ �����
������� �� ��� ���)��� ������) ��)���= �� ��� >���
� ��� 

? ���)���
@��������� �� �� ,�)� ��0A� 9�-����= �� ���� ���� -� ����� � ��;����� �

������ "�
-� ���������� ���
������� ��)����= -� ��� ε = 0.5= -���� ������
���� �� ���� �
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��)��� �����)���� 
��������� ������ ��� ������� �� ��� �

�������� �� ��� ����!��
��������� ��)������ ��� ��
�������� �� ,�)� /��7� 9�)� ��������� ���� �� ������

,�)��� /��7I ���� ������ F�������
 �� ��� ���&�� ��������&�� ?&��&�����
 �� ��� ) ,
���� 
��� 	
��� ������ K2 �
������
 ��� ��� ) , ���� 
���

�
��� �� ��- �����
��� ��� ���� ������ 9�-����= ����� ��� �4��
����� ��
�������
�� "���8� %�� ���� �� ������� "������ ���
����) ���� ������ -��� ��� ��� �%������
��� ��� *�5 ���� @,�)� /���A ��� !��� ���� ����� �� � F���������� ������
�������
��� %��� ����� ��� *�5 ���� ���� ����-� �� ���
��� ��� ������
�����) ������ ���
������� ��)����� ��� *�5 ���� )���� �� ����������) ������ ��� ��� �����������

%��-��� �����
��� ��� ���������� �� ����������� ��)���� ��� ��������� ��� ���
�����
��� ���� �� %� ��������������= -������ �� ������� ��)���� ���� ���� �� %�
������ �����������
���� ����)� ���� ����� �� ����� �����������= �� ���-� ���� ����!�� �������� �� ���

� %���� K2 ���������� ��)������ ��� %� �

���� �� ������� !����� 	������ �%���
��� �����B� ������� ��� �� 
��)���� �� ���
������� -��� ��� ������� ��������� ��
������� ��
��� 
������� @��HA�
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,�)��� /���I ���� ������ F�������
 �� ��� ���&�� ��������&�� ?&��&�����
 ��� ���

%)> ���� 
��� 	
��� ������ K2 �
������
 ��� ��� %)> ���� 
���
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���� *

���
�	�����

�� ���� -��8 -� ���� �4
������ �����������= -���� -��� ������ >��������� ������
���) �����)���? %� (����E = ��� ��� �������� �� ���� ������� ��� ����� 8�� �������
�� ���� ������ ��� ��� �����-��)I

�� ��� ���)���� ����������= -���� �������� ���������� 
����= ��� ���8�� ��
)���������� 
���� �����
��� ��� ����������� ����� ���������� ��� %� �����
����� ���� ���������� 
���� %� � ������ ��%��� ��)������= -���� ��� ����
%� ���������� ,����������= ����� ���������� %� 
�� �� ����
������ ����
��� ��%�����) 
��������� ��� ��� ��� ���������B� ��������������� �� �� ����

����%�� �� �������� �;����)���� ����������= %� ���������) ��)� ��� ������
������������

�� ��� ��������� �� ���������� 
���� ���������� ��� ��
���)� �� ��� ��������
��) ��������� �� � ���� ��)� ��)���� �� ��� ���������� �����4 �� ���
����
���� ��� ���
����� ����= ��� ���������) ���� ������ ��� %� ��
���)������
������������� ���� ���

�� 
���������� ����- ��� ���� �� 
������ ��� ��������� �� � ������= %�� ����
�� )������� ����������� ���������� ���������� -��� ��� ������� ���� ���
%� �

���� �� ���� ��� �����%����� �� 
���� ��������������� ��������� �����
�����)���� ���� ����������) ��������� 
��
������� ���� ���� �� ����� ���
��������� %�������� �� � ���� ��)� ��)���� ���� �����- ���� ���G��������
�� ��� ���������) �������

��� ��)������ ��� ��� ���������� �� K2 ��� %��� �

���� �� ������� ������� ����
�� ��� 
6����� ������ %�� ���� �� ���� ���
������� �������= ��)� � ���%����� �����
���� �� �4�������� 
�������� ������� %� ����� �� K2 ��� ���
�������� �������
-���� -��� �%������ -��� �������� ��������
���� -��8 ��� ��� �� ������� ������� -���� ��� ����������� ������� ���� $��
�� ����� ������� �� ������� �� ������� ��������� ��� ���8 �� �� ����� ��� �������

�)���� �;��� �� ��� �������� K2 ����������� ��� �

���� �� ������� ������� ����

�7�
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����� $� �����	�����

��� ������� ������������
"� ��� M25� ������� �� ��� MT���� 
�����E������ ������� �4�������� 
��������
������� ��� ��������� ��� 
� ������ �� 
���������� %���) ��!��� ��� ���
���
�� ���-�� �
�� F�������� �� �����
�������
" ������� !��� �� �������� �� ��� �������� �� 
�������)���� ����= ��)� ��* ���
��* ����� ��
������� ��� �����)��� ���� -��� ���
 �� ������� ��� �� ������ >
���
���� �4
��������?= ���� ���������� �� -���� ��� ������ ������ �� �4
���������
����
��������
,����������= ��� ������������ �� � ����-��� %���� 
� ���������� ���� �� 
�������
���� -���� �������� ��� ���
������� �
��� �� 
�� %� � ���)� ������ ��� �� ��)���
������%�� ��� ��� �������� �� �
��������
���� ��������
,����������= � ����� �%��� ������; ������� 
���������� �� ������� ������� ��

������ C*��%�)� �� ���= ��//D�
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� -���� ��8� �� ����8 ��� ��� 
��
��= -�� ���� ���
�� �� �� ��8� ���� -��8 
���
��%���
,���� �� ���= � ����8 ����� '�� H����� ��� ���� ��� )����) �� ��� �

�������� ��
-��8 �� ��� )���
= %�� ���� ��� ���� ��� �4������� ���
��� ������������ 9� ���
������������ � ��� �� 
������� ��� ������� � ���� ����������) �������!� ��������
����= -���� -�� ���� ��
������ ��� �� ��������
5���� ������ 
����� ���= �� ������= %��� ��� 
����� -�� -�� � �
����� �����
������I %��� �������!����� ��� 
��������� 	�� -�� ��������� ��-��� ����� -��� �
������ ��������
� -��� �� )��� �� ����8� �� '�� 2�� 	��-��E� 9� ���
�� �� -��� � �������
��� ������� �� �������� � ��� �� �4
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